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大密度比和大压力比可压缩流的数值计算
�

陈荣三

(上海大学 数学系, 上海 200444)

(周哲玮推荐)

摘要 : � 将WENO方法、RKDG 方法、RKDG方法结合原来的 Ghost Fluid 方法以及 RKDG 方法结合改

进的Ghost Fluid 方法, 应用到大密度比和大压力比的单相流以及气- 气、气- 液两相流的数值计

算,并对计算结果进行了比较分析�� 结果表明, 与其它的方法相比, RKDG 方法结合改进的 Ghost

Fluid 方法得到了高分辨率的计算结果, 可以捕捉到正确的激波位置, 随着网格的加密, 计算解收敛

到物理解��
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引 � �言

1973年, Reed和Hill
[ 1]
提出了间断有限元方法( discontinuous FEM) , 用于求解中子输运方

程�� 1974年, LeSaint和 Raviart[ 2]给出了这种方法的收敛性证明�� 1989年, Cockburn和 Shu 构造

( k+ 1) 阶的 RKDG( Runge- Kutta dis- continuous Galerkin)有限元方法求解一维标量守恒律方

程,并将该方法推广到求解高维双曲守恒律方程和方程组[ 3- 7] ��与一般的有限元相比,间断有

限元方法具有灵活处理间断和易于处理复杂的区域边界和边值问题的优点��

处理运动界面的方法比较多, 如格子类方法、VOF 方法
[ 8]
、Level Set 方法

[ 9]
和波前追踪方

法[ 10]等��本文利用 Level Set方法捕捉接触间断(运动界面) , Level Set方程中的速度不象原始

的那样采用流体的速度, 而是用精确的界面速度来代替��这样每个时间步后即使不对 Level

Set 函数进行重新初始化也可以使其保持为到界面的符号距离, 不仅减少了计算量, 还可以减

少重新初始化带来的界面质量损失��Fedkiw等在Level Set方法的基础上引入了Ghost Fluid方

法
[ 11]

,通过定义 Ghost流体,将含有两种流体的流场分成只含有一种流体的两个流场, 从而避

免了界面两边状态方程不同所带来的问题��当界面两边的压力和密度变化比较大时, Ghost

Fluid方法不能准确地给出界面边界条件也会产生非物理振荡, 甚至使计算进行不下去
[ 12] ��文

献[ 12]对原来的Ghost Fluid进行了改进,利用隐式特征方法预测界面的状态,进而定义 Ghost

流体的各物理量的值,实际上是在界面附近解了一个近似 Riemann问题��陈荣三、蔚喜军在文

献[ 12]的基础上提出了一种 Ghost Fluid方法
[ 13]

,在界面处构造 Riemann问题, Ghost 流体的状

态由 Riemann问题的精确解决定��该方法可以比较精确地定义界面的边界条件��
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文献[ 14]分别用Godunv格式、Roe格式等对大密度比和大压力比同种理想气体流进行了

数值计算,但是即使网格足够细也不能计算出激波和接触间断的正确位置,所以文献[ 14]将该

问题称为公开性问题��大密度比和大压力比的多相流问题更富有挑战性, 国内外在该问题上

的研究工作不多��
本文将WENO方法、RKDG方法、RKDG方法结合原来的 Ghost Fluid方法以及 RKDG 方法

结合改进的 Ghost Fluid方法,应用到大密度比和大压力比的单相流以及气- 气、气- 液两相流

的数值计算,并对计算结果进行了比较分析��在密度比和压力比都为 1 000时, 与其它的方法

相比, RKDG方法结合改进的 Ghost Fluid方法可以正确地捕捉到激波的位置, 计算的激波宽度

比较窄,计算解收敛到物理解��

1 �方 � �程

一维可压缩流体方程组为

� �
�

�u

E t

+

�u

�u2
+ p

( E+ p ) u x

= 0, ( 1)

这里 t为时间, x 为空间变量, �为密度, u为速度, p 为压力, E为单位体积的总能量,总能量定

义为 E = �e + �u2
/ 2��

理想气体的状态方程

� � p = ( �- 1) �e�� ( 2)

刚性气体的状态方程

� � p = ( �- 1) �e - �p � �� ( 3)

该状态方程可以近似为部分高温高压下的固体和液体,而当 p � = 0时就是理想气体的状态方

程��

2 �Level Set方法

追踪运动界面的 Level Set方程为

� � �t ( x , t ) + u�x( x , t ) = 0, ( 4)

其中 u 为流体的速度 �� 方程(4) 离散求解后, �( x , t ) 不再是到界面的距离函数, 一般需要对

�( x , t ) 进行重新初开始化��重新初始化会给界面带来一定的质量损失,为了避免重新初始化

方法带来的质量损失,本文采用文献[ 15]中的方法,在求解方程( 4)时用精确的界面速度 u I(见

第 3节) 来代替流体速度 u , 即整个流场 Level Set函数都以界面速度运动, Level Set方程( 4)变

为

� � �t ( x , t ) + u I�x ( x , t ) = 0�� ( 5)

假设 t
n 时刻�( x , tn ) 是距离函数, 即 � �( x , tn) = � 1, 对方程( 5)的时间方向用向前差分离散

得

� � �( x , t n+ 1) = �( x , tn) � (� t ) u I�� ( 6)

对方程( 6)两边取梯度,则有

� � � �( x , tn+ 1) = � �( x , tn) � � ( ( �t ) u I) �� ( 7)

u I 是一个常数,显然 � ( (�t ) u I) = 0, 所以可得
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� � � �( x , tn+ 1) = � �( x , tn) �� ( 8)

方程( 8)意味着 t
n+ 1
时刻 �( x , t n+ 1) 也是一个距离函数��故原来的Level Set方程中的流体速度

u 用精确的界面速度u I代替后, 如果初始时刻 Level Set 函数为到界面的符号距离,那么 Level

Set函数始终为到界面的距离函数,故不需要重新初始化Level Set函数��

3 �改进的 Ghost Fluid方法

原来的Ghost Fluid方法
[ 11]

, Ghost流体的速度和压力简单地用对应的真实流体的速度和压

力来代替, 方法简单,但是在处理大密度比和大压力比问题时,该方法不能给出精确界面条件

会产生比较大的误差��

下面简单介绍一下改进的 Ghost Fluid方法,详细见文献[ 13] ��假设 t
n 时刻接触间断(运动

界面) 落在节点 i和节点i + 1之间, 将 i点及其左边的流体记为流体A, i + 1点及其右边的流

体记作流体 B��定义以下初值的 Riemann问题

� � ( �, u, p ) =
( �ni- 1( x ) , u

n
i- 1( x ) , p

n
i- 1( x ) ) ,

( �
n
i+ 2( x ) , u

n
i+ 2( x ) , p

n
i+ 2( x ) ) ,

这里, �ni- 1、u
n
i- 1、p

n
i- 1分别表示节点 i - 1在 t

n时刻的密度、速度和压力, �ni+ 2、u
n
i+ 2、p

n
i+ 2分别表

示节点 i + 2在 t
n
时刻的速度、密度和压力 �� 求解上述Riemann问题可以得到界面的压力 p I、

速度 u I、界面左边的熵 SL以及界面右边的熵 SR�� 当计算流体A时, 需要用到 i + 1点及其右

边的流体的函数值, 将 i + 1点及其右边的网格定义为流体A的�Ghost�网格, 同理将 i 点及其

左边的网格定义为流体 B的�Ghost�网格��以计算流体 A 的各个物理量的函数值为例来说明

改进的 Ghost方法��流体 A在 i + 1点及其右边的�Ghost�网格的速度和压力的值用界面的压

力 p I和速度 u I 代替,熵用界面左边的熵 SL来代替, 同时将 i 点的熵修改为SL��

与原来的 Ghost Fluid方法相比,修改的 Ghost Fluid方法每个时间步需要求解一个 Riemann

问题,所以计算量有所增加��

4 �数 值方 法

对于 Euler方程组, 时间离散采用三阶具有TVD性质的 Runge- Kutta 方法,空间离散采用

三阶 DG( discontinuous Galerkin)有限元方法[ 5] ��Level Set方程采用刘儒勋提出的积分平均法求

解
[ 16] ��
Euler方程组的三阶 DG空间离散如下,详细见文献[ 5] ��将求解区间 R 分为单元集合, R

= � iI i ,其中 Ii = ( xi- 1/ 2, xi+ 1/ 2) , i = 1, 2, � , N ,单元长度定义为 �xi = x i+ 1/ 2- x i- 1/ 2�� 定义

方程组( 1)的近似解

� � Uh( x , t ) = �
2

l= 0

U
l
i ( t ) v

i
l ( t ) , � � x � Ii , ( 9)

这里

� � v
i
0 = 1, v

i
1 =

x - xi
�x i / 2

, v
i
2 =

1
2 3

x - x i

�xi / 2

2

- 1 ��

将式( 9)代入式( 1) ,分别用 v
i
0、v

i
1、v

i
2去乘式(1) ,并在 Ii 积分,整理得

� � d
dt
U

l
i ( t ) +

1
�xi / (2l + 1)

-�I
i

F ( Uh( x , t ) )
d
dx

v
i
l ( x )dx +
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� � � � F ( Uh( x i+ 1/ 2, t ) ) - (- 1) l
F( Uh ( xi- 1/ 2, t ) ) = 0, � � l = 0, 1, 2�� ( 10)

通量 F ( Uh( x i+ 1/ 2, t ) ) 用一个单调的数值通量 H ( U
-
i+ 1/ 2, U

+
i+ 1/ 2) 来代替, 这里 U

�
i+ 1/ 2 =

Uh ( x
�
i+ 1/ 2, t ) , 得到如下格式:

� � d
dt
U

l
i ( t ) +

1
�xi / (2l + 1)

-�I
i

F ( Uh( x , t ) )
d
dt
v
i
l ( x )dx +

� � � �H ( U
-
i+ 1/ 2, U

+
i+ 1/ 2) - (- 1) l

H ( U
-
i- 1/ 2, U

+
i- 1/ 2) = 0, � � l = 0, 1, 2�� ( 11)

式( 11)可以写成如下常微分方程组

� � d
dtUh = Lh ( Uh, t ) �� ( 12)

常微分方程组( 12)用三阶TVD Runge- Kutta方法进行离散,具体如下:

� � U
1
h = U

n
h + �tLh ( U

n
h) ,

� � U
2
h =

3
4
U

n
h +

1
4
U

1
h +

1
4
�tLh ( U

1
h ) ,

� � U
n+ 1
h =

1
3
U

n
h+

2
3
U

2
h+

2
3
�tL h( U

2
h )��

已知 tn 时刻各物理量值,数值求解 t n+ 1时刻各物理量值的主要步骤为:

1) 根据 �( x , tn ) 确定界面的位置,定义流体A和流体 B的 Ghost网格;

2) 定义和求解界面附近的 Riemann问题;

3) 利用Riemann问题的解定义流体 A和流体 B的Ghost流体状态;

4) 采用三阶RKDG方法求解Euler 方程组;

5) 用积分平均法求解 Level Set方程得到 �( x , tn+ 1)��

5 �数 值实 验

对于单相流问题,接触间断(界面)附近不做任何处理,只用WENO、RKDG就能计算, 但是

这样得到的计算结果在接触间断附近的误差比较大,分辨率低, 如果采用 Level Set方法捕捉接

触间断,用改进的Ghost Fluid处理接触间断,则可以得到高分辨率的计算结果��至于多相流问
题,由于界面两边的状态方程不同, 界面附近需要做特殊的处理��为了分析的方便, 引入以下

记号, �RKDG�表示只对Euler方程组用 RKDG离散,界面未做任何处理; �WENO�表示只对 Eu-

ler方程组用WENO离散,界面未做任何处理; �GF�表示 Euler方程用 RKDG方法离散, Level Set

方法捕捉运动界面,原来的 Ghost Fluid 方法[ 5]处理运动界面; �MGF�表示 Euler 方程用 RKDG

方法离散, Level Set方法捕捉运动界面,改进的 Ghost Fluid方法(本文第 3节)处理运动界面��

图1~ 12给出了用上述 4种方法对大密度比和大压力比的3个算例的计算结果��
算例 1�大密度比大压力比单介质理想气体Riemann问题

该算例来自文献[ 14] ,计算区域是[ 0, 1] ,初始界面位于 x = 0. 3, 计算时间为 t = 0. 15��
界面两边均为理想气体, 状态方程都用方程( 2) ��初始状态如下:

� � ( �, u, p , �) =
(1 000. 0, 0. 0, 1 000. 0, 1. 4) , � � 如果 0 � x < 0. 3,

(1. 0, 0. 0, 1. 0, 1. 4) , � � 如果 0. 3 < x � 1��
这是一个非常困难的算例��图 1~ 3分别给出了网格数为 200时五阶WENO方法、三阶 RKDG

方法以及MGF方法的计算结果��不难看出,五阶WENO方法计算的激波位置不正确, 三阶
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RKDG方法的计算结果明显优于五阶WENO方法,三阶 RKDG方法计算的激波的位置正确��
为了比较 RKDG方法和MGF 方法,图 4给出了网格数为 200时密度、压力和速度在 0. 65 < x

< 0. 75之间(接触间断附近)的局部放大图��从图 4可以看出, RKDG方法在接触间断附近有

比较大的耗散, 接触间断被抹平了,界面宽度为 5个网格宽度,而MGF方法得到了绝对间断的

图象,界面宽度控制在 1 个网格宽度以内, MGF 方法在接触间断附近压力和速度误差, 比

RKDG方法小��为了考察 MGF 方法的收敛性,图 5给出了网格数分别为 100、400、5 000和 10

000时,密度、压力和速度在0. 8< x < 0. 9之间(激波附近)的局部放大图, 从图5可以看出,激

波宽度控制在 3个网格以内,激波附近没有出现非物理振荡, 随着网格的加密,计算解收敛到

物理解��

图 1� 算例 1,五阶WENO方法 ( t = 0. 15, 200 网格)

图 2� 算例 1,三阶 RKDG方法 ( t = 0. 15, 200 网格)

图 3� 算例 1, MGF方法 ( t = 0. 15, 200网格)

算例 2 �大密度比大压力比气- 气两相 Riemann问题

初始界面位于 x = 0. 3, 界面两边为不同介质的气体,状态方程都用方程( 2) ��初始状态
如下:

� � ( �, u, p , �) =
(1 000. 0, 0. 0, 1 000. 0, 1. 4) , � � 如果 x < 0. 3,

(1. 0, 0. 0, 1. 0, 1. 2) , � � 如果 0. 3 < x��
图6~ 8的计算区域为[ 0, 1] ,计算时间为 t = 0. 15�� 为了检验 MGF 方法的长时间计算效果,
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图 4� 算例 1, RKDG方法和 MGF方法接触间断附近局部放大图比较 ( t = 0. 15, 200网格)

图 5� 算例 1,MGF方法激波附近局部放大图 ( t = 0. 15, 200 网格)

图9 ~ 10 的计算区域扩大为[ - 10 ,20 ] ,计算时间 t = 5�� 图 6为网格数为1 000时 GF 的计算

结果, 从图上可清晰地看出原来的 GF 方法计算的激波位置不正确��图 7给出了网格数为 200

时MGF 方法的计算结果,得到的激波位置正确��为了检验MGF 方法的收敛性,图 8给出了网

格数分别为 100、400、5 000和10 000时,密度、压力和速度在 0. 8 < x < 0. 9之间(激波附近)的

局部放大图��从图中可以看出,激波的宽度比较窄, 随着网格的加密,计算出的激波位置和精

确解相同��图 9为网格数为 200计算时间 t = 5的计算结果,从图 9可以看出长时间计算后波

形保持得很好, 激波位置正确��图 10给出了网格数分别为 100、400、5 000和 10 000时,密度、

压力和速度在 16 < x < 18之间(激波附近)的局部放大图,可以看出长时间计算 MGF 方法仍

然收敛到物理解��

图 6� 算例 2,原来的 GF方法 ( t = 0. 15, 1 000 网格)

算例 3 �大密度比大压力比气- 液两相 Riemann问题

计算区域是[ 0, 1] ,初始界面位于 x = 0. 6,计算时间为 t = 0. 02�� 界面左边为气体,状态

方程为方程( 2) , 右边为液体,状态方程为方程( 3) ��初始状态如下:

( �, u, p , �, p � ) =
(1. 0, 90. 0, 1. 0, 1. 4, 0) , � � 如果 0 � x < 0. 6,

(1 000. 0, 0. 0, 1 000. 0, 7. 15, 3 309) , � � 如果 0. 6 < x � 1��

这是一个非常困难的算例��液体中的密度和压力均为气体中的 1 000倍��图 11为 200个网格
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图 7� 算例 2, MGF方法 ( t = 0. 15, 200网格)

图 8� 算例 2, MGF方法激波附近局部放大图 ( t = 5, 200网格)

图 9� 算例 2, MGF 方法 ( t = 5, 200 网格)

图 10� 算例 2,MGF方法激波附近局部放大图 ( t = 5)

点的密度、压力和速度图,图 12给出了网格数分别为 100、400、5 000和 10 000时密度、压力和

速度在0. 7 < x < 0. 8之间的局部放大图,从图12可以看出,随着网格的加密,计算解收敛到

物理解��

6 �结 � �论

对于大密度比和大压力比问题, 不能在整个流场用统一的格式进行计算, 界面(接触间

断)必须做特殊的处理��正确地追踪界面的位置非常重要, 界面位置的误差直接影响激波的捕
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图 11� 算例 3, MGF 方法 ( t = 0. 02, 200网格)

图 12� 算例 3, MGF方法激波附近局部放大图 ( t = 0. 02)

捉��本文 Level Set方程中的速度采用界面速度来代替, 可以非常精确地计算出界面的位置��

改进的 Ghost Fluid方法,每个时间步在界面附近定义一个 Riemann问题, 用精确 Riemann 解定

义Ghost Fluid的状态,该方法的优点是可以正确地给出界面边界条件��将WENO方法、RKDG

方法、RKDG方法结合原来的 Ghost Fluid方法以及 RKDG方法结合改进的 Ghost Fluid 方法,应

用到大密度比和大压力比的单介质流以及气- 气、气- 液两相流进行了数值计算,并对计算结

果进行了比较分析��比较结果表明,当密度比和压力比均为 1 000时,对于单相流问题, WENO

方法不能得到正确的激波位置, RKDG方法可以得到正确的激波位置但是接触间断附近的耗

散比较大而且接触间断被抹平了, RKDG 有限元方法结合改进的 Ghost Fluid方法可以得到正

确的激波位置和绝对间断的图形; 对于多相流问题, RKDG有限元方法结合原来的 Ghost Fluid

方法不能捕捉到正确的激波位置, RKDG 有限元方法结合改进的 Ghost Fluid方法可以捕捉到

接触间断和激波的正确位置, 在接触间断和激波附近不会产生非物理振荡,而且经过长时间计

算波形保持得很好��
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Computation of Compressible Flows With High

Density Ratio and Pressure Ratio

CHEN Rong- san

( Depar tm ent of Ma thematics , Shan gha i Un iver sity , Shangha i 200444, P . R . Chin a )

Abstract: WENO method, RKDG method, RKDG method with original Ghost Fluid method and

RKDG method with modified Ghost Fluid method were applied to single- medium and two- medium

air- air, air- liquild compressible flow with high density and pressure ratios. Numerical comparison

and analysis for the methods abovewere given. Numerical results show that, compared with the other

methods, RKDG method with modified Ghost Fluid method can obtain high resolution and the correct

position of the shock, the computed solutions are converge to physical solutions as the mesh refined.

Key words: modified Ghost Fluid method; high density ratio; high pressure ratio; RKDG finite element

method
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