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一维有限元自适应求解
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摘要:  基于新近提出的具有最佳超收敛阶的单元能量投影( EEP)超收敛算法,提出用具有最佳超

收敛阶的 EEP超收敛解对有限元解进行误差估计, 用均差法进行网格划分, 用拟有限元解进行多

次遍历而不反复求解有限元真解,形成一套新型的一维有限元自适应求解策略1 该法理论上简明

清晰,算法上高效可靠, 对于大多数问题,一步自适应迭代便可给出按最大模度量逐点满足误差限

的有限元解答1 以二阶椭圆型常微分方程模型问题为例, 介绍了该法的基本思想、实施策略及具

体算法,并给出具有代表性的数值算例, 以展示该法的优良性能和效果1 
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引   言

有限元( FEM)法发展至今,已经不仅仅满足于能够近似地求解各类问题,而是进一步追求

能够自适应地求解各类问题1 传统有限元法和自适应有限元法在性质上有根本的不同, 即在

相同的定解条件下:

#传统的求解方法  用户输入网格,得到该网格上的解答,解答质量和精度由用户判断1 
#自适应求解方法  用户输入对解答精度要求的误差限, 得到满足该误差限的解答, 而求

解网格由算法自适应地调整, 解答质量和精度有可靠保证1 
可见,要成功地实施自适应求解,必须有可靠的误差估计手段和灵活高效的网格划分和调

整技术1 在有限元误差估计方面, 目前主要有两大类方法:以 Babuska等人[ 1]为代表提出的基

于平衡方程残差计算的误差估计方法, 以及 Zienkiewicz和 Zhu 提出的分片磨光法[ 2- 3] ( super-

convergent patch recovery, 简称 SPR)、林群等人[ 4]开创的有限元插值后处理方法、陈传淼[ 5]建立

的单元正交分析法, 以及其他同类方法为代表的基于后处理超收敛计算的误差估计方式1 在
网格自适应调整方面,目前多数方法都是采用能量模来度量误差的大小,根据各种类型的局部

误差指标调整网格; 其调整方式可分为 h 型(网格细分加密法)、p 型(提升单元阶次法)、以及
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hp 型(混合方法)等1 

作为非有限元法的自适应分析方法,值得一提的是国际上著名的常微分方程求解器 COL-

SYS [ 6- 7] ,它采用样条配点法求解一般的常微分方程(组)边值问题1 在自适应算法中, COLSYS

通过疏密两套网格(密网格是稀疏网格简单的二分加密)上解的对比获得误差估计, 由此确定

进一步网格调整的策略1 由于 COLSYS 在常微分方程自适应求解中有着出色的表现, 本文的

研究将它作为算法性能参照对比的对象之一1 

本文第一作者及其课题组经过多年的探索和研究,从结构力学矩阵位移法中得到启发[ 8] ,

以有限元法数学理论中的投影定理为理论依据,在文献[ 9]中对一维问题提出了有限元后处理

超收敛计算的单元能量投影( element energy project ion,简称 EEP)法,并采用线性权函数 v
h 导出

了一组超收敛计算公式(以下称为简约格式) 1 其后, 又将该 EEP 法推广到 C
1
问题

[ 10]
、Timo-

shenko 梁单元
[ 11]
、Galerkin有限元

[ 12]
, 以及二维有限元线法 Poisson方程问题

[ 13] 1 基于 EEP 法

简约格式的超收敛解,文献[ 14]对一维问题提出了一套新型的自适应求解方案1 这一自适应
方案将有限元自适应求解问题转化为对超收敛解答的自适应分段多项式插值问题, 简单实

用、快速高效, 尤其是对较低次单元(如线性元和二次元) , 其性能和效率的优势比高次元更

为明显1 
然而, 进一步的理论分析和数值试验都表明, 文献[ 9]中的 EEP 简约格式的超收敛解,对

于 m > 2次单元,尽管端点导数可达到最佳的 h
2m
超收敛阶,但是单元内部的位移和应力一般

只具有 h
m+ 2阶的强超收敛性[ 15] 1 为此,本文作者等人在文献[ 16- 17]中对高次单元提出了凝

聚形函数的概念, 据此给出了改进的 EEP 计算格式, 称为凝聚格式(亦称完全格式) 1 文献
[ 18]的数学分析证明, 若问题及其解答足够光滑, 用 EEP凝聚格式计算的单元内任意一点位

移和应力的超收敛解, 都具有最佳的 h
2m 超收敛阶1 EEP法凝聚格式的提出, 特别是最佳超

收敛阶的数学证明为其奠定了理论基础, 使得更加高效可靠的有限元自适应求解方法得以提

出1 
本文充分利用 EEP 法凝聚格式的最佳超收敛阶的优势, 引入/拟有限元解0及其自适应插

值的概念,对文献[ 14]的自适应求解方案提出实质性的改进方案1 这一新的改进方案,理论上

更加清晰, 算法上更加简洁,性能上大为增强,效率上大幅提升1 文中以椭圆型二阶常微分方
程模型问题为例,对该法的基本思想、实施策略和具体算法做一介绍,给出具有代表性的数值

算例,以显示其优良的性能和效果1 

1  模型问题及 EEP超收敛解

1. 1  模型问题和有限元解

本文考虑如下的二阶椭圆型两点边值问题:

  
Lu S- ( puc)c+ qu = f ,   0 < x < 1,

u(0) = 0, uc(1) = 0,
( 1)

其中 p > p 0 > 0, p 0为常数, q \0, (  )c= d(  ) / dx 1 L 为式中定义的椭圆型自伴线性微分

算子1 
定义双线性型(能量内积)和线性型

  a( u, v) = Q
1

0
( pucvc+ quv) dx , ( f , v) = Q

1

0
f vdx , ( 2)

则常规的位移型有限元解归结为求解 u
h I S

h
, 使得
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  a( u
h
, v

h
) = (f , v

h
) ,   Pv

h I S
h
, ( 3)

其中, S
h为通常意义下的有限元试探空间 1 以下分别记 u、uh I S

h和v
h I S

h为广义精确解、

有限元解和任一检验(权) 函数 1 熟知,常规的有限元解 u
h 只在单元端点具有超收敛性质,即如果

问题及其解答足够光滑,其 m次单元的端结点位移可达到h
2m阶的收敛精度[ 19]

,而通过形函数和形

函数导数插值得到的内点位移和应力,一般只能分别达到 h
m+ 1阶和 h

m 阶的收敛精度[ 20]1 
1. 2  EEP法超收敛解的凝聚格式

本节给出文献[ 16]的一些必要的公式和结论,略去证明1 
将任一单元记为 e, 其两端结点坐标记为 �x 1、�x 2,单元长度记为 h 1 文献[ 16 - 18] 的数学

分析已经证明,将有限元数学理论中熟知的投影定理[ 20] 近似地应用于单个 m(> 1) 次单元上

时,其误差为 h
2m
阶微量,据此可以利用单元能量投影( EEP)法导出具有最佳超收敛阶的单元

内点位移、导数的超收敛计算的凝聚格式如下:

  u
*
a = u

h
a+

1
p a�va

�N 1aQ
�x
a

�x
1

(f - Lu
h
)�N 2dx + �N 2aQ

�x
2

�x
a

(f - Lu
h
)�N 1dx , ( 4a)

  u
c*
a = u

hc
a +

1
p a�va

�N
c
1aQ
�x
a

�x
1

( f - Lu
h
) �N 2dx + �N

c
2aQ
�x

2

�x
a

( f - Lu
h
) �N 1dx ; ( 4b)

  �va = �N 1a�N
c
2a - �N 2a�N

c
1a ,

其中, (  )
* 、(  ) i和(  ) a分别表示超收敛值、端结点�x i处的值和内点�x a I (�x 1, �x 2) 处的值,

�N i ( i = 1, 2) 为 m 次凝聚形函数,其定义如下1 

1. 3  凝聚形函数
将 m(> 1) 次单元的试探函数表示为

  v = 6
m+ 1

i= 1
N ivi = N 1v1 + N

^
v
^
+ Nm+ 1vm+ 1, ( 5)

其中, N
^
为内部形函数行向量, v

^
为内部结点位移列向量:

  N
^
= (N2  N 3  ,  Nm) , v

^
= ( v 2  v3  , vm)

T1 ( 6)

由此生成的单元刚度方程为

  k
e
d

e
= P

e
, ( 7)

其中的矩阵和向量可分块表示为

  k
e
=

k11 k
^ T
1 k1, m+ 1

k
^
1 k

^
k
^
m+ 1

km+ 1, 1 k
^ T
m+ 1 km+ 1, m+ 1

, d
e
=

v 1
,,

v
^

,,

vm+ 1

, P
e
=

P1,,

P
^

,,

Pm+ 1

, ( 8)

这里 k
^
1和 k

^
m+ 1均为列向量, k

^
为可逆方阵1 解出单元内部结点位移向量

  v
^
= k

^- 1
( P

^
- k

^
1v1 - k

^
m+ 1vm+ 1) , ( 9)

代回到原来的矩阵方程, 即可得到凝聚后的单元刚度方程(凝聚后的量上面添加/ ~ 0)

  �ke�d e
= �P e

, ( 10)

其中

  

�ke
=
�k 11 �k 12

�k 21 �k 22

=
k11 - k

^ T
1k

^- 1
k
^
1 k1, m+ 1 - k

^ T
1k

^ - 1
k
^
m+ 1

km+ 1, 1 - k
^ T
m+ 1k

^ - 1
k
^
1 km+ 1, m+ 1 - k

^ T
m+ 1k

^- 1
k
^
m+ 1

,

�de
=

v1

vm+ 1

, �P e
=
�P 1

�P 2

=
P1 - k

^ T
1k

^ - 1
P
^

Pm+ 1 - k
^ T
m+ 1k

^- 1
P
^
1 

( 11)
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将式( 9)的解代回到试探函数式( 5) ,凝聚后的试探函数即可表示为

  �v = �N 1v1 + �N2 vm+ 1 + �N 0, ( 12)

其中

  �N1 = N1 - N
^
k
-̂ 1
k
^

1, �N2 = Nm+ 1 - N
^
k
^- 1

k
^
m+ 1, �N 0 = N

^
k
^- 1

P
^
, ( 13)

这里, �N i ( i = 1, 2)即为m次单元的凝聚形函数,用它们可直接生成凝聚的单元刚度矩阵�ke和

单元荷载向量 �P
e1 凝聚形函数具有一些优良的性质, 可参见文献[ 16] ,这里不一一列举1 

2  基于 EEP法凝聚格式的自适应求解策略

2. 1  自适应求解的目标

一个优秀的自适应有限元求解算法应尽可能具备以下几个特征:

1) 解答一致收敛  能够逐点估计误差、控制误差,譬如采用最大模度量误差并控制误差;

2) 误差均匀分布  各个单元的最大误差大致相等,以减少冗余精度;

3) 非均匀网格  能够自动生成适应解答变化的非均匀网格;

4) 最少单元数  尽可能使用最少的单元, 减少冗余计算;

5) 最少迭代步  尽可能少的自适应迭代计算步骤,最大限度地提高自适应求解效率1 
以上 5个目标中, 前 4个是对解答质量的要求, 第 5)是对求解过程效率的要求1 应该说,

上述 5个目标要想全面、完美的实现, 一般来说是很困难的,其中最大的难点莫过于真实解事

先未知1 
本文的自适应求解目标为:在精确解 u 未知的情况下,事先给定误差限 T ,寻求一个优化

的有限元网格 P, 使得该网格上的有限元解答 u
h 按最大模度量满足误差限,即逐单元满足

  max
e

| u - u
h
| [ T1 

注意:本文自适应求解的对象是 u
h 而不是u

*
,也没有对 u

h 的导数进行误差控制,若需要

高精度的导数解可在 u
h
的基础上计算导数的超收敛解1 

2. 2  自适应求解的基本思路
如前所述, EEP 凝聚格式的超收敛解 u

* 在各个单元内部逐点具有 h
2m 阶的精度, 而常规

有限元解 u
h在单元内部只具有h

m+ 1阶的精度1 这意味着, 当 m > 1时, u
* 比 u

h具有更高阶

乃至高出数阶的精度,亦即 u
* 远比 u

h 更接近精确解 u, 且单元次数 m 越高、网格越密( h 越

小) ,二者在精度上的差距就越明显,而超收敛解 u
* 与精确解 u 在精度上的差别就越可以忽

略不计!由此便自然地产生了本文自适应求解的基本思路:将具有最佳超收敛阶的 EEP 解 u
*

近似地看作精确解 u1 这一基本思路简明清晰,据此可构造出高效可靠的自适应求解算法1 
2. 3  误差估计与控制

用 u
* 近似精确解 u 可以得到一个简单明了的误差估计,亦即要求最终的有限元解答逐

单元满足

  max
e

| u
*

- u
h
| [ T, ( 14)

这就是本文自适应求解方案的误差控制准则,大量的数值实验表明, 这一误差控制方案不仅是

合理的,而且是可靠的1 

记 e
*
h = u

*
- u

h1 在具体实施 e
*
h 的计算时, 将单元等分为 M 个子区间,在 M - 1个内

部分点上计算误差, 并找出误差最大值

  e
*
h, max = max

j= 1,2, ,, M- 1
| u

*
- u

h
| j [ T, ( 15)
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以此作为单元上最大误差的估计值并检验是否满足误差限1 
2. 4  网格细分与生成

误差检验时,若某单元上计算出来的误差不满足式( 15) ,则该单元需进行细分1 文献[ 14]

采用在误差最大处(即 e
*
h, max相应的坐标位置处)插入一个新的结点将原单元分为两个单元,

并将该法称为消差法1 对于高次元,单元上的误差常会出现多点最大值,消差法只在第一个最

大值处插入结点,未能很好地兼顾误差尽量均匀的要求1 为了对高次单元更加适用并使误差
分布尽可能均匀,本文提出单元细分的均差法1 

均差法的思想是在单元内误差平方 ( e
*
h )

2所围面积的质心位置插入新的结点, 使得新生

成的两个单元上的( e
*
h )

2对新结点处的一次矩相等[ 21] 1 对于式(15) ,设其 M - 1个内部分点

的整体坐标为 xj ( j = 1, 2, ,, M - 1) , 则均差法中插入的新结点的整体坐标应为 x av =

6
M- 1

j = 1 xj ( e
*
h, j )

2 6
M- 1

j= 1
( e

*
h, j )

2
;考虑到网格的模数化划分, 均差法最终选择M- 1个内部分

点中最接近 x av的第 j 0个分点作为新结点; j 0按下式计算:

  j 0 = round 6
M- 1

j= 1
j ( e

*
h, j )

2 6
M- 1

j= 1
( e

*
h, j )

2 1 ( 16)

其中 round( #)表示四舍五入取整1 均差法综合考虑了单元内误差分布的形态,使细分后两个

单元上的误差按照某种方式均等, 无论对于低次元还是高次元都能给出分布合理、冗余较少的

网格划分,因此为本文所采用1 
2. 5  基于真有限元解的单步法

按照上述的误差估计逐个单元进行误差检验,对于不通过的单元则采用均差法二分,遍历

了所有单元之后便得到一个新的网格划分,本文将这一过程称为一次遍历1 一次遍历后,某些

单元内部插入了新的结点,为了获得新网格上的有限元的真解, 需在新的网格上再次作有限元

求解,然后便可以进行再一次遍历,直到所有单元都满足式( 15)为止1 本文将一次遍历后就重
新进行有限元求解的方法称为单步法, 将新网格的生成并完成有限元求解的过程称为一次自

适应迭代步骤1 单步法的每次遍历的对象都是真有限元解, 自然合理,基本无冗余的网格划

分,但是对于最终需要很密网格的问题, 自适应迭代步骤较多,最占用时间的有限元求解的次

数也较多1 
2. 6  基于拟有限元解的多步法

基于本文中以 u
*
代替 u 的基本思路,在一次遍历并得到新网格后,不马上重新求解真有

限元解, 而是利用 u
*
来构造新网格上的/拟有限元解0,记为 u

h* 1 拟有限元解 u
h*
在原端结

点 xi 处保留原 u
h 的值,即 u

h*
i = u

h
i , 在新增结点 xj

0
处取用 u

* 的值, 即 u
h*
j

0
= u

*
( xj

0
) 1 由

于原单元上任意一点的 u
* 都和单元端结点的 u

h
i 在精度上具有相等的地位,因此新网格上/拟

有限元解0的单元端结点的值也具有大致相等的超收敛精度,同时又都是对 u
* 的插值 1 获

得了拟有限元解 u
h*
后,各个新单元可根据/拟有限元解0构造新的凝聚形函数及相应的超收

敛解,然后便可进行再一次遍历;重复以上过程直到/拟有限元解0在所有单元上都满足误差限

后,再进行真有限元求解1 最后,直到/真有限元解0满足了误差限时停止计算1 这就是多步法
的自适应方案1 多步法中多次遍历而不进行有限元求解,使得自适应步骤大为减少,对于大多

数问题,多步法只需一两步自适应迭代即可, 亦即只需进行一两次有限元求解,效率得到大幅

提高1 
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3  基于 EEP法凝聚格式的自适应求解算法

基于以上的讨论,可将基于 EEP 法凝聚格式的自适应求解的单步法和多步法的算法统一

总结如下:

1) 对整体区域取一个初始网格 P0(通常单元数取 1即可) ,令 P*
= P0, 并将其标记为需

要真有限元解1 

2) 对网格 P* 中的新单元生成 m 次凝聚形函数:

( a) 按常规形成单元刚度矩阵 k
e和荷载向量 P

e
;

( b) 参照式( 8)生成向量 v
^
1 = k

^ - 1
k
^
1、v

^
2 = k

^ - 1
k
^
m+ 1, v

^
0 = k

^ - 1
P
^
以备用;

( c) 按式( 13)生成凝聚形函数 �N i ( i = 1, 2) 以及泡状函数 �N01 
3) 若不需要真有限元解, 则将拟有限元解设为当前的有限元解并继续下一步, 否则求真

有限元解:

( a) 按式( 11)生成凝聚后的单元刚度矩阵�k
e
、单元荷载向量 �P

e
;

( b) 集成三对角的整体刚度矩阵并求得有限元解1 

4) 逐单元按以下步骤进行遍历(误差检验和网格细分) :

( a) 将单元等分为 M个子区间,对于 M- 1个内部分点,按式(17) 计算其有限元解 u
h
j ,按

式( 4a) 计算其EEP凝聚格式的超收敛解 u
*
j , j = 1, 2, ,, M - 1,

  u
h
= �N 1u

h
1 + �N 2u

h
2 + N

^
v
^
0; ( 17)

(b) 按式( 15)找出其最大误差 e
*
h, max 并检验是否满足误差限, 若满足则标记该单元为通

过,否则按均差法插入新结点并更新网格 P* 1 
5) 如果所有单元均标记为通过,单元数目并无增加,则:

( a) 若有限元解为/拟有限元解0,标记为需要/真有限元解0, 返回到步骤2) ;

( b) 若有限元解为/真有限元解0, 则自适应求解结束;

( c) 否则继续下一步1 

6) 若为单步法, 标记为需要真有限元解, 返回到步骤 2) ; 若为多步法, 标记为无需真有限

元解,按第 2. 6小节构造拟有限元解,返回到步骤 2) 1 

4  数 值算 例

本节给出若干有代表性的数值算例,包括奇异问题和高振荡问题1 算例中统一采用最大

模对绝对误差进行控制; 初始网格统一取为 1个单元;统一地记 P* 为自适应完成后的最终网

格;数值积分、均差法的数值计算的精度控制都远远超过给定误差限 T, 以排除它们可能引入

的误差 1 线性元不符合本文 m > 1的要求, 不包括在算例中1 如前所述,无论单步法还是多

步法,均定义每经过一次新网格(初始网格除外) 上的真有限元求解为一步自适应迭代 1 以下
所有算例中,多步法总是以一步自适应迭代即可完成计算, 所以只给出单步法所需的自适应迭

代步数1 各个算例中,还分别给出了最终网格中最大单元长度 hmax和最小单元长度 hmin以反

映网格对问题的适应性1 

例 1  定解条件为 Lu = - ud + u = 1, u(0) = 0, uc(1) = 0, 其精确解为 u = - ( e
x
+

e
2- x

) / (1+ e
2
) + 11 给定误差限 T = 10- 71 

这是最简单的常系数模型问题1 文献[ 14]仅用线性元计算了本例, 本文采用 m = 2 ~ 5
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次单元计算,结果列于表 1;单步法和多步法生成的最终网格完全相同, 该网格上有限元解的

误差逐点满足给定的误差限 1 三次元自适应求解的最终网格 P* 的结点分布见表2, P* 上有限

元解的误差分布如图1所示,此时EEP凝聚格式超收敛解与精确解的最大误差max | u - u
*

| 为

10- 11量级,与误差限 T = 10- 7 相比可以忽略不计, 说明以凝聚格式的 EEP 解近似精确解来估

计有限元误差是合理而可靠的1 
表 1 各次单元求解的结果 (T = 10- 7)

单元次数 m 最终单元数 N e max | u - uh | / T h max hmin 单步法自适应步数 N a

2 44 0. 968 0. 062 5 0. 015 6 6

3 11 0. 958 0. 125 0 0. 062 5 4

4 4 0. 149 0. 250 0 0. 250 0 2

5 2 0. 136 0. 500 0 0. 500 0 1

  表 2 三次元最终网格 P
* 的端结点分布 ( m = 3)

x i x 0 x 1 x2 x3 x4 x5

P* 0. 000 0 0. 062 5 0. 125 0 0. 187 5 0. 250 0 0. 312 5

x i x 6 x 7 x8 x9 x10 x 11

P* 0. 375 0 0. 500 0 0. 625 0 0. 750 0 0. 875 0 1. 000 0

  图 1  三次元最终网格 P* 上的误差分布图     图 2  三次元最终网格 P* 上的误差分布图

  例 2  定解条件为 Lu = - ( ( x + D) 1/ 10
uc)c+ u = f , u(0) = D1/ 2

, u(1) = (1 + D) 1/ 2
;精

确解 u = ( x + D) 1/ 2
, f 由微分方程导出 1 取 D= 1/ 101 给定误差限 T = 10- 51 

表 3 各次单元求解的结果 (T = 10- 5)

单元次数 m 最终单元数 N e max | u - uh | / T h max hmin 单步法自适应步数 N a

2 20 0. 969 0. 150 0 0. 016 0 5

3 8 0. 560 0. 300 0 0. 040 0 4

4 5 0. 573 0. 300 0 0. 080 0 3

5 3 0. 421 0. 600 0 0. 160 0 2

  这是一个变系数的问题, Babuska在文献[ 1]中用其做一维有限元法后验误差估计研究1 
采用 m = 2~ 5次单元的计算结果列于表 3, 最终网格上有限元解的误差全面满足给定误差限

的要求1 与例 1类似, 单步法和多步法仍然生成相同的网格, 多步法只需一步自适应迭代,效

率更高1 三次元求解的最终网格 P
*
的结点分布如表 4, 其上有限元解的误差分布见图 2, 此
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时max | u - u
*

| 的量级为 10- 9,可见用超收敛解代替精确解是合理而可靠的1 
  表 4 三次元最终网格 P* 的端结点分布 ( m = 3)

x i x0 x1 x2 x3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8

P* 0. 000 0 0. 040 0 0. 080 0 0. 160 0 0. 280 0 0. 400 0 0. 550 0 0. 700 0 1. 000 0

  例 3  定解条件为 Lu = - ud+ u = f , u (0) = 0, u(1) = 01 令精确解 u = x - x , f 由

微分方程导出 1 给定误差限 T = 10- 31 
这是一个典型的奇异问题,导数在 x = 0处奇异 1 采用 m = 2 ~ 5次单元的计算结果列

于表 5,网格上有限元解的误差全面满足给定误差限的要求 1 本例中单步法与多步法仍然生
成相同的网格, 显然只经历一步自适应迭代的多步法的效率更高 1 三次元自适应求解的最终

网格 P
*
见表 6,其上有限元解的误差分布如图 3,此时超收敛解误差的数量级为 10

- 7
,超收敛

解远比有限元解逼近精确解1 

图3中前两个单元的误差放大图如图 4所示,左端的第一个单元长度最小,但具有最大误

差,本文的自适应方法很好地实现了对奇异解的性态的自适应性1 值得一提的是,本例如果采

用COLSYS程序的默认配置
[ 7]
求解, 只对解函数控制误差(导数奇异, 无法控制误差) , 其解最

终并不能全面满足误差限要求1 如果要改善其结果,必须人为提供左端相当密集的初始网格

或非均匀网格1 
表 5 各次单元求解的结果 (T = 10- 3)

单元次数 m 最终单元数 N e max | u - uh | / T h max hmin 单步法自适应步数 N a

2 13 0. 914 0. 356 4 4. 93 @ 10- 5 9

3 9 0. 917 0. 680 0 1. 10 @ 10- 4 8

4 9 0. 611 0. 690 0 8. 53 @ 10- 5 8

5 8 0. 859 0. 700 0 2. 66 @ 10- 4 7

  表 6 三次元最终网格 P* 的端结点分布 ( m = 3)

x i x 0 x 1 x 2 x3 x 4 x 5 x6 x 7 x 8 x9

P* 0. 000 0 1. 10 @ 10- 4 3. 44 @ 10- 4 0. 001 1 0. 003 4 0. 010 5 0. 032 8 0. 102 4 0. 320 0 1. 000 0

 图 3  三次元最终网格 P* 上有限元解的误差分布图   图 4  左端两个单元有限元解的误差分布图

  例 4  定解条件同例31 令精确解 u = 10 000x 100
, f 和 u两端的非齐次边界条件由 u导出1 u

的分布如图 5所示, 在大部分区域幅值较小且变化缓慢, 却在右端急剧上升, 最大幅值达到
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10 0001 相比于此, 给定较为苛刻的误差限 T = 0. 0051 

图 5  精确解 u 图 图 6 精确解 u 图

文献[ 14]采用 m = 2 ~ 4次元计算了本例1 采用本文的单步法和多步法求解的各次单元

自适应结果如表 7所示,其中也给出了文献[ 14]的最终单元数1 本文方法不仅使有限元解全
面满足误差限,而且最终单元数比文献[ 14]大为减少,次数越高减少越多, 效率大幅提高1 对

于二次元,单步法经历了 10次自适应迭代, 所得单元数目只比多步法略少几个,多步法仍不失

其高效1 
数值结果还表明,最终的网格结点分布自动地左疏右密,自动适应了精确解在右端的剧烈

变化1 而求解器 COLSYS在本例的表现与例 3相同, 采用常规的自适应求解亦不能获得全面

满足误差限的解答1 
表 7 各阶次单元求解的结果 (T = 0. 005)

求解方法 单元次数 m 自适应步数N a

最终单元数 N e

本文 文献[14]
max | u - uh | hmax hmin

单元数目

减少率 r/ ( % )

多步法

2 1 114 182 0. 004 86 0. 091 3 2. 12 @ 10- 4 37. 4

3 1 32 69 0. 004 87 0. 730 0 9. 35 @ 10- 4 53. 6

4 1 17 57 0. 002 84 0. 730 0 4. 05 @ 10- 3 70. 2

单步法

2 10 107 182 0. 004 86 0. 365 0 2. 12 @ 10- 4 41. 2

3 8 32 69 0. 004 87 0. 730 0 9. 35 @ 10- 4 53. 6

4 6 17 57 0. 002 84 0. 730 0 4. 05 @ 10- 3 70. 2

  表 8 本文各阶次单元求解的结果 (T = 0. 005)

单元次数 m
最终单元数 N e

本文 文献[ 14]
max | u - uh | h max hmin

单步法自

适应步数N a

单元数目

减少率 r/ ( % )

2 278 351 0. 004 99 0. 022 7 1. 45 @ 10- 3 9 20. 8

3 150 245 0. 004 87 0. 039 5 3. 02 @ 10- 3 8 38. 8

4 82 236 0. 004 06 0. 032 7 6. 26 @ 10- 3 7 65. 3

  例 5  定解条件同例31 令精确解 u = cos(100sin(Px ) ), f 和 u两端的边界条件由 u导出1 u

的分布如图6所示,具有高度振荡性 1 给定误差限 T = 0. 0051 
文献[ 14]采用 m = 2 ~ 4次元计算了本例1 本文采用单步法和多步法自适应求解的结果
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相同,列于表 81 同样, 本文自适应策略求得的最终网格上, 单元数目比文献[ 14]大为减少,且

单元次数越高, 单元数目减少得越多,自适应优势越为明显1 本例如果采用 COLSYS程序的默

认配置[ 7]求解, 最终需 256个单元才能求得满足相同误差限的解,计算量和计算速度都比本文

方法稍有逊色1 

5  结   语

基于具有最佳超收敛阶的 EEP超收敛解, 本文对一维有限元提出了一种新型高效的自适

应求解算法1 本法使用 EEP 凝聚格式的超收敛解估计有限元解的误差, 从本质上改进了文献

[ 14]中基于EEP 简约格式的方法,理论上更加简明清晰,算法上更加高效实用,尤其对于高次

元,效率极高,更好地实现了第 2. 1小节中预定的目标1 
本法的成功,最重要的基础是 EEP 法凝聚格式所提供的具有最佳超收敛阶的超收敛解,

相信随着该类 EEP法在各类有限元问题中的推广应用,其相应的自适应求解方法也将随之延

伸拓展;目前已经在 C
1有限元和 Galerkin有限元中取得一系列的成功,将以另文介绍1 
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Self- Adaptive Strategy for One- Dimensional Finite

Element Method Based on EEP Method With

Optimal Super- Convergence Order

YUAN Si,  XING Qin- yan,  WANG Xu,  YE Kang- sheng

( Depa rtm ent of Civil En gineer ing , T sin ghua Un iver sity ; Key Labor ator y Structura l

En gineer ing and Vibr ation of China Educa tion Ministr y , Beijing 100084, P . R . Chin a )

Abstract: Based on the newly- developed element energy projection (EEP) method with optimal su-

per- convergence order for computation of super- convergent results, an improved self- adaptive

strategy for one- dimensional finite element method ( FEM) was proposed. In the strategy, a post er i-

or i errors were estimated by comparing FEM solutions to EEP super- convergent solutions with opt-i

mal order of super- convergence, meshes were refined by using error- averaging method, and quasi

- FEM solutions were used to replace true FEM solutions in the adaptive process. This strategy has

been found to be simple, clear, efficient and reliable. For most of the problems, only one adaptive

step is needed to produce the required FEM solutions which pointwise satisfy the user specified error

tolerances in max- norm. Taking the elliptical ordinary differential equation of second order as the

model problem, the fundamental idea, implementation strategy and computational algorithm were de-

scribed and representative numerical examples were given to show the effectiveness and reliability of

the proposed approach.

Key words: finite element method ( FEM) ; self- adaptive solution; super- convergence; optimal

convergence order; element energy projection; condensed shape functions
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