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摘要:  讨论了椭圆型变分不等式的障碍优化控制问题,获得了优化控制问题的解的存在性、唯一

性和相关问题的正则性等,并研究了优化控制问题的逼近等1 
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引   言

本文中,我们研究下面的优化控制问题1 

问题( C)  求解 �y I H
1
0( 8 ) 满足

  I (�y ) = inf
y I H

1

0
( 8 )

I ( y ) , ( 1)

这里

  I ( y ) =
$ 1

2Q8
| T ( y ) - z |

2
+ | ÿ |

2 dx ,   Py I H
1
0( 8 ) , ( 2)

其中 8 I R
n 是一有界区域,5 8 I C

1
, z I L

2
( 8) 为一给定的目标函数, U=

$
T( y ) 为下面拟

线性变分不等式(状态方程)的解:

  
U I K ( y ) = v I H

1
0( 8) | v \ y , a. e. x I 8 ,

Q8
¨U# (̈ v - U)dx \ 0,   Pv I K ( y ) ,

( 3)

已知对 Py I H
1
0( 8 ) ,式(3) 确定了一个唯一的解 U= T ( y ) I H

1
0( 8 ) ,且是 v | yQ8

| v̈ |
2dx

在凸闭集 K ( y ) 上的极小值 1 此时,我们称 y 为控制变量,而相应的 U= T ( y ) 为状态变量1 
任何满足式( 1)的控制变量就称为最优控制1 

变分不等式的优化控制问题许多学者曾作过研究[ 1- 14] 1 Adams, Lenhart和 Yong[ 3]通过引

入一族逼近问题证明了优化控制问题的存在性和唯一性. 他们还用罚方法研究了这些逼近问
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题的诸多性质, 借助 Green 势研究优化问题的解的正则性等. Adams则采用完全不同的方法研

究了优化控制问题[ 1] ,并将结果推广到包括源项、半线性和准线性椭圆算子情形[ 5- 6] 1 

本文主要研究优化控制问题1 目标函数 z I L
2
( 8 )1 在适当的条件下, 我们获得了状态

方程的一些性质, 包括T
D的G可微性, 优化控制问题的解的存在性、唯一性和 W

2
2( 8) - 正则

性1 我们的结果改进和修正了文献[ 3]中的主要结果1 

1  状 态方 程

本文中 +#+2表示L
2
( 8) 范数, M

+
( 8 ) 表示所有非负支撑集包含在 8中的Borel可测函

数集合,很显然, M
+

( 8) 是H
- 1

( 8) 的星弱闭凸集合1 

定义 1. 1  如果 u I H
1
0( 8 ) 满足

  Q8
ü#¨Udx \0,   PU I H

1
0( 8 ) ; U \ 0; a. e. x I 8 , ( 4)

则称 u 是 8 上的上调和函数1 

让H
+

( 8 ) 表示 8 上的所有上调和函数集合,它是H
1
0( 8 ) 的闭凸子集,

H
+

( 8 ) =
$

u I H
1
0( 8 ) Q8

ü#¨Udx \ 0, P U I H
1
0( 8) ; U \ 0; a. e. x I 8 1 

由Riesz分解定理(见文献[ 9] ) , 对每个 y I H
+

( 8 ) ,存在唯一的 L I H
+

( 8 ) , 满足

  
- $y = L,

y | 5 8 = 01 
( 5)

设 L
2
+ ( 8) =

$
v I L

2
( 8 ) | v \ 0, a. e. 8 1 

引理 1. 1[ 6]  假设 y I H
1
0( 8 ) , K ( y ) 是非空集合, 则

( � ) T ( y ) I H
+

( 8) ;

( � ) T
2

= T, 即 T( T ( y ) ) = T( y ) ;

( � ) T ( y ) = y Z y I H
+

( 8) 1 

引理 1. 2  T (H
1
0( 8) ) = H

+
( 8) 1 

证明  由引理1. 1(�) ,得到T (H
1
0( 8) ) A H

+
( 8 )1 由引理1. 1(�) , H

+
( 8) = T( H

+
( 8) )

A T (H
1
0( 8) )1 因此, T ( H

1
0( 8 ) ) = H

+
( 8 ) 1 

定义

  B( r ) =

0,      r \ 0,

- r
2
,    - 0. 5 [ r [ 0,

r + 0. 25,   r [ - 0. 5,

注意到 r C 0 = min 0, r [ B( r) [ 0,

  B( r ) I C
1
( R ) , Bc( r ) =

0,     r \ 0,

- 2r ,   - 0. 5 [ r [ 0,

1,     r [ - 0. 51 
引入下面的半线性椭圆方程:

  
- $UD+

1
D
B( UD- y ) = 0,   在 8 中,

UD | 5 8 = 0,   在 5 8 上,

( 6)

既然 B( U
D
- y ) 是非减的,那么方程(6) 有唯一解 U

D I H
2
( 8) H H

1
0( 8) 1 设 U

D
= T

D
( y ) , 那
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么我们有下列结果1 

定理 1. 3  设 y
D I H

1
0( 8) 是一序列,按H

1
0( 8 ) 范数强收敛到 y ( Dy 0) 1 那么序列 U

D
=

T
D
( y

D
) 按 H

1
0( 8 ) 范数强收敛到 U= T ( y ) 1 

证明  证明分为 4步:

1) 对每个 y
D I H

1
0( 8 ) ,设 UD = T

D
( y

D
) , 方程( 6)等价于:

  Pv I H
1
0( 8) , Q8

¨UD# v̈ dx +
1
DQ8

B( U
D
- y

D
) vdx = 0, ( 7)

取

  v = UD- y
D
, Q8

¨UD# (̈ UD- y
D
)dx +

1
DQ8

B( UD- y
D
) ( UD- y

D
)dx = 01 

很明显

  B( UD- y
D
) ( UD- y

D
) \ 0, a. e. x I 8 , Q8

¨UD# (̈ UD- y
D
)dx [ 0,

这即是

  Q8
¨UD#¨UDdx [ Q8

¨UD# ÿ
Ddx1 

  +UD +H
1

0
( 8) [ C +y

D+H
1

0
( 8)   ( C 是一常数) 1 ( 8)

2) 估计 B( UD- y
D
)1 既然 0 [ Bc [ 1, B( UD- y

D
) I H

1
0( 8 ) ,利用式(7) 并取 v = B( UD

- y
D
) 得到

  Q8
¨UD#¨B( UD- y

D
)dx +

1
DQ8

B( UD- y
D
) B( UD- y

D
)dx = 0 Z

    1
D

+B( UD- y
D
) +2

2 = - Q8
¨UD#¨B( UD- y

D
)dx [

    M +UD +H
1

0
( 8) # +B( UD- y

D
) +H

1

0
( 8 )   ( M 是常数)1 

注意到

  B(0) = 0, +B( v ) +2 [ +v +2,
5B( v )
5xi

= Bc( v)
5v
5xi

,

因此

  + B̈( v) +2 [ + v̈ +2,

  +B( v) +H
1

0
( 8) [ +v +H

1

0
( 8 ) ,

  +B( UD- y
D
) +2

2 [ D#M# +UD+H
1

0
( 8 )# +UD- y

D+H
1

0
( 8) 1 

3) 由式( 8) , U
D
是H

1
0( 8) 中的弱收敛点列 1 记 U

D
= T( y

D
) y U I H

1
0( 8) (弱) 1 由式

(7) ,对每个 v I H
1
0( 8 ) , v \ 0,

  0 [ Q8
- B( UD- y

D
) v dx = - DQ8

$UD#vdx = DQ8
¨UD# v̈ dx [

    D+¨UD+2# + v̈ +2 [ D+ ÿ
D+2# + v̈ +2 y 01 

因此

  Q8
B( U- y ) vdx = 0,   Pv I H

1
0( 8 ) ; v \ 0; a. e. x I 8,

进一步, B( U- y ) = 0, a. e. x I 81 这即是 U \ y , a. e. x I 8 , U I K ( y )1 

4) 证明 U= T ( y )1 已知 U= T ( y ) ,即 Pv I K ( y ) ,Q8
¨U# (̈ v - U)dx \01 取 v I
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K ( y ) 和 v
D

= sup( v, UD) ,则 v
D I K ( UD) ,序列 v

D按H
1
0( 8) 范数强收敛到 v 1 在式(7) 中取 v

= v
D
- U

D
, 得到

  Q8
¨UD# (̈ v

D
- U

D
)dx = -

1
DQ8

B( U
D

- y
D
) ( v

D
- U

D
)dx 1 

既然

  Q8
¨UD# (̈ v

D
- U

D
)dx \ 0 ZQ8

¨UD#¨UDdx [ Q8
¨UD# ÿ

D
dx ,

  -
1
DQ8

B( UD- y
D
) ( v

D
- UD)dx \ 0,

  Q8
¨U#¨Udx [ lim

Dy 0
infQ8

¨UD#¨UDdx [

    lim
Dy 0Q8

¨UD# ÿ
Ddx = Q8

¨U# ÿdx1 

这即是 Pv I K ( y ) , Q8
¨U# (̈ v - U)dx \ 0, U= T( y )1 

2  存在性和唯一性

引理 1. 2暗示了问题( C)的解 �y I H
+

( 8) , U= T ( y ) = y , Py I H
+

( 8) 1 
引入下面的问题:

问题(�C)  寻找 �y I H
+

( 8) ,�I (�y ) = inf
y I H

+
( 8 )

�I ( y ) ,

这里

  �I ( y ) =
1
2Q8

| y - z |
2

+ | ÿ |
2 dx ,   Py I H

+
( 8) 1 ( 9)

由引理 1. 1( � ) , T( y ) = y当且仅当y I H
+

( 8 )1 因此, I ( y ) = �I ( y ) , Py I H
+

( 8) 1 
  利用引理 1. 2,问题( C)和问题(�C)是等价的1 

引理 2. 1  �y I H
1
0( 8) 是问题( C)的解当且仅当 �y I H

+
( 8) 1 进一步,如果它是问题

( C)的解,它还是问题(�C)的解1 此外,如果 �y I H
1
0( 8) 是问题( C) 的解,则 T(�y ) = �y 1 

证明  显然,如果 �y I H
1
0( 8) 是问题( C)的解,

  I (�y ) =
1
2Q8

| T (�y ) - z |
2

+ | ¨�y |
2
dx [ I ( T(�y ) ) =

    1
2Q8

| T (�y ) - z |
2

+ | T̈ (�y ) |
2 dx 1 

因此,Q8
| ¨�y |

2dx [ Q8
| T̈ (�y ) |

2dx1 由于 v | yQ8
| v̈ |

2dx 在K (�y ) 的极小值是唯一

的,因此, �y = T(�y ) I H
+

( 8 )1 进一步, Py I H
+

( 8) ,

  �I (�y ) =
1
2Q8

| �y - z |
2

+ | ¨�y |
2 dx =

    1
2Q8

| T (�y ) - z |
2

+ | ¨�y |
2 dx = I (�y ) [

    I ( y ) =
1
2Q8

| T ( y ) - z |
2
+ | ÿ |

2 dx =

    1
2Q8

| y - z |
2
+ | ÿ |

2
dx = �I ( y ) 1 

这说明, �y 是问题(�C)的优化控制变量1 
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定理 2. 2(存在性和唯一性)  Pz I L
2
( 8) , 问题( C)有唯一解1 

证明  我们只需证明问题(�C)的解的存在性和唯一性1 

假设 yk < H
+

( 8) 是�I 的极小化序列, lim
k y ]
�I ( yk) = inf

y I H
+

( 8 )

�I ( y ) 1 那么存在常数 c > 0,

Q8
| ÿ k |

2dx [ c1 因此存在H
1
0( 8) 中子列(仍记为本身) 弱收敛到 �y 1 既然 H

+
( 8) 在

H
1
0( 8 ) 中是弱闭的, 那么 �y I H

+
( 8) 1 由 �I 的下半连续性,�I (�y ) [ lim

k y ]
�I ( y k) =

inf
y I H

+
( 8 )

�I ( y )dx ,这就意味着�y 是问题(�C) 的解1 由于H
+

( 8) 是凸的,�I 是定义在H
+

( 8 ) 上的

严格凸函数,因此 �y 是问题(�C)的唯一解1 

3  正 则性

我们引入下列优化控制问题1 

问题( C
*
)  I

*
( �u ) = inf

u I L 2
+

( 8)
I
*

( u) ,

这里 I
*

( u) =
1
2Q8

| T
*

( u) - z |
2

+ | uT
*

( u) | dx , y = T
*

( u) 是下述方程的解:

  
- $y = u ,

y | 5 8 = 01 
( 10)

既然: | uT
*

( u) | = | - $T
*

( u)#T *
( u) | = | T̈

*
( u) |

2
, 很明显,问题( C* )和问题( C) (或问

题(�C) )在一定条件下是等价的1 

引理 3. 1  Pz I L
2
( 8)

( � ) 假设 �y 是问题(�C)的解1 记 �u = - $�y ,那么 �u I L
2
+ ( 8 ) , 而且它是问题( C

*
)的解;

( � ) 假设 �u I L
2
+ ( 8 ) 是问题( C* )的解,那么�y = T

*
(�u ) I H

+
( 8 ) , 而且它是问题(�C)

的解1 
证明  ( � ) 假设�y 是问题(�C) 的解,那么 �u = - $�y I L

2
( 8 ) 1 由引理2. 1, �y I H

+
( 8) ,

�u = - $�y I L
2
+ ( 8) 1 因此,对每个 u I L

2
+ ( 8) , y = T

*
( u) I H

+
( 8 ) , 且

  I
*

( u) =
1
2Q8

| T
*

( u) - z |
2
+ | uT

*
( u ) | dx =

    1
2Q8

| T
*

( u) - z |
2

+ | T̈
*

( u) |
2
dx = �I ( T

*
( u) ) 1 

显然, I
*

(�u) = �I ( T
*

( u) ) [ �I ( T
*

( u) ) = I
*

( u)1 因此, �u 是问题(�C)的解1 

( � ) 假设 �u I L
2
+ ( 8 ) 是问题 ( C* ) 的解, 则 �I ( T

*
( u) ) = I

*
(�u) [ I

*
(�u) =

�I ( T
*

( u) ) 1 既然 T
*

( u) | u I L
2
+ ( 8 ) 按 H

1
0( 8 ) 范数在 H

+
( 8 ) 中稠密, T

*
(�u ) 是�I 在

H
+

( 8 ) 上的唯一极小点 1 因此, T
*

(�u ) 是问题(�C)的解1 
定理 3. 2  Pz I L

2
( 8) ,问题(C) 的解�y I H

+
( 8 ) H W

2
2( 8) 1 

证明  由引理 2. 1, �y I H
+

( 8 )1 下面将证明: �y I W
2
2( 8) 1 

由引理 3. 1 知道, 问题 ( C) 的解满足: �y I y I H
1
0( 8) | - $y = u I L

2
+ ( 8 ) 1 由

Calderon - Zygmund定理[ 4]
, �y I W

2
2( 8 )1 

4  优 化系 统

通过上述讨论我们知道,问题( C)有唯一的最优解,记为 y
* 1 让 U

*
= T( y

*
) 1 对任意
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的 D> 0, 定义

问题 (CD)  I D( y
D
) = inf

y I H
1
0
( 8)

ID( y ) ,

这里

  I D( y ) =
def 1

2 Q8
| T

D
( y ) - z |

2
+ | ÿ |

2 dx + +y - y
* +2

21 

注意到 T
D是半线性椭圆型方程( 6)的解算子1 

引理 4. 1  T
D在任意点y I H

1
0( 8 ) 是G- 可微的,此即, PN I H

1
0( 8) , [ T

D
( y+ tN) -

T
D
( y ) ] / t y

w
v
D
( t y 0) (在H

1
0( 8 ) ) 1 这里 v

D是下述方程的解:

  
- $v

D
+

1
D
Bc( w

D
- y ) v

D
=

1
D
Bc( w

D
- y ) v

DN,   x I 8,

v
D

= 0,   x I 5 8,

其中 w
D

= T
D
( y )1 证明类似文献[ 3]中的引理5. 11 

记 A = - $1 定义问题(C) 的状态的对偶函数为下列方程的解 p
D I H

1
0( 8) :

  
A

*
p
D
+

1
DBc( U

D
- y

D
) p

D
= U

D
- z ,   x I 8,

p
D

= 0,   x I 5 8 1 

这里 A
*
表示 A 的共轭算子, y

D
是问题(CD) 的解1 对每个

  y I H
1
0( 8) ,

d
dt

ID( y
D
+ t( y - y

D
) ) | t = 0 \ 0,

  Q8
( V

D
( U

D
- z ) ) + $U

D#$( U- U
D
) dx + Q8

( ( U
D

- U
*

) ( U- U
D
) )dx \ 0,

其中 V
D I H

1
0( 8) 满足

  AVD+
1
D
Bc( UD- y

D
) VD =

1
D
Bc( UD- y

D
) ( U- UD) ,   x I 8 1 

  a
*

( p
D
, VD) + Q8

1
D
Bc( UD- y

D
) p

DVDdx + Q8
ÿ
D# (̈ y - y

D
) dx +

    Q8
( y

D
- y

*
) ( y - y

D
)dx \ 0,

这里 a 是由A 定义的双线性泛函, a
* 是其共轭形式1 

  a( p
D
, VD) + Q8

1
D
Bc( UD- y

D
) p

DVDdx + Q8
ÿ
D# (̈ y - y

D
)dx +

    Q8
( y

D
- y

*
) ( y - y

D
)dx \ 01 

由此得到

  Q8

1
D
Bc( UD- y

D
) p

D
( y - y

D
)dx + Q8

ÿ
D# (̈ y - y

D
)dx +

    Q8
( y

D
- y

*
) ( y - y

D
)dx \ 01 

记

  L
D

=
1
DBc( U

D
- y

D
) p

D1 ( 11)

定理 4. 2  假设 y
D
是问题(CD) 的最优解, U

D
= T

D
( y

D
) 1 则存在 L I L

2
( 8 ) , p

D I H
1
0( 8 )

H H
2
( 8 ) , 满足
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  AUD+
1
D
B( UD- y

D
) = 0,   x I 8 ; UD = 0,   x I 5 8 , ( 12)

  A
*

p
D
+ LD= UD- z ,   x I 8, ( 13)

  ( L+ y
D
- y

*
, y - y

D
) 2+ ( $y

D
, $( y - y

D
) ) 2 = 0,   Pv I H

1
0( 8) 1 ( 14)

首先讨论 LD的性质1 
引理 4. 3

  LD =

1
D
Bc( UD- y

D
) p

D
,   x I XD,

0,   x /I XD1 
( 15)

且 LD I H
1
0( 8) 1 其中 XD =

def
x I 8 | UD( x ) \ y

D
( x ) 1 

证明  第一个结论是明显的, X
D
是 8 的开子集 1 下面将计算 L

D
的导数1 注意到

  L
D

=
1
D
G( U

D
- y

D
) p

D
, G( r ) =

0,     r \ 0,

- 2r ,   - 0. 5 [ r [ 0,

1,     r [ 0. 5,

G可微,其导数为

  Gc( r ) =
0,    r I (- ] , - 0. 5) G (0, + ] ) ,

- 2,   r I [- 0. 5, 0] ,

L
D
可微

  5LD

5xi
=

1
D
Gc( UD- y

D
)
5( UD- y

D
)

5x i
p
D
+

1
D
G( UD- y

D
)
5p

D

5 xi
,

  G( UD- y
D
) , Gc( UD- y

D
) I L

]
( 8 ) , p

D I H
1
0( 8) H H

2
( 8 ) < L

2
( 8) ,

  5( U
D
- y

D
)

5xi
,
5p

D

5 xi
I L

2
( 8) 1 

因此, 5LD/5x i I L
2
( 8) , LD I H

2
( 8) 1 自然地, LD I H

1
0( 8) 1 

引理 4. 4
[ 15]  Pu I L

2
( 8 ) , 方程( 10)有唯一解1 

定理 4. 5  存在H
1
0( 8) 子集 p

D 的某子列弱收敛到p
*

( Dy 0) 1 LD 是H
- 1

( 8) 中有界

列,因此存在某子列弱收敛到 L* I H
- 1

( 8) 1 

证明  式( 12)等价于

  a
*

( p
D
, p

D
) + Q8

1
D
Bc( UD- y

D
) ( p

D
)
2dx = ( UD- z , p

D
) 2, ( 16)

且 Bc \ 0, A+p
D+2

H
2
( 8)

[ +UD- z +2# +p
D+2, 即

  +p
D+H

1

0
( 8) [ 1

A
+ UD- z +2, ( 17)

这里 A是一只与算子 $和域 8 相关的常数 1 因此存在 p
D
的某子列(仍表示为本身) 在

H
1
0( 8 ) 弱收敛到点 p

* 1 这也意味着 A
*

p
D 是H

- 1
( 8 ) 中有界集, LD= - A

*
p + UD- z 也

是有界集 1 因此存在 L* I H
- 1

( 8 ) 以及 LD 某子列, 在H
- 1

( 8) 中弱收敛到 L* 1 

  A
*

p
*

+ L* = U* - z ,   x I 8; p
*

= 0,   x I 5 8 1 ( 18)

让 V I H
1
0( 8) , y = y

D
+ V1 很明显, y I H

1
0( 8) 1 由式( 14) ,我们有

  ( LD+ y
D
- y

*
, V ) 2+ ($y

D
, $V ) = 01 ( 19)

记 h
D

= $y
D I L

2
( 8 ) , 上面的方程可表述为
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( L

D
+ y

D
- y

*
, V ) 2+ ( h

D
, $V ) = 0,   P V I H

1
0( 8 ) ,

- $h
D

= LD+ y
D

- y
* 1 

( 20)

因此方程( 19)等价于

  (- $h
D
, V ) 2+ ( h

D
, $V ) = 01 ( 21)

由Green公式, ( h
D
, $V ) 2 = ( $h

D
, V ) 2+ Q5 8

h
D5 V

5 n
dD, P V I H

1
0( 8) 1 利用方程(21) 得到

P V I H
1
0( 8 ) ,Q5 8

h
D 5 V

5 n
dD= 01 这意味着 h

D
| 5 8 = 01 因此 h

D是下述方程的唯一解:

  - $h
D

= LD+ y
D

- y
* I L

2
( 8) ,   x I 8 ; h

D
| 5 8 = 01 ( 22)

PD> 0, L
D

+ y
D

- y
* I L

2
( 8 ) , 而由引理 4. 4, 方程(22) 有唯一解 h

D I H
1
0( 8 )1 此外,

LD 是H
- 1

( 8 ) 中有界集,故存在某子列弱收敛到点 L* I H
- 1

( 8) , y
D 在H

1
0( 8) 中强收敛

到 y
*

, 存在 h
D 的某子列在H

1
0( 8 ) 中弱收敛到点 h

*
,且 - $h

*
= L* 1 由唯一性, h

*
=

$y
* 1 而由式(16)得到: a

*
( p

D
, p

D
) [ ( u

D
- z , p

D
) 21 然而, a

* 是下半连续的,因此, ( A
*

p
*

,

p
*

) [ l im inf
Dy0

( u
D
- z , p

D
) 2 = ( u

*
- z , p

*
) 2, 进一步有

  3A
*

p
*

, p
* 4 = ( u

*
- z , p

*
) 2- 3L* , p

* 4 [ ( u
*

- z , p
*

) 2, 3L* , p
* 4 \ 01 

定理 4. 6  假设 y
* 是问题(C) 的最优解 1 则 $y

* I H
1
0( 8) ,存在 p

* I H
1
0( 8) 和 K*

\0, K* I H
- 1

( 8 ) , 满足

( � ) U* = T( y
*

) ;

( � ) A
*

p
*

= U* - z - L* , x I 8 ; p
*

| 5 8 = 0;

( � ) 3L* , p
* 4 \ 01 

注  如本文中 $是任一下半连续算子 A, 结论成立1 

5  逼 近问 题

下面讨论逼近问题1 设 z I L
2
( 8 ) ,

  Ub = u: 8 | y [ 0, b] | u I L
2
( 8) ,   0 < b < + ] 1 

问题 (Cb)  I
*

(�u ) = inf
u I U

h

I
*

( u) 1 

定理 5. 1  P b I (0, + ] ) 问题( Cb) 有唯一最优解1 

证明  让 uk 是I
* 在 Ub 中的极小化序列, 记 yk = T

*
( uk)1 则存在常数 C1 > 0,

  +uk +L 2( 8 ) = Q8
| uk |

2dx
1/ 2

[ b Q8
1dx

1/ 2

[ C1,   Pk > 11 

故存在 uk 的子列(仍表示为自身) 在L
2
( 8) 中弱收敛到点�u I L

2
( 8) 1 由引理4.4,存在唯一

的�y , - $y k = uk y �u = - $�y 1 易证, Ub是 L
2
( 8 ) 的闭凸子集,因此, �u I Ub 且�y I H

+
( 8) ,

    1
2Q8

| �y - z |
2
+ | �u#�y | dx = lim

k y ]

1
2Q8

| yk - z |
2
+ | uk#yk | dx ,

这表明, I
*

(�u ) = inf
u I U

b

I
*

( u)1 

假设存在 �u 2, �u2 I Ub , 满足 I
*

(�u1) = I
*

( �u2) = inf
u I U

b

I
*

( u)1 由 Uh 的凸性质, [ (�u1 +

�u2) / 2] I Ub 1 因此
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  I
* �u1+ �u 2

2
+

1
2Q8

�y 1 - �y 2

2

2

+
¨�y 1- ¨�y 2

2

2

dx =

    1
2Q8

| �y 1- z |
2
+ | ¨�y 1 |

2
dx +

1
2Q8

| �y 2- z |
2
+ | ¨�y 2 |

2
dx =

    1
2

I
*

( �u1) +
1
2

I
*

(�u2) = I
*

(�u1) [ I
* �u 1+ �u2

2
1 

因而

  1
2Q8

�y 1- �y 2

2

2

+
¨�y 1- ¨�y 2

2

2

dx = 0, ¨�y 1 = ¨�y 2, �y 1 = �y 21 

如设 b = + ] , 则 U+ ] = u: 8 | y [ 0, + ] ) | u I L
2
( 8) = L

2
+ ( 8 )1 这说明问题

(C+ ] ) 等价于问题 ( C* ) 1 由定理 5. 1, 问题(C+ ] ) 有唯一的最优解 �u I U+ ] = L
2
+ ( 8) ,

I
*

( �u ) = inf
u I U

+ ]

I
*

( u) 1 

定理 5. 2  P b I (0, + ] ) ,设 ub是问题(Cb) 的最优解, �u 是问题(C*
) 的最优解, 则 ub

在 L
2
+ ( 8) 中收敛到点 �u ( b y+ ] )1 

证明  假设 I b = inf
u I U

b

I
*

( u) = I
*

( ub)1 由L
2
+ ( 8 ) 的定义, Ub y L

2
+ ( 8) ( b y+ ] ) 1 因

此,

  lim
b y ]

Ib = I = inf
u I L

2
+

( 8 )

I
*

( u) = I
*

( �u ) ,即 lim
b y ]

I
*

( ub) = I
*

(�u) ,

  lim
b y ]

1
2Q8

| T
*

( ub) - z |
2
+ | ub#T

*
( ub) | dx =

    1
2Q8

| T
*

(�u) - z |
2

+ | �u#T
*

(�u ) | dx Z

    lim
by ]

1
2Q8

| T
*

( ub) - z |
2
+ | T̈

*
( ub) |

2
dx =

    1
2Q8

| T
*

(�u) - z |
2

+ | T̈
*

(�u ) |
2 dx ,

lim
b y ]

I
*

( T
*

( ub ) ) = I
*

(�u) 1 由 I
* 的下半连续性质, T

*
( ub )在L

2
( 8 ) 中收敛到T

*
(�u ) , ub在

L
2
+ ( 8 ) 中收敛到点 �u 1 
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Optimal Obstacle Control Problem

ZHU Li1,  LI Xiu- hua2,  GOU Xing- ming2

( 1. Depar tm ent of Ma them atics , Xiangtan Univ er sity ,

Xian gtan , Hunan 411105, P . R . Chin a ;

2. Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: Some properties of the state operators of the optimal obstacle control problem for elliptic

variational inequality was discussed, and the existence, uniqueness and regularity of the optimal con-

trol problem were established. In addition, the approximate problem of the optimal obstacle problem

also was studied.

Key words: obstacle problem; penalized method; optimality system; approximate problem
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