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摘要:  提出了一种用于球内 Navier-Stokes方程的全离散 Jacob-i球面调和谱方法, 并证明了它的广

义稳定性和收敛性1 数值结果表明了该方法的有效性1 该方法也可应用于球形区域中的其它问

题1 
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引   言

Navier-Stokes方程在研究不可压缩流体流动中起着重要的作用1 已有许多用于 Navier-

Stokes方程数值解的算法,诸如有限差分法和有限元素法, 例如参见文献[ 1-5]和其中的参考文

献1 在过去的 20年中, 谱方法得到了快速发展1 谱方法的主要优点是具有高精度, 参见文献

[6-11] 1 也有作者提出了用于 Navier-Stokes方程的谱格式,参见文献[ 6, 12-16] 1 然而, 所有这

些谱格式只适合周期和半周期问题以及矩形区域上的问题1 众所周知,当我们研究诸如球形

区域中的浅水波、气象预报、地球内部流体流动、以及海洋科学和天体物理中某些方程时,数值

模拟球面上或球内流体的运动也是重要和令人感兴趣的, 参见文献[ 17-20] 1 在这样的情形
下,通常的谱方法不再适用1 已有作者发展了球面调和逼近并将其应用于球面上偏微分方程
的数值解, 参见文献[ 21-24] ,但至今, 几乎还没有关于球内 Navier-Stokes方程谱方法的公开发

表的文献1 最近,有作者发展了 Jacobi逼近以及混合 Jacob-i球面调和逼近,参见文献[ 25-28] 1 
这些工作为用谱方法求解球形区域内Navier-Stokes方程提供了可能1 

在本文中,我们考虑球内 Navier-Stokes方程1 令 r、K和H分别为半径、经度和纬度 1 令 8

= I @ S ,其中 I = r | 0 [ r < 1 以及 S = ( K, H) | 0 [ K [ 2P, - P/ 2 [ H [ P/ 2 1 用
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U( r , K, H, t ) , P ( r, K, H, t ) , f ( r , K, H, t ) 和 U0( r , K, H) 分别表示速度向量、压力和密度之比、

源项和初始状态 1 M> 0是动力粘性 1 令 T > 01 单位球内Navier-Stokes方程的形式为

  

5 U
5 t + ( U# )̈ U- M$U+ P̈ = f ,   在 8 @ (0, T ] 内,

#̈U = 0,   在 8 @ [ 0, T ] 内,

U = 0,   在5 8 @ [ 0, T ] 上,

U( r , K, H, 0) = U0( r , K, H) ,   在 �8 上 1 

( 1)

在实际计算中为避免构造散度自由的基函数的困难, 我们可以运用 Chorin[ 29]和 T�man[ 5]创立

的投影方法1 Chorin
[ 30]
也提出了人工压缩方法1 按这种方法,为取代不可压缩性我们考虑下

列人工压缩方程:

  E
5P
5 t + #̈U = 0,   在 8 @ (0, T ] 内, ( 2)

其中 E> 0适当小 1 我们也可参考文献[ 31] 的工作 1 尽管这样处理导致一个 O( E) 阶的附

加逼近误差,但我们不需要任何对压力的非物理边界条件,例如条件5P/ 5 n = 0就经常被强加

在投影方法中1 
我们将提出一种用于求解Navier-Stokes方程连同方程(2)的全离散 Jacob-i球面调和谱方法#!

该方法具有几方面的优点1 其一,我们对空间自变量运用球面坐标,从而避免在采用 Descartes

坐标情况下需要对在球面上的边界条件的逼近1 其二,我们对速度分量运用Descartes坐标,这

可在本质上简化实际计算和数值分析1 其三,我们在半径方向采用 Jacobi逼近,可以克服由球

面坐标引起的方程在 r = 0处的奇异性所带来的困难1 其四,基于球面调和函数的正交性,我

们导出关于未知速度和压力的展开式系数所对应的离散方程组,其非常适合于并行计算,因而

可节省许多工作量1 其五,得益于 Jacobi逼近和球面调和逼近的快速收敛性,即使在小模式下

我们所提出的格式也能提供高精度的数值解1 其六,我们不需要任何对压力的人工边界条件,

而这种条件的引入会导致严重的数值误差1 数值结果显示了该方法的有效性1 
本文结构如下:在第 1节中, 我们引入混合 Jacob-i球面调和逼近1 在第 2节中, 我们构造

用于方程( 1)连同( 2)的全离散 Jacob-i 球面调和谱方法,给出它的广义稳定性和收敛性的结果,

并提供若干数值结果1 在第 3节中, 我们证明前述的理论性结果1 最后一节是结论1 

1  混合 Jacob-i球面调和逼近

在本节中, 我们回顾文献[ 26]所给出的混合 Jacob-i球面调和逼近1 
1. 1  若干带权 Sobolev空间

令 A, B> - 1和 V ( A, B) ( r ) = ( 1- r )
A
r
B1 对整数 s \0, 我们按常规定义带权 Sobolev空

间H
s
V
( A, B) ( I ) , 其内积,半范数和范数分别用( u, v) s, V ( A, B) , I, | v | s , V ( A, B) , I和 +v + s , V

( A, B)
, I表示 1 

特别 L
2
V
( A, B) ( I ) = H

0
V
( A, B) ( I ) ,其具有内积( u, v ) V ( A, B) , I 和范数 +v + V

( A, B)
, I 1 此外 +v + ] , I =

+v +L
]
( I) 1 另外定义

  0
H

1
V
( A, B) ( I ) = v | v I H

1
V
( A, B) ( I ) 并且 v (1) = 0 1 

在后续讨论中,我们将考虑在某些非一致的带权 Sobolev 空间中的正交投影1 为简便起

见,我们用 5mr v 表示5 m
v/ 5rm 等1 第 1个这样的空间定义为

  H
s
V
( A, B)

, A( I ) = v | v 在 I 上可测并且 +v + s , V
( A, B)

, A , I < ] ,

其配置下列的半范数和范数
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  | v | s , V ( A, B) , A , I = +5 srv + V
( A+ s, B+ s)

, I , +v + s , V
( A, B)

, A , I = 6
s

k= 0

| v |
2
k , V

( A, B)
, A , I

1/ 2
1 

令 A, B, C, D> - 11 第2个特定的空间定义为

  H
1
A, B, C, D( I ) = v | v 在 I 上可测并且 +v +1, A, B, C,D, I < ] ,

其中   +v +1, A, B, C, D, I = | v |
2
1, V

( A, B)
, I + +v +2

V
( r , D)

, I
1/ 21 

其次,用 D(S ) 表示定义于球面 S 上,关于变量 K具有周期 2P并且在 H= ? P/ 2处正则的
所有无穷可微函数所组成的集合 1 根据文献[ 32] ,对任何 v I D( S) , 当 H y ? P/ 2时, v 趋向

于一个与变量 K无关的有限极限 1 因而我们得到在 H= ? P/ 2处 5Kv = 01 用 Dc( S) 表示

D( S) 的对偶空间 1 对任何 v I Dc( S) , 我们按通常方式定义它的广义导数,见文献[ 23] 1 此
外记

  S̈ v =
1

cosH
5 Kv ,5 Hv

T

, $S v =
1

cos2H
52
Kv +

1
cosH

5H( cosH5Hv) 1 

令�v 为v 的共轭 1 空间 L
2
( S ) = v | v I Dc( S) 并且 +v +S < ] , 其具有的内积和

范数为

  ( u, v) S = Q
2P

0Q
P/ 2

-P/ 2
u( K, H)�v ( K, H) cosHdHdK, +v +S = ( v, v )

1/ 2
S 1 

空间 H
1
( S) = v | v I L

2
( S) , S̈v I [ L

2
( S ) ]

2
, 其配置如下的半范数和范数:

  | v | 1, S = + S̈v +S =
1

cosH
5 Kv

2

S
+ +5Hv +2

S

1/ 2

,

  +v +1, S = ( +v +2
S + | v |

2
1, S)

1/ 21 
对任何整数 k > 0, 我们递归地定义空间

  H
2k
( S ) = v | v I H

2k- 1
( S) , $kS v I L

2
( S) ,

  H
2k+ 1

( S ) = v | v I H
2k
( S) , S̈ ( $

k
Sv ) I [ L

2
( S ) ]

2
,

其半范数和范数为

  | v | 2k , S = +$kS v +S , +v +2k, S = ( +v +2
2k- 1, S + | v |

2
2k , S )

1/ 2
,

  | v | 2k+ 1, S = + S̈ ( $
k
S v) +S , +v +2k+ 1, S = ( +v +2

2k, S + | v |
2
2k+ 1, S )

1/ 21 
此外, +v + ] , S = +v +L

]
( S) 1 

进一步,对定义在 8 上的函数,

  v̈ = 5 rv, 1
r cosH

5 Kv , 1
r
5Hv

T

,

  $v =
1

r
2 5 r ( r25 rv) +

1

cos2H
52
Kv +

1
cosH

5H( cosH5Hv) 1 

空间 L
2
V ( A, B) ( 8 ) = L

2
V ( A, B) ( I ; L

2
( S ) ) , 其具有下列的内积和范数:

  ( u, v) V ( A, B) , 8 = Q
1

0Q
2P

0Q
P/ 2

- P/ 2
u( r , K, H)�v ( r , K, H) cosHV

( A,B)
( r )dHdKdr,

  +v + V ( A, B) , 8 = ( v , v )
1/ 2
V ( A, B) , 81 

其次,空间 H
1
V
( A, B) ( 8) = v | v I L

2
V
( A, B) ( 8) , v̈ I [ L

2
V
( A, B) ( 8 ) ] 3 和

0
H

1
V
( A, B) ( 8 ) = v| v I

H
1
V
( A, B) ( 8 ) 并且 v(1, K, H) = 0 , 其具有下列的半范数和范数:

  | v | 1, V ( A, B) , 8 = +5 rv +2
V
( A, B)

, 8 +
1

r cosH
5Kv

2

V
( A, B)

, 8
+

1
r
5Hv

2

V
( A, B)

, 8

1/ 2

,

  +v +1, V
( A, B)

, 8 = ( +v +2
V
( A, B)

, 8 + | v |
2
1, V

( A, B)
, 8 )

1/ 21 
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我们定义空间 H
2
V
( A, B) ( 8) = v | v I H

1
V ( A, B) ( 8 ) , $v I L

2
V ( A, B) ( 8 ) , 其配置下列的半范数和

范数:

  | v | 2, V ( A, B) , 8 = +$v + V
( A, B)

, 8 ,

  +v +2, V
( A, B)

, 8 = ( +v +2
1, V

( A, B)
, 8 + | v |

2
2, V

( A, B)
, 8 )

1/ 21 
此外 +v + ] , 8 = +v +L

]
( 8) 1 

我们也定义非一致的带权 Sobolev 空间

  H
1
A, B, C, D( 8 ) = v | v I L

2
V
(r , D) ( 8 ) , v̈ I [ L

2
V
( A, B) ( 8) ] 3 ,

其配置范数

  +v +1, A, B, C, D, 8 = ( | v |
2
1, V

( A, B)
, 8 + +v +2

V
( r, D)

, 8 )
1/ 21 

特别, 0
H

1
A, B, C, D( 8 ) = v | v I H

1
A, B, C, D( 8) 并且 v( 1, K, H) = 0 1 

为了在即将展开的讨论中描述逼近结果的需要, 我们对整数 s, q \ 0 引入空间

H
s , q
V ( A, B) , A ( 8 ) = H

s
V
( A, B)

, A ( I ; L
2
( S) ) H L

2
V
( A, B) ( I ;H

q
( S) ) , 其配置如下的半范数和范数:

  | v | H s, q

V
( A, B)

, A
( 8 ) = ( | v |

2
H

s

V
( A, B)

, A
( I ; L

2
(S )) + | v |

2
L
2

V
( A, B) (I ; H

q
( S) ) )

1/ 2
,

  +v +H
s, q

V
( A, B)

, A
( 8) = ( +v +2

H
s

V
( A, B)

, A
(I ; L

2
( S) ) + +v +2

L
2

V
( A, B) (I ; H

q
( S) ) )

1/ 21 

我们也需要空间

  B
s , q

V ( A, B) , A ( 8 ) = H
s
V
( A, B)

, A ( I ;H
q- 1
( S) ) H H

s- 1

V ( A, B) , A ( I ; H
q
( S ) ) ,   s , q \ 1,

  B
1, q
A, B, C, D( 8) = H

1
A, B, C, D( I ; H

q- 1
( S ) ) H L

2
V
( C, D) ( I ;H

q
( S ) ) ,    q \ 1,

它们的半范数和范数类似定义1 

注记 1. 1 s 和 q 为非整数时,我们可以按照文献[ 33]中的空间插值定义相应的空间1 

1. 2  正交系
I 上的m 次 Jacobi多项式由

  (1 - r )
A
r
B
J
( A, B)
m ( r) =

(- 1) m

m!
5mr ( (1- r)

A+ m
r
B+ m

)

定义1 J
( A, B)
m 的集合是一个完备的L

2
V ( A, B) ( I )- 正交系,因而,对任何 v I L

2
V ( A, B) ( I ) ,

  v( r ) = 6
]

m= 0
v̂
( A, B)
m J

( A, B)
m ( r ) , v̂

( A, B)
m =

1

C( A,B)m Q
1

0
v ( r ) J

( A,B)
m ( r ) V( A, B) ( r )dr ,

其中   C( A, B)m =
#( m + A+ 1) #( m+ B+ 1)

(2m + A+ B+ 1) #( m + 1) #( m+ A+ B+ 1)
1 

令 Ln( z ) 为 n次 Legendre多项式,规一化的关联Legendre函数由

  L l , n( z ) =
(2n + 1) ( n - l) !

2( n + l) !
(1- z

2
)
l / 25 l

zLn ( z ) ,   l \ 0, n \| l | ,

  L l , n( z ) = L- l, n ( z ) ,   l < 0, n \| l |

给出1 球面调和函数定义为

  Yl, n( K, H) =
1

2P
ei lKL l , n( sinH) ,   n \| l | 1 

Yl , n 的集合是一个规一化的完备的L
2
( S )- 正交系 1 因而,对任何 v I L

2
( S ) ,

  v( K, H) = 6
]

n= 0
6
n

l= - n

v̂ l, nYl, n ( K, H) , v̂ l, n = Q
2P

0Q
P/ 2

- P/ 2
v ( K, H)�Yl, n ( K, H) cosHdHdK1 

此外, J ( A, B)m Yl , n 的集合是一个完备的L
2
V
( A, B) ( 8)- 正交系 1 故对任何 v I L

2
V
( A, B) ( 8) ,
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  v( r , K, H) = 6
]

m= 0
6

]

n= 0
6
n

l= - n

v̂
( A, B)
m, l , nJ

( A, B)
m ( r ) Yl, n ( K, H) ,

其系数

  v̂
( A, B)
m , l, n =

1

C
( A, B)
m Q

1

0Q
2P

0Q
P/ 2

-P/ 2
v( r , K, H) J

( A, B)
m ( r )�Yl , n ( K, H) cosHV

( A,B)
( r )dHdKdr1 

1. 3  正交投影
令 M 和N 为非负整数 1 PM ( I ) 表示所有次数不超过 M 的代数多项式在I 上的限制所组

成的集合1 特别,
0PM ( I ) = < | < I PM ( I ) 并且 <(1) = 0 1 其次, WN ( S ) 表示由 W

~

N ( S )

= span Yl , n | l | [ n [ N 中所有实值函数所组成的子集1 我们令

  WM, N ( 8) = PM ( I ) ª WN ( S ) ,
0
WM, N ( 8 ) =

0
PM ( I ) ª WN ( S )1 

在下一节中,我们将要运用两个重要的正交投影1 为此,我们引入下列双线性型:

  aA, B, C, D, 8 ( u, v ) = ( ü, v̈ ) V ( A, B) , 8 + ( u, v) V ( r, D) , 8 ,

  Pu, v I H
1
A, B, C, D( 8 )1 

正交投影 PM, N , A, B, 8 : L
2
V
( A, B) ( 8) y WM, N ( 8) , 满足

  ( PM, N, A, B, 8v - v, <) V ( A, B) , 8 = 0,   P < I WM , N ( 8) 1 

正交投影0
P

1
M, N , A, B, C,D, 8 :

0
H

1
A, B, C, D( 8) y0

WM, N ( 8 ) , 满足

  aA, B, C, D, 8 (
0
P

1
M, N , A, B, C,D, 8v - v , <) = 0,   P< I 0

WM, N ( 8 )1 
1. 4  向量函数空间

为了简化实际计算和数值分析,我们在本项工作中将运用混合坐标1 确切地说,我们将对

速度分量运用 Descartes坐标,对空间自变量运用球面坐标1 

令 x = ( x 1, x 2, x 3)
T
为Descartes坐标: x 1 = r cosKcosH, x 2 = rsinKcosH, x 3 = rsinH1 用 ej

表示在 xj 方向上的单位向量, v
( j ) 表示速度在 xj 方向上的分量 1 此处, v ( j ) 是 r、K和H的函

数1 

我们定义空间 H
s
V
( A, B) ( 8) = v | v

( j ) I H
s
V
( A, B) ( 8 ) , j = 1, 2, 3 , 其具有下列半范数和范

数:

  | v | s , V ( A, B) , 8 = 6
3

j= 1
| v

( j )
|
2
s , V

( A, B)
, 8

1/ 2
,

  + v + s , V ( A, B) , 8 = 6
3

j = 1
+v

( j) +2
s , V ( A, B) , 8

1/ 2
1 

特别, H
0
V
( A, B) ( 8 ) = L

2
V
( A, B) ( 8) ,其范数 + v + V

( A, B)
, 8 = + v +0, V

( A, B)
, 8 ,内积( u, v ) V ( A, B) , 8 如通

常的那样 1 我们也类似定义空间0
H

1
V
( A, B) ( 8) ,H1

A, B, C, D( 8 ) ,
0
H

1
A, B, C, D( 8) , H

s , q

V
( A, B)

, A ( 8) ,

B
s , q

V
( A, B)

, A ( 8 ) , B
1, q
A, B, C,D( 8 ) 以及它们的半范数和范数1 

对于数量函数 v ,我们按通常方式定义空间 W
1, ]

( 8 ) , 其范数

  +v +1, ] , 8 = +v +W
1, ]

( 8 ) =

    max +v + ] , 8 , +5 rv + ] , 8 ,
1

r cosH5Kv ] , 8
,

1
r
5Hv

] , 8
1 

对于向量函数 v,

  L
]
( 8 ) = v | v

( j ) I L
]
( 8 ) , j = 1, 2, 3 ,

  W
1, ]

( 8 ) = v | v
( j ) I W

1, ]
( 8) , j = 1, 2, 3 1 

接下来,令
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  WM, N ( 8) = v | v
( j) I WM, N ( 8) , j = 1, 2, 3 ,

  0
WM, N ( 8) = v | v

( j) I 0
WM , N ( 8) , j = 1, 2, 3 1 

我们定义向量函数的正交投影为

  QM, Nv = 6
3

j= 1
( QM, Nv

( j)
) ej , QM, N = PM, N, A, B, 8 或 0

P
1
M, N , A, B, C, D, 81 

2  全离散混合谱格式

在本节中, 我们提出用于方程( 1)连同( 2)的全离散混合 Jacob-i 球面调和谱方法1 
2. 1  混合格式

为了使压力 P 固定,我们要求对所有 0 [ t [ T,

  P( r , K, H, t ) I L
2
0, V

( 0, 2) ( 8 ) = v | v I L
2
V
(0,2) ( 8 ) , ( v , 1) V (0,2), 8 = 0 1 

也为了描述的简便起见, 令

  a( w, v ) = 6
3

j= 1
( ẅ

( j )
, v̈

( j )
) V (0,2) , 8 , b( w , v) = ( w , #̈v) V (0,2) , 8 ,

  J ( w, v) = 6
3

j= 1
( ( v# )̈ w

( j )
+

1
2
( #̈v ) w ( j )

) ej 1 

显然,若 #̈v = 0,则 J ( w, v ) = ( v# )̈ w1 此外, 由文献[ 26] 的命题 3. 1 ~ 3. 3,当 v | 5 8 =

0时

  a( w, v ) + ($w, v) V (0,2) , 8 = 0, b( w , v) + ( ẅ , v) V (0,2) , 8 = 0, ( 3)

  ( J ( w , v) , u) V ( 0, 2) , 8 + ( J ( u, v) , w) V (0,2) , 8 = 01 ( 4)

方程( 1)的弱形式是求 ( U, P ) I L
]
( 0, T ; L2

V
( 0, 2) ( 8 ) ) H L

2
(0, T ; 0H1

V
(0,2) ( 8) ) ª L

2
(0,

T ; L
2
0, V

(0,2) ( 8) ) , 使

  

(5 tU( t ) , v) V ( 0, 2) , 8 + ( J ( U( t ) , U( t ) ) , v) V (0,2) , 8 + Ma ( U( t ) , v ) -

  b (P ( t ) , v) = ( f ( t ) , v) V ( 0, 2) , 8 ,   P v I 0
H

1
V
( 0, 2) ( 8 ) , 0 < t [ T,

b (w , U( t ) ) = 0,   Pw I L
2
0, V

( 0, 2) ( 8 ) , 0 [ t [ T,

U( r , K, H, 0) = U0( r , K, H) ,   在 �8 上 1 

( 5)

我们将构造全离散混合谱格式1 令 S为时间 t 方向的网格步长,

  TS = t = kS | k = 0, 1, 2, ,, [ T / S] 1 
我们使用记号 v t ( t ) = ( v( t + S) - v( t ) ) / S1 容易看出

  2( vt ( t ) , v ( t ) ) V ( 0,2) , 8 = ( +v( t ) +2
V
(0, 2)

, 8 ) t - S+v t ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 81 ( 6)

令 R1、R2、R3为介于 0和 1间的参数, ÛWM, N ( 8 ) = WM, N ( 8 ) H L
2
0, V

(0,2) ( 8) 1 本文所论格

式是求( u( t ) , p ( t ) ) I 0
WM , N ( 8) ª ÛWM, N ( 8) , 使

  

( ut ( t ) , v) V ( 0, 2) , 8 + ( J ( u( t ) + R1Sut ( t ) , u( t ) ) , v) V ( 0, 2) , 8 + Ma( u ( t ) +

  R2Sut ( t ) , v) - b( p ( t ) + R3Spt ( t ) , v) = ( f ( t ) , v ) V (0,2), 8 ,

  P v I 0
WM , N ( 8) , t I TS ,

E( pt ( t ) , w ) V (0,2) , 8 + b (w , u( t ) + R3Sut ( t ) ) = 0,

  Pw I ÛWM, N ( 8) , t I TS,

u( r, K, H, 0) = u0( r , K, H) =
0
P

1
M, N, 0, 2, 0, 0, 8U0( r , K, H) ,   在 �8 上,

p ( r , K, H, 0) = p 0( r , K, H) = PM, N , 0, 2, 8P0( r, K, H) ,   在 �8 上,

( 7)
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其中 P0可以由关系(见文献[ 4] )

  $P 0( r , K, H) = #̈( f ( r , K, H, 0) - ( U0( r , K, H)# )̈ U0( r, K, H) )   在 �8 上
确定1 若 R1 = R2 = R3 = 0,则式(7) 是显格式 1 否则,在每个时间节点处都需要通过求解一

个线性方程组来计算 u 和p 的值 1 为了简便起见, 本文仅考虑 1/ 2 < R2, R3 [ 1的情形 1 我
们记 Q( R2, R3) = R2+ R3- 2R2R31 显然, Q( R2, R3) = 2R2(1/ 2- R3) + R31 于是,对任何固

定的 R3 > 1/ 2, Q( R2, R3) 随 R2 增加而严格减少 1 因此,若 1/ 2 < R2, R3 [ 1, 则

  0 [ 1- R3 = Q(1, R3) [ Q( R2, R3) < Q(1/ 2, R3) = 1/ 21 ( 8)

2. 2  混合格式的稳定性
现在我们考虑格式( 7)的稳定性1 由于格式( 7)是一个非线性问题,所以它不具有通常意

义下的稳定性, 但它可以有文献[ 3, 12]中所描述的广义稳定性1 为了表明这一点,我们假设

u0、p 0、f ( t ) 和式(7) 的第2式的右端分别有误差 �u0、�p 0、�f ( t ) 和 �g( t ) 1 它们诱导出 u( t ) 和

p ( t ) 的误差, 分别用 �u( t ) 和 �p ( t ) 表示1 那么,我们由式( 7)可得到

(�ut ( t ) , v ) V (0,2) , 8 + ( J ( �u ( t ) + R1S�ut ( t ) , u( t ) + �u( t ) ) , v) V ( 0, 2) , 8 +

  ( J ( u( t ) + R1Sut ( t ) , �u ( t ) ) , v ) V (0,2) , 8 + Ma (�u( t ) + R2S�ut ( t ) , v ) -

  b(�p ( t ) + R3S�p t ( t ) , v) = (�f ( t ) , v ) V (0,2), 8 ,   P v I 0
WM , N ( 8) , t I TS ,

E(�p t ( t ) , w ) V ( 0, 2) , 8 + b( w , �u( t ) + R3S�ut ( t ) ) = (�g ( t ) , w ) V (0,2) , 8 ,

  Pw I ÛWM, N ( 8) , t I TS,

�u( r , K, H, 0) = �u0( r , K, H) , �p ( r , K, H, 0) = �p 0( r, K, H) ,   在 �8 上 1 

( 9)

为了描述数值解的误差, 我们将使用记号

  E( v , w , t ) = E1( v, w , t ) + E2( v, w , t ) + E 3( v, t ) / 4,   t I TS,

其中

  E1( v, w , t ) = +v ( t ) +2
V
( 0,2)

, 8 + E+w ( t) +2
V
(0,2)

, 8 +

    MS(2R2R3- 1/ 2) | v ( t ) | 21, V ( 0, 2) , 8 ,

  E2( v, w , t ) = S2 R3-
1
2 6

tcI T
S
, tc< t

( +vt ( tc) +2
V
(0,2)

, 8 + E+w t ( tc) +2
V
(0, 2)

, 8 ) ,

  E3( v, t ) =

    MS(1- 2Q( R2, R3) ) 6
tcI T

S
, tc< t

( | v ( tc) | 21, V (0,2), 8 + | v( tc+ S) |
2
1, V

( 0, 2)
, 8 ) 1 

定解条件的平均误差用

  Q( v, w , y , z , t ) = +v +2
V
(0,2)

, 8 + E+w +2
V
(0,2)

, 8 +

    MS(2 R2R3- 1/ 2) | v | 21, V ( 0, 2) , 8 +

    2S 6
tcI T

S
, tc< t

+y ( tc) +2
V
(0,2)

, 8 +
1
E

+z ( tc) +2
V
(0,2)

, 8

度量1 此外,

  c* ( v) =
25

M(1 - 2Q( R2, R3) )
||| v |||

2
] + 1, ||| v ||| ] = sup

t I T
S

+v ( t ) + ] , 81 

我们有下列结果,其证明将在下一节进行1 
定理 2. 1  令1/ 2 < R2, R3 [ 1和 S [ (2R3- 1) / 81 若 R1 = R3 或

  Q( �u0, �p 0,�f , �g , T) e
c
*
( u )T [ 1

12

M(1- 2Q( R2, R3) )
c0( R1- R3)

2

M
- 2
N
- 1
,
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则对所有 t I TS,

  E( �u , �p , t ) [ Q(�u0, �p 0,�f , �g , t ) e
c
*
( u) t

, ( 10)

其中 c0是出现在引理3. 7中的一个正常数,见下一节1 
2. 3  混合格式的收敛性

接下来我们考虑格式( 7)的收敛性1 为此, 令 U
*
( t ) =

0
P

1
M, N , 0, 2, 0, 0, 8U( t ) , P

*
( t ) =

PM , N , 0, 2, 8P ( t)1 根据式(3) 和0
P

1
M, N , 0, 2, 0, 0, 8 的定义,我们推出

  a( U( t ) , v) = a( U
*
( t ) + R2SU

*
t ( t ) , v) + R2S( $Ut ( t ) , v ) V (0,2) , 8 -

    ( U( t ) + R2SUt ( t ) - U
*
( t ) - R2SU

*
t ( t ) , v ) V (0,0), 8 ,   v I 0

WM, N ( 8 )1 
因此,由式( 5)我们得到

  

( U
*
t ( t ) , v) V (0,2) , 8 + ( J ( U

*
( t ) + R1SU

*
t ( t ) , U

*
( t ) ) , v) V ( 0, 2) , 8 +

  Ma( U*
( t ) + R2SU

*
t ( t ) , v) - b (P

*
( t ) + R3SP

*
t ( t ) , v) =

  f ( t ) + 6
4

j= 1
Gj ( t ) , v V

(0,2)
, 8 + ( G5( t ) , v) V ( 0, 0) , 8 - b 6

7

j= 6
Gj ( t ) , v ,

  P v I 0
WM , N ( 8) , t I TS ,

E( P*
t ( t ) , w) V ( 0, 2) , 8 + b (w , U

*
( t ) + R3SU

*
t ( t ) ) = 6

10

j = 8
G j ( t ) , w V

( 0, 2)
, 8 ,

  Pw I ÛWM, N ( 8) , t I TS,

( 11)

其中

  G1( t ) = U
*
t ( t ) - 5 tU( t ) ,

  G2( t ) = J ( U
*
( t ) + R1SU

*
t ( t ) , U

*
( t ) ) - J ( U( t ) + R1SUt ( t ) , U( t ) ) ,

  G3( t ) = R1SJ ( Ut ( t ) , U( t ) ) ,

  G5( t ) = M( U( t ) + R2SUt ( t ) - U
*
( t ) - R2SU

*
t ( t ) ) ,

  G4( t ) = - MR2S$Ut ( t ) , G 6( t ) = P
*
( t ) + R3SP

*
t ( t ) - P( t ) - R3SP t ( t ) ,

  G7( t ) = R3SP t ( t ) , G9( t ) = #̈( U*
( t ) + R3SU

*
t ( t ) - U( t ) - R3SUt ( t ) ) ,

  G8( t ) = EP
*
t ( t ) , G10( t ) = R3S #̈( Ut ( t ) )1 

再者,令 �U( t ) = u( t ) - U
*
( t ) 和 �P ( t) = p ( t ) - P

*
( t ) 1 那么将式( 7)与式( 11)相减得出

  

( �Ut ( t ) , v) V (0,2) , 8 + ( J ( �U( t ) + R1S�Ut ( t ) , U
*
( t ) + �U( t ) ) , v) V ( 0, 2) , 8 +

  ( J ( U*
( t ) + R1SU

*
t ( t ) , �U( t ) ) , v) V ( 0, 2) , 8 + Ma( �U( t ) + R2S�Ut ( t ) , v) -

  b (�P ( t) + R3S�P t ( t ) , v) =

  - 6
4

j= 1

Gj ( t ) , v V
(0,2)

, 8
- ( G5( t ) , v ) V (0, 0) , 8 + b 6

7

j= 6

Gj ( t ) , v ,

  P v I 0
WM , N ( 8) , t I TS ,

E( �P t ( t ) , w ) V ( 0, 2) , 8 + b (w , �U( t ) + R3S�Ut ( t ) ) = - 6
10

j = 8

Gj ( t ) , w V
( 0,2)

, 8
,

  Pw I ÛWM, N ( 8) , t I TS1 

( 12)

此外,在 �8 上�U( r , K, H, 0) = 0以及 �P ( r , K, H, 0) = 01 
令

  E
*
( v, w, t ) = E1( v , w , t ) + E2( v , w , t ) + E3( v , t ) / 8,   t I TS1 

我们有下列结果,其证明将在下一节进行1 
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定理 2. 2  若 R1 = R3, 1/ 2 < R2, R3 [ 1, S [ (2R3- 1) / 8, U(1, K, H) = 0,并且对 s \1,

q \ 0, sc> 1和 qc> 2,

  U I C(0, T ; Hsc
V
(0,0)

, A ( I , H
qc
( S ) ) H H

3sc/ 4
V ( 0, 0) ( I , H

qc
( S) ) H W

1, ]
( 8) ) H

    H
1
(0, T ; H2

V
( 0, 2) ( 8 ) H B

1, q+ 1
0, 2, 0, 0( 8 ) ) H H

2
(0, T ; L2

V
(0,2) ( 8) ) ,

  5 rU I C(0, T ; B
sc, qc+ 1

V (0,1) , A ( 8 ) ) H H
1
(0, T ; B

s , 1

V ( 0, 1) , A ( 8) ) ,

  P I C(0, T ;H
s , q

V ( 0, 2) , A ( 8 ) ) H H
1
(0, T ; L 2

0, V
( 0, 2) ( 8 ) ) ,

则对所有 t I TS,

  E
*
( u - U, p - P, t ) [ c

* 1
E
( M

- 2s
+ N

- 2q
+ S2) + E ,

c
* 是一个正常数, 其依赖于 R2、R3、M、T 以及 U和P 在所述空间中的范数1 

如果 E= O ( M
- s
+ N

- q
+ S) , 则我们可得到较好的收敛速度1 

定理 2. 3  假设 R1 X R3并且定理2. 2的其它条件都满足 1 如果另有N = O ( M
C
) , E=

O ( S) = O ( M
- K
) , s > ( C+ K+ 2) / 2, q > ( C+ K+ 2) / (2C) 以及 K> C+ 2, 则对所有 t

I TS,

  E
*
( u - U, p - P, t ) [ c

*
( M

- 2s+ K
+ M

- 2qC+ K
+ M

- K
) ,

c
* 的含义与定理 2. 2中的相同1 
2. 4  数值结果

现在我们用 R1 = 0和 R2 = R3 = 1情形下的格式( 7)数值求解( 5) 1 取试验函数
  U = ¨@ U,

  U= 1
4
( r

2
- 1)2[ e2x 1e1 + ex 2e2+ e0. 5x 3 e3] e

0. 1t
,

  P = er
2
- 1
( sin( x 1) + sin(1. 5x2) + sin(2x 3) ) e

0. 5t1 
为了确保计算数值误差的精确度以及计算诸如格式( 7)中初始定解条件和右端项的展开式系

数的精确度,我们运用 �M = 11和 �N = 63下的Gauss型求积公式1 

其次,我们分别用 r
( A, B)
�M, m 和 X

( A, B)
�M, m 表示 J

( A, B)
�M+ 1 ( r) 的零点和相应的Christoffel数 1 此外,令

X�N = 2P/ (2�N + 1) 以及

  ( r �M, m , K�N , l , H�N , n) = ( r
(0, 2)
�M, m , lX�N , arc sin(2r (0, 0)

�N , n
- 1) ) ,

  X�M , �N , m, l , n = 2X(0, 2)�M , mX�N X
(0, 0)

�N , n
1 

我们用 uM, N ( t ) 和 pM, N ( t ) 表示由格式(7) 确定的数值解 1 uM, N ( t ) 的数值误差由

  eM, N ( u( t ) ) = 6
�M

m= 0
6
2�N

l = 0
6
�N

n= 0
X�M , �N , m , l , n | U( r �M , m , K�N , l , H�N , n , t ) -

    uM, N ( r �M , m, K�N , l , H�N , n , t ) |
2

1/ 2

描述1 符号 eM, N ( p ( t ) ) 有类似的意义1 

在图 1和2中我们画出了 t = 1时,在 M= 10- 3
, E= 10- 7 和 S = Sj 下的平均数值误差

eM , N ( u( t ) ) 和 eM, N ( p ( t ) ) 随M = N 的变化,其中 S1 = 2. 5 @ 10
- 3
, S2 = 5. 0 @ 10

- 4
, S3 = 110

@ 10- 4, S4 = 2. 0 @ 10- 51 数值结果表明,即使在小模式的 M 和N 下所述算法也提供了精度很

高的数值解 1 结果也表明随着 M = N 的增大和S的减小, 误差快速递减,这正如定理 2. 3所

预料的那样1 
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图 1  速度的数值误差 图 2 压力的数值误差

图 3  速度的数值误差 图 4 压力的数值误差

图 5  速度的数值误差 图 6 压力的数值误差

根据定理 2. 3, 为了获得更好的收敛速度, 对于固定的 M、N 和 S我们应该选择合理的E

值 1 在图 3和 4中,通过变化 M = N 和不同的小参数E,我们比较了 t = 1时在 M= 10- 3及

S= 10- 4下的数值误差 eM, N ( u( t ) ) 和 eM, N ( p ( t ) )1 我们发现,对过大或者过小的 E, 数值精

度可能会降低, 这证明了误差估计的正确性1 

在图 5和 6中我们画出了 t = 1时,在M= 10- 5
, E= 10- 7, S= 10- 4和不同M = N下的数值

误差 eM, N ( u( t )) 和 eM, N ( p ( t ) )1 结果表明,即使对小粘性的情形我们的方法依然有效1 

最后,在图 7和 8中我们画出了 0 [ t [ 5时,在M= 10- 3
, E= 10- 7

, S= 10- 4和不同M =
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图 7  速度的数值误差 图 8 压力的数值误差

N 下的数值误差 eM, N ( u( t ) ) 和 eM, N ( p ( t ) )1 结果表明格式( 7)相当稳定1 

3  误 差分 析

本节中我们证明定理 2. 1~ 2. 31 c将表示不依赖于任何函数, M 和N 的正常数1 
3. 1  几个引理

首先我们构建几个引理1 
引理 3. 1  令

  A [ C+ 2, B [ D+ 21 ( 13)

则对任何 v I H
1
V
( A, B) ( I ) ,

  +v + V
( C, D)

, I [ c +v +1, V
( A, B)

, I 1 

特别,当 A= C= D= 0 和 B= 2时, c = 2 21 

证明  根据文献[ 27]的引理 3. 4, 对任何 v I H
1
V
( Ac, Bc) ( I ) , 1 < Ac [ C+ 2和1 < Bc [ D+

2, 成立 +v + V
( C, D)

, I [ c +v +1, V
( Ac, Bc)

, I 1 若 A, B> 1,那么我们直接得到了所要的结果1 若 A,

B [ 1, 则我们取 Ac = C+ 2 > 1和 Bc = D+ 2 > 11 因此,

  +v + V
( C, D)

, I [ c +v +1, V
( Ac, Bc)

, I [ c +v +1, V
( A, B)

, I ,

其蕴涵了所要的结果1 我们可以类似地处理其它情形1 
其次,我们来确定在 A= C= D= 0 且 B= 2时常数 c的值1 容易看出

  v
2
( r ) r = Q

r

0
5 s( v

2
( s) s )ds = Q

r

0
v
2
( s )ds + 2Q

r

0
v ( s)5 sv ( s) sds1 

在区间( 0, 1)上分部积分上式,我们推出

  Q
1

0
v
2
( r) rdr = rQ

r

0
v
2
( s)ds

1

0
- Q

1

0
v
2
( r ) rdr +

    2rQ
r

0
v( s )5 sv( s ) sds

1

0
- 2Q

1

0
v ( r)5 rv ( r ) r 2dr1 

因而,

  Q
1

0
v
2
( r) dr = 2Q

1

0
v
2
( r ) rdr + 2Q

1

0
v( r )5 rv ( r) r ( r - 1)dr 1 ( 14)

此外,通过运用 Cauchy 不等式,我们从以上等式得到

  Q
1

0
v
2
( r) dr [ 2 Q

1

0
v
2
( r )dr

1/ 2

Q
1

0
v
2
( r ) r

2dr
1/ 2

+ Q
1

0
(5 rv( r ) ) 2r 2dr

1/ 2

1 
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因此,

  +v + V
(0,0)

, I [ 2( +v + V
( 0, 2)

, I + | v | 1, V (0,2) , I ) [ 2 2+v +1, V
(0,2)

, I 1 t

引理 3. 2  令
  A [ 0, C\ 0, B [ D+ 21 ( 15)

则对任何 v I 0
H

1
V
( A, B) ( I ) ,

  +v + V
( C, D)

, I [ c | v | 1, V ( A, B) , I,

特别,当 A= C= D= 0和 B= 2时, c = 21 
证明  根据引理 3. 1, +v + V

( C, D)
, I 有限 1 因而,一般结果来自文献[ 25] 的注记 2. 31 我

们接下来确定在 A= C= D= 0和 B= 2时的常数 c 1 事实上,我们从条件 v(1) = 0得到

Q
1

0
v
2
( r ) rdr = Q

1

0
drQ

r

1
5 s( v

2
( s) s )ds = rQ

r

1
5 s( v2( s ) s)ds

1

0
- Q

1

0
r5 r ( v2( r ) r )dr =

  - Q
1

0
v
2
( r ) rdr - 2Q

1

0
v( r )5 rv ( r) r 2dr1 

由此

  Q
1

0
v
2
( r) rdr + Q

1

0
v ( r )5 rv ( r ) r2dr = 01 ( 16)

将式( 16)代入式( 14)并运用 Cauchy 不等式,我们得到

  Q
1

0
v
2
( r) dr = - 2Q

1

0
v ( r )5 rv ( r ) rdr [ 2 Q

1

0
v
2
( r )dr

1/ 2

Q
1

0
(5 rv( r ) ) 2r 2dr

1/ 2

,

其蕴涵了 c = 21 t
引理 3. 3(文献[ 25]的定理 2. 2)  对任何 < I PM ( I ) 和 d \ 0,

  + <+d, V
( A, B)

, I [ cM
2d + <+ V

( A, B)
, I 1 

引理 3. 4  对任何 < I WN ( S ) 和正整数 d 1 [ d2,

  | < | d
2
, S [ 2( d2- d1) / 2Nd

2
- d

1 | < | d
1
, S1 

证明  该结果基于对任何正整数 d , 成立关系(参考文献[ 24] )

  | < | d, S = 6
N

n= 0
6
n

l= - n

( n
2
+ n )

d
| <

^

l , n |
2 1/ 2

1 ( 17)

t
引理 3. 5  对任何 < I WM , N ( 8) , B> 1和 0 [ d [ 2,

  + <+d, V
( A, B)

, 8 [ c(M
2
N )

d + <+ V
( A, B)

, 8 1 ( 18)

此外,对 d = 1, 2,

  + <+d, V
( A, B)

, 8 [ cM
2
N + <+d- 1, V

( A, B)
, 81 ( 19)

证明  0 [ d [ 1下的结果是文献[ 26] 的定理2. 2的结论,故只需要处理 d > 1的情形1 
首先我们考虑 d = 21 我们相继运用引理 3. 3和引理 3. 1推出

  1

r
25 r ( r

25 r<)
2

V
( A, B)

, 8
[ cM

4
( +5 r<+2

V
( A, B)

, 8 + +<+2
V
( A, B- 2)

, 8 ) [

    cM
4 +<+2

1, V
( A, B)

, 81 ( 20)

其次, <(0, K, H) 不依赖 K和 H,故在 r = 0处 5K< = 5H< = 01 它结合引理3. 4导致

  1
r
2

1

cos2H
52K<+

1
cosH

5H( cosH5H<)
2

V
( A, B)

, 8
= Q

1

0

1
r
<( r )

2

2, S
V
( A,B- 2)

( r )dr [

    2N 2Q
1

0

1
r
<( r )

2

1, S
V ( A, B- 2)

( r) dr =
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    2N 2Q
1

0

1
r
( <( r ) - <(0) )

2

1, S
V ( A, B- 2)

( r )dr1 ( 21)

现在,令

  <( r , K, H) = 6
N

n= 0
6
n

l = - n

<l , n( r ) Yl, n ( K, H) ,

  <l , n( r ) = Q
2P

0Q
P/ 2

- P/ 2
<( r , K, H)�Yl , n( K, H) cosHdHdK1 

显然, <l , n 的实部和虚部都属于 PM( I )1 由于当 r y 0时 <l, n ( r ) y <l , n(0) , 我们得到

  1
r
( <( r , K, H) - <(0, K, H) ) = 6

N

n= 0
6
n

l= - n

<*l , n( r ) Yl , n( K, H) , ( 22)

其中 <
*
l , n( r ) = ( <l , n( r ) - <l , n(0) ) / r 且<

*
l , n 的实部和虚部都属于PM- 1( I )1 因此,运用引理

3. 1和 3. 3得出

  + <
*
l, n +2

V
( A, B- 2)

, I [ c + <
*
l, n +2

1, V
( A, B)

, I [ cM
4 + <

*
l, n +2

V
( A, B)

, I 1 ( 23)

从而,式( 17)和式( 20) ~ ( 23)的组合导致

  + <+2
2, V

( A, B)
, 8 [ cM

4 + <+2
1, V

( A, B)
, 8 + 2N

2 6
N

n= 0
6
n

l= - n

( n
2
+ n) +<*l , n +2

V
( A, B- 2)

, I [

    cM
4 +<+2

1, V
( A, B)

, 8 + c(M
2
N )

2 6
N

n= 0
6
n

l= - n

( n
2
+ n ) + <

*
l , n +2

V
( A, B)

, I =

    cM
4 +<+2

1, V
( A, B)

, 8 + c(M
2
N )

2Q
1

0

1
r
( <( r ) - <(0) )

2

1, S
V ( A, B) ( r) dr [

    c( M
2
N)

2 + <+2
1, V ( A, B) , 81 

这蕴涵了式( 19)的情形 d = 21 此外, +<+1, V
( A, B)

, 8 [ cM
2
N + <+ V

( A, B)
, 8 , 见文献[ 26]的定理

2. 21 因此,

  + <+2, V
( A, B)

, 8 [ c(M
2
N )

2+ <+ V
( A, B)

, 81 ( 24)

最后,对1 < d < 2,我们将空间H
d
V
( A, B) ( 8 ) = H

( d- 1)2+ ( 2- d)1
V ( A, B) ( 8 ) 看作在空间H

2
V
( A, B) ( 8) 和

H
1
V
( A, B) ( 8 ) 之间的插值1 那么,利用式( 18)和( 24)我们得到

  + <+d, V
( A, B)

, 8 [ c + <+
d- 1

2, V
( A, B)

, 8 + <+
2- d

1, V
( A, B)

, 8 [

    c( M
2
N)

2(d- 1)+ (2- d) + <+ V
( A, B)

, 8 = c(M
2
N )

d + <+ V
( A, B)

, 81 t

引理 3. 6  对任何 v I H
2
V
( 0, 2) ( 8 ) ,

  +v +2
] , 8 [ c +v +2, V

( 0, 2)
, 8 +v +1, V

(0,2)
, 81 

该引理是 Gagliardo-Nirenberg 型不等式,其将在本文的附录中证明1 
引理 3. 7  对任何 < I WM , N ( 8) ,

  + <+ ] , 8 [ cMN
1/ 2 +<+1, V

( 0, 2)
, 81 

若另有 < I 0
WM, N ( 8) , 则

  + <+ ] , 8 [ cMN
1/ 2

| < | 1, V (0,2) , 8 1 
证明  运用引理 3. 5和 3. 6,我们推出

  + <+ ] , 8 [ c + <+1/ 2
2, V

(0,2)
, 8 + <+1/ 2

1, V
( 0, 2)

, 8 [ cMN
1/ 2 + <+1, V

(0,2)
, 81 

若另有 < I 0
WM , N ( 8) , 则我们由引理 3. 2得到 + <+ V

(0,2)
, 8 [ 2 | < | 1, V (0,2) , 8 1 第 2个结果即

刻随以上两个估计式产生1 t

引理 3. 8(文献[ 26]的定理 2. 3)  对任何 v I H
s, q

V ( A, B) , A ( 8) 和整数 s, q \0,
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  +PM, N , A, B, 8v - v + V
( A, B)

, 8 [ c(M
- s
+ N

- q
) | v | H s, q

V( A, B) , A
( 8) 1 

引理 3. 9(文献[ 26]的定理 2. 5)  令
  A= C= 0, 1 < B [ D+ 2, ( 25)

则对任何 v I 0
H

1
A, B, C, D( 8) H B

1, q
A, B, C, B- 2( 8) ,5 rv I B

s- 1, 1

V ( A, B- 1) , A ( 8 ) 和整数 s \ 2, q \ 1,

  +0
P

1
M, N, A, B, C, D, 8v - v +1, A, B, C, D, 8 [

    c( M
1- s

+ N
1- q

) ( | v |
2
B
1, q

A, B, C, B- 2
( 8) + | 5 rv | 2B s- 1,1

V
( A, B- 1)

, A
( 8) )

1/ 21 

引理 3. 10(文献[ 26]的定理 2. 7)  令
  A= C= 0, D [ 2, 1 < B [ min( D+ 2, 2) 1 ( 26)

则对任何满足 v( 1, K, H) = 0 的 v I H
s
V
(0,0)

, A ( I , H
q
( S) ) H H

3s / 4

V ( 0, 0) ( I , H
q
( S ) ) , 5 rv I

B
s , q+ 1
V ( A, B- 1) , A ( 8 ) ,以及 s > 1, q > 2,

  +0
P

1
M, N, A, B, C, D, 8v + ] , 8 [

    c( +5 rv +B
s, q+ 1

V
( A, B- 1)

, A
( 8) + +v +H

s

V
( 0, 0)

, A
(I , H

q
( S) ) + +v +H

3s/4

V
( 0, 0) (I , H

q
( S) ) )1 

注记 3. 1 为了使引理 3. 10 中的0P1
M, N, A, B, C, D, 8v 有意义,有必要要求 v I H 1

A, B, C, D( 8 ) , 此要求可以由条

件( 26)保证1 
注记 3. 2 前面各引理的结果对向量函数也成立1 不过此情形下出现在这些引理中的数量函数的空间、

半范数和范数要用相应的向量函数的空间、半范数和范数代替1 

以下引理是文献[ 3]中引理 3. 2的一种特殊情形1 
引理 3. 11  令 E ( t) 为TS上的非负函数, R( t ) 为 TS上的非减函数, H ( t ) = H ( E ( t ) ) 是

与 E ( t) 相关的函数 1 常数 A 1 > 0, A 2 \ 01 假设满足
( � ) 若 E( t) [ A 2,则 H ( t) [ 0;

( � ) 对所有 t I TS, E ( t ) [ R ( t) + S 6
tcI T

S
, tc< t

( A 1E ( tc) + H ( tc) ) ;

( � ) 对某个 tc I TS, R ( tc) eA 1
tc [ A 21 

则对所有 t I TS且 t [ tc, 成立

  E( t) [ R( t) eA 1
t1 

3. 2  定理 2. 1的证明
现在我们证明定理 2. 11 令 G是一正常数,且 G< R2+ R31 我们在式(9) 的第1和第2式

中分别取 v = 2( �u ( t ) + R3S�ut ( t ) ) 和w = 2(�p ( t ) + R3S�p t ( t ) ) , 并将导出的两等式相加1 从而
利用式( 4)和( 6)计算得到

  ( +�u( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + E+�p ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 ) t + 2S( R3- 1/ 2) ( +�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +

    E+�p t ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 ) + MS( R2+ R3 - G) ( | �u ( t ) | 21, V ( 0, 2) , 8 ) t +

    M(2 - G) | �u( t ) | 21, V (0,2) , 8 + MG | �u( t + S) | 21, V ( 0, 2) , 8 -

    MS2Q( R2, R3) | �ut ( t ) | 21, V (0,2) , 8 =

    6
4

j= 1
Fj ( t ) + 2(�f ( t ) , �u ( t ) + R3S�ut ( t ) ) V (0,2) , 8 +

    2( �g ( t ) , �p ( t ) + R3S�p t ( t ) ) V ( 0, 2) , 8 , ( 27)

其中

  F1( t ) = 2S( R1- R3) ( J (�u( t ) , u( t ) ) , �ut ( t ) ) V ( 0, 2) , 8 ,

  F2( t ) = 2S( R1- R3) ( J (�u( t ) , �u( t ) ) , �ut ( t ) ) V ( 0, 2) , 8 ,
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  F3( t ) = 2( J ( �u ( t ) , �u ( t ) ) , u( t ) + R1Sut ( t ) ) V ( 0,2) , 8 ,

  F4( t ) = 2R3S( J ( �ut ( t ) , �u( t ) ) , u ( t ) + R1Sut ( t ) ) V (0, 2) , 81 
在即将进行的讨论中, Q1和 Q2表示某些正常数,其值将在后面确定1 

现在我们估计 Fj ( t ) 1 首先运用分部积分推出 F 1( t ) = A 1( t ) + A 2( t ) , 其中

  A 1( t ) = S( R1- R3) ( ( u ( t )# )̈�u( t ) , �ut ( t ) ) V (0,2) , 8 ,

  A 2( t ) = - S( R1- R3) ( ( u( t )# )̈ �ut ( t ) , �u ( t ) ) V (0,2) , 81 
显然

  A 1( t ) [ Q1S+�ut ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 +
( R1- R3)

2

4Q1
S+ u( t ) +2

] , 8 | �u( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 ,

  A 2( t ) [ 1
2 Q2MS

2
| �ut ( t ) |

2
1, V

( 0, 2)
, 8 +

    
( R1- R3)

2

2Q2M
+u( t ) +2

] , 8 +�u ( t ) +2
V
(0, 2)

, 8 [

    Q2M( | �u ( t ) |
2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �u ( t + S) |

2
1, V

(0,2)
, 8 ) +

    
( R1- R3)

2

2Q2M
+u( t ) +2

] , 8 +�u ( t ) +2
V
(0, 2)

, 81 

因此,

  F1( t ) [ Q2M( | �u( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 + | �u( t + S) | 21, V (0,2) , 8 ) +

    Q1S+�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +
( R1- R3)

2

4Q1
S+ u( t ) +2

] , 8 | �u ( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 +

    
( R1- R3)

2

2Q2M
+u( t ) +2

] , 8 +�u ( t ) +2
V
(0, 2)

, 81 

按照以上相同的方式,我们运用引理3. 7可证实

  F2( t ) [ Q2M( | �u( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 + | �u( t + S) | 21, V (0,2) , 8 ) +

    Q1S+�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +
( R1- R3)

2

4Q1
S+�u ( t ) +2

] , 8 | �u ( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 +

    
( R1- R3)

2

2Q2M
+�u( t ) +2

] , 8 +�u ( t ) +2
V
(0, 2)

, 8 [

    Q2M( | �u ( t ) |
2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �u ( t + S) |

2
1, V

(0,2)
, 8 ) + Q1S+�ut ( t ) +2

V
(0,2)

, 8 +

    
c
2
0( R1- R3)

2

4Q1
SM2

N | �u ( t ) | 41, V (0,2) , 8 +

    
c
2
0( R1- R3)

2

2Q2M
M

2
N +�u ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 8 | �u ( t ) |
2
1, V

( 0, 2)
, 81 

类似,

  F3( t ) [ 3Q2M| �u( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 +

1
3Q2M

||| u |||
2
] +�u ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 8 +

    Q2M+ #̈�u ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +
1

4Q2M
||| u |||

2
] +�u( t ) +2

V
(0,2)

, 8 [

    6Q2M| �u( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 +

7
12Q2M

||| u |||
2
] +�u( t ) +2

V
(0,2)

, 8 ,

  F4( t ) [ 1
2 Q2MS

2
| �ut ( t ) |

2
1, V

(0,2)
, 8 +

2
Q2M

||| u |||
2
] +�u ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 8 +

    Q1S+�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +
1

4Q1
S ||| u ||| 2] + #̈�u ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 8 [
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    Q2M( | �u ( t ) |
2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �u ( t + S) | 21, V (0,2) , 8 ) + Q1S+�ut ( t ) +2

V
(0,2)

, 8 +

    3
4Q1

S ||| u ||| 2] | �u ( t ) | 21, V ( 0, 2) , 8 +
2
Q2M

||| u |||
2
] +�u( t ) +2

V
(0,2)

, 8 1 

此外,

  2(�f ( t ) , �u ( t ) + R3S�ut ( t ) ) V ( 0, 2) , 8 + 2(�g ( t ) , �p ( t ) + R3S�p t ( t ) ) V (0,2) , 8 [

    +�u( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + Q1S+�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + 1+
S
Q1

+�f ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 +

    E+�p ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + 4Q1ES+�p t ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 +
1
E

1+
S

4Q1
+�g ( t ) +2

V
(0,2)

, 8 ,

  MS2Q( R2, R3) | �ut ( t ) |
2
1, V

(0,2)
, 8 [

    2MQ( R2, R3) ( | �u ( t ) |
2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �u ( t + S) | 21, V (0,2), 8 ) 1 

将前面的这些估计式代入式( 27) ,我们得到

  ( +�u( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + E+�p ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 ) t + S(2( R3- 1/ 2) -

    4Q1) ( +�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + E+�p t ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 ) + MS( R2 + R3 -

    G) ( | �u ( t ) |
2
1, V

(0, 2)
, 8 ) t + M( G- 3Q2- 2Q( R2, R3) ) | �u ( t + S) |

2
1, V

(0,2)
, 8 +

    M 2 - G- 9Q2- 2Q( R2, R3) -
c
2
0( R1- R3)

2

2Q2M
2 M

2
N ( +�u ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 8 +

    
Q2M
2Q1

S | �u( t ) | 21, V (0,2) , 8 ) | �u( t ) | 21, V (0,2) , 8 [

    25
12Q2M

||| u( t ) |||
2
] + 1 +�u( t ) +2

V
(0,2)

, 8 +

    1
Q1

||| u( t ) |||
2
] S | �u( t ) |

2
1, V

(0,2)
, 8 + E+�p ( t ) +2

V
(0,2)

, 8 +

    1 +
S
Q1

+�f ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 +
1
E

1 +
S

4Q1
+�g ( t ) +2

V
( 0, 2)

, 81 ( 28)

基于式( 8) , 我们可取

  G=
1
2
+ Q( R2, R3) , Q1 =

1
4

R3-
1
2

, Q2 =
1
12
(1- 2Q( R2, R3) )1 

显然, 1 - 2Q( R2, R3) = (2R2- 1) (2R3- 1)1 因而,可以验证

  2( R3- 1/ 2) - 4Q1 = R3- 1/ 2, R2+ R3- G= 2R2R3 - 1/ 2,

  G- 3Q2- 2Q( R2, R3) = (1 - 2Q( R2, R3) ) / 4,

  2- G- 9Q2- 2Q( R2, R3) = 3(1 - 2Q( R2, R3) ) / 41 
此外,由于 1/ 2 < R2, R3 [ 1, 我们看到

  
Q2

2Q1
=

(2R2- 1) (2R3- 1)

6( R3- 1/ 2)
=

2
3

R2-
1
2

[ 2
3

2R2R3-
1
2

< 2R2R3-
1
2
1 

结合以上这些关系, 式( 28)表示为

( E 1( �u , �p , t ) ) t + S( R3 - 1/ 2) ( +�ut ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + E+�p t ( t ) +2
V
(0,2)

, 8 +

  M
4
(1- 2Q( R2, R3) ) ( | �u( t ) |

2
1, V

(0,2)
, 8 + | �u( t + S) | 21, V ( 0, 2) , 8 ) +

  M
2

1- 2Q( R2, R3) -
12c20( R1- R3)

2

M2(1 - 2Q( R2, R3) )
M

2
NE1( �u , �p , t ) | �u( t ) |

2
1, V (0,2) , 8 [

  c* ( u) E1( �u , �p , t ) + 1+
8S

2R3 - 1 +�f ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 +
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  1
E

1+
2S

2R3- 1 +�g ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 81 ( 29)

将此不等式关于 t I TS相加并运用条件 S [ (2R3- 1) / 8, 我们得到

  E( �u , �p , t ) [ Q(�u0, �p 0,�f , �g , t ) + S 6
tcI T

S
, tc< t

( c* ( u) E (�u, �p , tc) + h( tc) ) , ( 30)

其中

h ( t ) = -
M
2

1- 2Q( R2, R3) -
12c20( R1- R3)

2

M2(1- 2Q( R2, R3) )
M

2
NE( �u , �p , t ) | �u( t ) |

2
1, V

(0,2)
, 8 1 

最后将引理 3. 11应用到式( 30)我们便完成了证明,这里对应引理 3. 11, E ( t) = E (�u , �p , t ) ,

H ( t ) = h( t ) , R ( t ) = Q(�u0, �p 0,�f , �g , t ) , A 1= c* ( u) ,对于情形 R1 = R3取A 2= + ] ,其它情

形取 A 2 =
1
12

M(1- 2Q( R2, R3) )
c0( R1- R3)

2

M
- 2
N
- 11 

3. 3  定理 2. 2和 2. 3的证明
现在来证明定理 2. 2和 2. 31 通过对式( 9)和( 12)的比较, 我们可按照推导式( 29)的相同

方式得到

( E 1( �U, �P , t ) ) t + S( R3- 1/ 2) ( +�Ut ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 + E+�P t ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 ) +

  M
4
(1- 2Q( R2, R3) ) ( | �U( t ) |

2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �U( t + S) | 21, V ( 0, 2) , 8 ) +

  M
2

1- 2Q( R2, R3) -
12c20( R1- R3)

2

M2(1 - 2Q( R2, R3) )
M

2
N E 1( �U, �P , t ) | �U( t ) | 21, V (0,2) , 8 [

  c* ( U
*
) E1( �U, �P , t ) + 1 +

8S
2R3- 1 6

4

j = 1
Gj ( t )

2

V
(0,2)

, 8 +

  1
E

1+
2S

2R3- 1 6
10

j= 8

Gj ( t )
2

V
(0,2)

, 8
-

  2( G5( t ) , �U( t ) + R3S�Ut ( t ) ) V ( 0,0) , 8 + 2b 6
7

j= 6

Gj ( t ) , �U( t ) + R3S�Ut ( t ) 1 ( 31)

为简便起见,我们令 Q3 = (1- 2Q( R2, R3) ) / 1121 运用引理3. 2,我们导出

- 2( G5( t ) , �U( t ) + R3S�Ut ( t ) ) V (0,0), 8 [

  4Q3M+�U( t ) +2
V
( 0, 0)

, 8 + Q3MS
2 +�Ut ( t ) +2

V
( 0, 0)

, 8 +
5

4Q3M
+G5( t ) +2

V
(0,0)

, 8 [

  16Q3M| �U( t ) |
2
1, V

( 0,2)
, 8 + 8Q3M( | �U( t ) |

2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �U( t + S) | 21, V ( 0, 2) , 8 ) +

  5
Q3M

| G5( t ) |
2
1, V ( 0, 2) , 81 

可以看出

  2b 6
7

j= 6
Gj ( t ) , �U( t ) + R3S�Ut ( t ) [

    4Q3M+ #̈�U( t ) +2
V
(0,2)

, 8 + Q3MS
2+ #̈�Ut ( t ) +2

V
(0,2)

, 8 +

    5
4Q3M 6

7

j= 6
Gj ( t )

2

V
(0,2)

, 8 [

    12Q3M| �U( t ) |
2
1, V

( 0,2)
, 8 + 6Q3M( | �U( t ) |

2
1, V

( 0, 2)
, 8 +

    | �U( t + S) | 21, V (0,2) , 8 ) +
5

2Q3M6
7

j= 6

+Gj ( t ) +2
V
( 0,2)

, 81 

由于 S [ (2R3- 1) / 8, 式( 31)可以简化为
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( E 1( �U, �P , t ) ) t + S( R3- 1/ 2) ( +�Ut ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 + E+�P t ( t ) +2
V
( 0, 2)

, 8 ) +

  M
8
(1- 2Q( R2, R3) ) ( | �U( t ) |

2
1, V

( 0, 2)
, 8 + | �U( t + S) | 21, V ( 0, 2) , 8 ) +

  M
4

1- 2Q( R2, R3) -
24c

2
0( R1- R3)

2

M2(1 - 2Q( R2, R3) )
M

2
N E 1( �U, �P , t ) | �U( t ) | 21, V (0,2) , 8 [

  c* ( U
*
) E1( �U, �P , t ) + ( Q* ( t ) ) t , ( 32)

其中

  Q* ( t ) = S 6
tcI T

S
, tc< t

8 6
4

j= 1
+Gj ( tc) +2

V
(0,2)

, 8 +
6
E 6

10

j= 8
+Gj ( tc) +2

V
( 0, 2)

, 8 +

    5
2Q3M

S 6
tcI T

S
, tc< t

2 | G5( tc) | 21, V (0,2) , 8 + 6
7

j= 6
+G j ( tc) +2

V
(0,2)

, 8 1 

采用与定理2. 1的证明最后部分相同的论述,我们得出结论:若 R1 = R3, 或

  Q* ( T ) ec* ( U
*
) T [ 1

24

M(1- 2Q( R2, R3) )
c0( R1- R3)

2

M
- 2
N
- 1
, ( 33)

则对所有 t I TS,

  E
*
(�U, �P , t ) [ Q* ( t ) ec* ( U

*
) t1 ( 34)

至此,剩下要估计 Q* ( T) 和 c* ( U
*
) 1 在 R1 X R3的情形下,我们也需要检验定理 2. 3的

诸条件是否能确保式( 33)的正确性1 首先, 我们熟知

  vt ( t ) =
1
SQ

t+ S

t
5Nv( N)dN, v t ( t ) - 5 tv ( t ) =

1
SQ

t+ S

t Q
tc

t
52Nv( N)dNdtc1 ( 35)

运用上式和Cauchy 不等式, 我们推出对于 s \ 1, q \ 0,

+G1( t ) +2
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, 8 [ 2+ Ut ( t ) - 5 tU( t ) +2
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tc

t
52NU( N)dNdtc

2

V
(0,2)
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既然 +v + V
(0,2)

, 8 [ +v + V
(0,0)

, 8 , 我们运用引理 3. 9可得到
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其次,我们有

+G2( t ) +2
V
( 0,2)

, 8 [ 4+( ( U
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( t ) - U( t ) )# )̈ ( U( t ) + R1SUt ( t ) ) +2
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*
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, 81 
因而,结合引理 3. 9和 3. 10,我们导出对于 sc > 1, qc > 2,

8S 6
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S
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其中

  ( ( U, sc, qc) = +5 rU+C(0, T ; B
sc, qc+ 1

V ( 0, 1) , A
( 8 )) + + U+C(0, T ;H

sc

V
(0,0)

, A
( I , H

qc
( S)) ) +

    + U+C(0, T ; H
3sc/4
V
(0,0) ( I , H
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( S)) ) 1 

运用式( 35) ,容易得到

  8S 6
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S
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V
( 0, 2) ( 8 )) 1 

再运用引理3. 9得出

  5
Q3M

S 6
tcI T

S
, tc< t

| G5( tc) | 21, V (0,2) , 8 [

    10M
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S 6
tcI T

S
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( (1 - R2)
2
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*
( tc) | 21, V (0,2) , 8 +

    R22 | U( tc+ S) - U
*
( tc+ S) | 21, V (0,2) , 8 ) [

    c
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- 2s
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- 2q
) ( + U+2
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0,2,0,0
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  6
E
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(0,2)
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    c
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- 2s
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) ( +U+2
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1, q+ 1
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( 8 )) + +5 rU+2
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s, 1

V
( 0, 1)

, A
( 8) ) )1 

按相同的方式, 我们运用引理 3. 8得到

  5
2Q3M

S 6
tcI T

S
, tc< t

+G6( tc) +2
V
(0,2)

, 8 [ c
Q3M

(M
- 2s

+ N
- 2q

) +P +2
C(0, T ; H

s, q

V (0,2) , A
( 8) ) 1 

由于 H
0, 0
V ( 0, 2) , A ( 8) = L

2
V
(0,2) ( 8) , 我们运用式( 35)和引理 3. 8推出

  6
E
S 6
tcI T

S
, tc< t

+G8( tc) +2
V
(0,2)

, 8 [

    12ES 6
tcI T

S
, tc< t

( +P t ( tc) +2
V
(0,2)

, 8 + +P *
t ( tc) - P t ( tc) +2

V
(0,2)

, 8 ) [

    12E+P +2
H
1
(0, T ; L

2

V
( 0, 2) ( 8 )) + c E+P +2

H
1
(0, T ; H

0,0

V
( 0, 2)

, A
( 8 )) [

    c E+P +2
H

1
(0, T ; L

2

V
( 0, 2) ( 8 )) 1 

最后,由引理 3. 10,

  c* ( U
*
) [ c

M(1 - 2Q( R2, R3) )
( 2( U, sc, qc) + 11 

前述的诸估计式连同式 ( 34) 蕴涵了如果定理 2. 2 的条件都满足, 则 Q* ( T) =

O ( E
- 1
(M

- 2s
+ N

- 2q
+ S

2
) + E) , 从而

  E
*
(�U, �P , t ) [ c

* 1
E
(M

- 2s
+ N

- 2q
+ S2) + E 1 

我们可以运用引理 3. 8和3. 9估计 E
*
( U

*
- U, P

*
- P , t )1 这样,即刻就有定理 2. 2的结

论1 
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若N = O ( M
C
) 和 E = O ( S) = O ( M

- K
) , 则 M

2
N = O ( M

C+ 2
) 且 Q* ( T ) =

O ( M
- 2s+ K

+ M
- 2qC+ K

+ M
- K
)1 若另有 s > ( C+ K+ 2) / 2, q > ( C+ K+ 2) / (2C) 以及 K>

C+ 2,则 Q* ( T ) = o( M
- 2
N
- 1
) , 因而条件( 33)满足1 以上陈述连同与前面相同的理由可导致

定理 2. 3的结论1 

4  结   论

在本文中, 我们提出了一种用于球内 Navier-Stokes方程的全离散 Jacob-i球面调和谱方法,

该方法具有几方面的优点1 1) 我们对空间自变量运用了球面坐标, 从而避免了在球面上边界

条件的逼近1 2) 我们计算了 Descartes坐标下的速度分量,因而只要求解一个简单的数量函数

方程组1 这在本质上简化了计算和分析1 3) 由球面调和函数的正交性, 我们导出了关于速度

和压力的展开式系数的离散方程组, 其适合于并行计算1 4) 得益于正交逼近的快速收敛性,

即使在小模式下我们也得到了高精度的数值结果1 5) 我们构造了带人工压缩的混合谱格式,

因而不对压力强制任何人工边界条件1 
所提出的方法也可应用到许多其它重要问题, 例如, 用于球隙间 Navier-Stokes 方程的

Galerkin方法(参考文献[ 34] ) , 可压缩流体在球形区域内的流动, 地球内部的流体运动以及天

体物理中的某些问题等1 为了估计数值误差,我们在本文中发展了一些技巧,这些技巧可用于

分析球形区域上非线性问题的各种谱方法1 

附   录

本附录用于证明引理 3. 61 令 R3为三维 Euclidean空间,区域D A R31 对任何整数 s \ 0, H s ( D ) 表示通

常的 Sobolev 空间,具有半范数 | u | H s
( D) 和范数 + u+ H

s
( D)1 

命题 A. 1 对任何 u I H 2( R3) ,

  + u+ 2
L

]
( R

3
) [ 4

P
| u | H 2

( R
3
) | u | H 1

(R
3
)1 

证明  令 x = ( x 1, x 2, x 3)
T I R3 为任何定点 1 变量 y = ( y 1, y 2, y 3)

T I R 3, 且

  y 1 = x 1+ rcosKcosH, y 2 = x 2 + r sinKcosH, y 3 = x3 + r sinH1 

其次,我们记 w( r , K, H) = u( y )1 令 R 为任何正常数1 则对 0 [ r [ R ,

  u2 ( x) = u2( y ) - ( u2 ( y) - u2( x) ) = w2( r , K, H) -Q
r

0
5 N( w 2(N, K, H) ) dN [

    w2( r , K, H) + 2 Q
R

0
w 2( r , K, H) dr

1/ 2

Q
R

0
(5 rw( r , K, H) )

2dr
1/ 2

1 

在球 B ( R) = ( r , K, H) | 0 [ r [ R, 0 [ K [ 2P, - P/ 2 [ H [ P/ 2 上积分以上不等式,并将 Cauchy 不等

式应用到此结果的右端,我们推出

  u2 ( x) [ 3

4PR 3Q
P/ 2

- P/ 2Q
2P

0Q
R

0
w2( r , K, H) r 2cosHdrdKdH+

    1
2P Q

P/ 2

- P/ 2Q
2P

0Q
R

0
w 2( r , K,H) cosHdrdKdH

1/ 2

Q
P/ 2

- P/ 2Q
2P

0Q
R

0
(5 rw ( r , K, H) )

2cosHdrdKdH
1/ 2

1 ( A1)

为了处理( A1)的最后那项, 我们引入 G = r / R 和 z ( G ,K,H) = w ( r , K,H)1 显然,5 Gz ( G, K, H) = R5 rw( r , K,

H) | r = RG1 因此 ,运用引理 3. 1得出

  Q
R

0
w 2( r , K, H)dr = RQ

1

0
z 2( G, K, H)dG [ 8RQ

1

0
( z 2( G, K, H) + (5 Gz ( G, K,H ) ) 2) G2dG =

    8Q
R

0
( R- 2w2( r , K, H) + (5 rw ( r , K, H) )

2 ) r 2dr1 

在以上不等式中令 R y ] , 我们得到

  Q
]

0
w2( r ,K,H)dr [ 8Q

]

0
(5 rw( r , K, H) )

2 r 2dr1 
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进一步,在( A1)中令 R y ] , 我们得到

  u2 ( x) [ 4
P QR

3(5 rw( r , K, H) )
2dV

1/ 2

QR
3(5

2
rw ( r , K,H) )

2dV
1/2

1 ( A2)

另一方面,直接计算给出

  5 rw = cosKcosH5 y
1
u + sinKcosH5 y

2
u + sinH5 y

3
u,

  52rw = cos2Kcos2H52y
1
u + sin2Kcos2H52y

2
u + sin2H52y

3
u +

    2cosKsinKcos2H5 y
1
5 y

2
u + 2cosKcosHsinH5 y

1
5 y

3
u + 2sinKcosHsinH5 y

2
5 y

3
u1 

因此,

  | 5 rw | [ (cos2Kcos2H+ sin2Kcos2H+ sin2H) 6
3

j = 1

(5 y
j
u) 2

1/ 2
= 6

3

j = 1

(5 y
j
u) 2

1/ 2
,

  | 5 2
rw | [ (cos4H+ 2cos2Hsin2H+ sin4H) 6

3

j , k= 1

(5 y
j
5 y

k
u) 2

1/ 2

= 6
3

j , k= 1

(5y
j
5 y

k
u) 2

1/ 2

1 

将这两个估计式代入( A2) , 我们得到对任何 x I R 3,

  u2 ( x) [ 4
P

| u | H2( R3) | u | H 1
( R

3
)1 t

命题 A. 2 对任何 u I H 2( 8 ) ,

  + u+ 2
L

]
( 8 ) [ c+u +H

2
( 8 ) + u+ H

1
( 8 )1 ( A3)

证明  首先,令 u I C2( �8 )1 由文献[ 35] 的引理 5. 2,存在函数 z I C2
0( R

3) 使在 8 上z = u, 并且

  + z + H
s
( R

3
) [ c+ u+ H

s
( 8 ) ,   s = 0, 1, 21 ( A4)

运用( A4)并将命题 A. 1 应用到函数 z , 我们可证实

  + u+ 2
L ] ( 8 ) [ + z + 2

L ] (R3) [ 4
P
| z | H 2(R3) | z | H 1(R3) [ c+u +H 2( 8 ) + u+ H1( 8)1 

其次,令 u I H 2( 8 )1 由文献[ 36] 的定理3. 18, 存在空间 C ]
0 ( R

3 ) 中的序列 z n 使当n y ] 时 + z n | 8

- u+ H
2
( 8) y 0, 其中 z n | 8 表示 z n到 8 的限制 1 既然 z n | 8 是H 2( 8 ) 中的 Cauchy序列且所有 zn | 8 满足

( A3) , 我们可断定 z n | 8 也是C(�8 ) 中的 Cauchy序列 1 在(A3) 中取 u = z n | 8 并令n y ] ,我们得到(A3)

对任何 u I H 2( 8 ) 成立1 t

命题 A. 3 对任何 u I H 2( 8 ) ,

  + u+ 2
L

]
( 8 ) [ c( + u+ 2

L
2
( 8) + +$u+ 2

L
2
( 8 ) )

1/ 2+ u+ H
1
( 8 )1 

证明  对任何 u I C ] (�8 ) ,范数 + u+ H
2
( 8) 等价于范数( +u+ 2

L
2
( 8 )+ +$ u+ 2

L
2
( 8) )

1/ 2(参考文献[ 37] 的

定理 21) 1 再运用文献[ 36] 的定理 3. 18,我们知道该等价性对任何 u I H 2( 8 ) 也正确1 这样, 所要的结果由

命题A. 2得到1 t

引理 3. 6的证明  令 v ( r ,K,H) = u( rcosKcosH, r sinKcosH, r sinH) 1 容易看出

  + v + V(0,2) , 8 = + u+ L
2
( 8) , + v+ 1, V(0,2) , 8 = +u+ H

1
( 8) , +$v + V(0,2) , 8 = +$u+ L

2
( 8)1 

那么,引理 3. 6 的结论来自命题 A. 31 
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Fully Discrete Jacobi-Spherical Harmonic Spectral

Method for Navier-Stokes Equations

HUANG Wei1,  GUO Ben-yu2

( 1. Depa rtment of Mathema tics , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200444, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Ma thematics , Shan gha i Norm al Un iver sity ;

Scientific Com puting Key Labor ator y of Shanghai Un iv er sit ies ;

Division of Com putational Science of E-In stitute of Shangha i Univ er siti es ;

Shan ghai 200234, P . R . China )

Abstract: A fully discrete Jacob-i spherical harmonic spectral method was provided for the Navier-

Stokes equations in a ball. Its stability and convergence were proved. Numerical results show the eff-i

ciency of this approach. The proposed method is also applicable to other problems in spherical geome-

try.

Key words: fully discrete Jacob-i spherical harmonic spectral method; Navier-Stokes equations in a

ball; mixed coordinates
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