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夹层结构杆在弹性基础上的弹塑性变形
X

谷  宇

(清华大学 工程力学系, 北京 100084)

(郭兴明推荐)

摘要:  对位于弹性基底上的、具有可压缩非线性芯子的 3 层弹塑性杆的弯曲问题进行了研究1 

研究分析了由 2个受力层和 1 个芯子层组成的 3 层构件的力学响应1 解决了位于弹性基底上的 3

层杆弯曲的复杂问题1 对所给出的弹性解法进行了收敛性检验, 以保证该弹性解是可以接受的1 

计算结果表明,材料的塑性和物理非线性对位于弹性基底上的夹层结构杆的变形影响很大1 
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引   言

夹层结构复合材料具有重量轻、强度高的优点1 夹层结构复合材料广泛应用于众多领域,

诸如航空、航天、汽车工业、造船和机械制造业1 对夹层复合材料的力学性能的研究,例如/应

力-应变0关系等,具有重大的学术和应用价值1 这些研究对进一步研究夹芯复合材料的理论
研究提供了良好的基础1 由于夹层结构复合材料的广泛应用,研究人员对建立和分析理论及

计算模型的兴趣愈来愈浓,从而能够研究其力学性能1 

为研究夹层结构复合材料,国内外的研究人员提出了许多方法1 例如, Hohe 等人[ 1]对应

用于夹层板的层状复合材料中的界面应力集中进行了估计1 Chamis 等人[ 2-3]和 Elspass 和

Flemming[ 4]研究了带有金属蜂窝夹芯和轧制成形表皮的夹层复合材料的三维有限元模型1 

Burton和 Noor的研究[ 5]是基于复合材料夹层板的三维连续体模型1 另外, Chamis[ 3] , Jeusette和

Laschet
[ 6]
进行了相应的有限元求解1 Chai等人

[ 7]
研究了表面上作用有外力的夹层结构复合材

料梁1 值得注意的是,他们还考虑了由于剪切应力产生的平面拉力以及加强构件缩小对夹层

结构梁端部的影响[ 7] 1 借助高阶夹层结构梁理论, Petras和 Sutcliffe[ 8-9]指出切口部位的阻力分

析不正确1 McCormack等人
[ 10]
通过理论研究和实验分析证明, 几种有问题的具有泡沫金属芯

子的夹层复合材料模型是无效的1 Kassapoglou等人[ 11]指出了,采用可压缩夹芯的层状复合材

料的一种错误的起皱模式1 Mait i等人[ 12]研究了粘性有限夹层板顶部的裂纹尖端屏蔽1 

Cantwell和 Davies
[ 13]
提出了复合材料夹层结构中内外粘性力的估计方法1 Scott Burton 和
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Noor[ 14]采用极限综合法分析了蜂窝夹层板的粘性1 Huang[ 15]提出了夹层结构梁粘性层中应力

与应变的计算分析方法1 冯仁杰和于九明[ 16]
研究了蜂窝夹层板及其在汽车工业上的应用1 

张广平和戴干策[ 17]研究了复合材料蜂窝夹层板的构型和应用1 杨杰和沈惠申[ 18]研究了复合

材料夹层结构的局部变形特性1 
根据已经发表的研究和相关参考文献,尽管许多研究人员对夹层结构复合材料在单一外

部环境影响下的力学性能进行了深入的研究,但在研究力学性能方面,人们对复杂外部环境下

夹层结构复合材料的非线性特性的研究还不够1 此外, 理论依据不完善, 还缺乏说服力1 所
以, 对更复杂外部因素综合影响下的夹层结构复合材料性能的研究工作就很有价值, 应该进

行1 因此分析夹层复合材料构件的实际力学特性,描述其变形过程, 研究各种几何形状和各种

类型外部载荷(正弦的、抛物线的、下凹的、向上的等)下的夹层复合材料构件的力学性能,具有

很大的意义1 特别是, 很有必要研究层状夹层结构复合材料在弹性基底上的力学特性, 因为

尽管各种复合材料夹层板的解已经存在,但还没有关于弹性基底上的夹层复合材料杆的任何

解1 本文研究了位于弹性基底上的具有可压缩非线性芯子的3层弹塑性杆的弯曲问题1 分析
了由 2个受力层和1个夹芯组成的3层构件的力学响应1 解决了位于弹性基底上的 3层杆弯

曲的复杂问题1 

1  数学表达式和封闭解

考虑一种具有可压缩夹芯的、沿厚度方向具有 3层非对称结构的杆,包括用弹塑性材料制

成的外部受力层和 1层夹芯1 为了描述整个构件的力学特性,采取了如下假设条件:在受力层

中,采用Bernouli假设;在刚性填充物中,我们发现在 z 方向使用位移线性近似的弹性理论是合

理的1 使用了位移连续的接触边界条件1 在横向上,受力层的材料是不可压缩的,另外还考虑

了填充材料的体积缩小和小应变1 

 图 1 弹性基底上的 3层杆的分析模型

如图 1所示, 坐标系 x-y-z 位于填充物的中面 1 
通过 wk( x ) 和 uk( x ) , 就可以确定受力层的中截面的

下垂和纵向位移, 其中 hk 是第 k 层的厚度, h3 = 2c

(层数 k = 1, 2, 3) , b 0是杆的宽度1 所有位移和杆的
尺寸长度均用 l来度量 1 分布面载荷 q ( x ) 作用于

第 1层的外平面上(见图1) 1 基底位于第2层的下表

面,基底响应用 qR( x ) 描述1 

层中的纵向和横向位移 u
( k )

( x , z ) 和 w
( k)

( x , z )

可以通过 4个函数 w 1( x )、u1( x )、w 2( x ) 和 u2( x ) 来

表示:

  

u
( 1)

= u1- z - c -
h1

2
w 1, x , w

(1)
= w 1   ( c [ z [ c + h1) ,

u
( 2)

= u2- z + c +
h2

2
w 2, x , w

(2)
= w 2   (- c - h2 [ z [ - c) ,

u
( 3)

= 1+ z
c

1
2
u1+

h1

4
w 1, x + 1- z

c
1
2
u2-

h2

4
w 2, x ,

w
( 3)

=
1
2 1+

z
c

w 1+
1
2 1 -

z
c

w 2     (- c [ z [ c) ,

( 1)
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式中, z 是当前点到填充物中截面之间的距离;下标中的逗号表示对坐标的求导1 

使用 Cauchy定理和表达式( 1) ,各层的应变张量分量就可以按下式得出:

  

E(1)x = u1, x - z - c -
h1

2
w1, xx   ( c [ z [ c + h1) ,

E
(3)
x = 1 +

z
c

1
2
u1, x +

h1

4
w1, xx + 1 -

z
c

1
2
u2, x -

h2

4
w 2, xx ,

E
(3)
xz =

2z + h1

8c
+

1
4

w 1, x +
- 2z + h2

8c
+

1
4

w 2, x +
u1- u2

4c ,

E(3)z =
1
2c

( w 1- w2)   (- c [ z [ c) ,

E(2)x = u2, x - z + c +
h2

2
w2, xx   (- c - h2 [ z [ - c) ,

E(1)xz = E(2)xz = 01 

( 2)

在所述情况下, 变形张量的球量和偏量部分为形式 ( Ïij = Eij - EDij ; i , j = x , y , z ) :

  
E( k ) =

1
3
E( k)x , Ï( k)x =

2
3
E( k )x   ( k = 1, 2) ,

E(3) =
1
3
( E(3)x + E( 3)z ) , Ï( 3)x =

2
3
E(3)x -

1
3
E(3)z 1 

( 3)

引入内力和力矩:

  

N
( k)
x = b0Qh

k

R( k )x dz , M
( k )
x = b0Qh

k

R( k)
x dz ,

Q
(3)

= b0Qh
3

R(3)xz dz , N
(3)
z = b 0Qh

3

R( 3)z dz , M
(3)
xz = b0Qh

3

R(3)xz zdz ,

( 4)

式中 R( 3)x 、R
( 3)
xz 、R

( 3)
z 是应变张量的分量, 而积分是沿第 k 层的厚度方向进行的1 

杆的平衡方程符合 Lagrange 变分原理[ 1] :

  DA e - DA i = 0, ( 5)

式中, DA e是外力功的变分, DA i是弹性内力功的变分1 

  

DA = b0Q
l

0
( qDw 1- qRDw2)dx ,

DA i = b 0Q
l

0
6
3

k = 1Qh
k

R( k )x DE( k )x dz + 2Qh
k

R(3)xz DE
(3)
xz dz + Qh

3

R(3)z DE(3)z dz dx1 
( 6)

在杆的各层中, 使用了小变形弹塑性理论的物理本构方程1 也就是说,在偏量-球量来表

示,本构关系具有如下形式:

  s
( k )
ij = 2Gk(1- X

( k )
( E

( k)
u ) ) Ï

( k )
ij , R

( k )
= 3Kk E

( k )

  ( k = 1, 2, 3; i , j = x , y , z ) , ( 7a)

式中, s
( k)
ij 、R

( k) 是应力张量的偏量和球量部分; Ï( k)ij 、E
( k ) 是变形张量方程组(2) 的偏量和球量

部分,而 E( k)u 描述的是第 k 层中的变形程度1 

  E( k )u =
2
3

( E( k )xx - E( k)yy )
2
+ ( E( k )yy - E( k)zz )

2
+ ( E( k )zz - E( k)xx )

2
+

     6( ( E( k )xy )
2
+ ( E( k )yz )

2
+ ( E( k )zx )

2
)

1/ 2
, ( 7b)

在式( 7a)中, X
( k )

( E
( k )
u ) (在 k = 1, 2时) 是 Ilyushin塑性函数 1 在 E

( k )
u [ E

( k)
T 的情况下,则有
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必要将它们假设为等于01 E( k )T 是受力层材料的屈服点1 X(3)
( E( 3)u ) 是描述夹芯物理非线性的

通用函数,而在 E(3)u [ E(3)s 时, X(3) S 0,式中, E( 3)s 是夹芯材料呈现物理非线性的阀值 1 应注

意的是,在式(7a) 中, Gk、Kk 是剪切模量和体积变形模量1 

我们考虑 1个边界值问题的解决方案1 从式( 7a)中,我们可以在应力张量的弹性(带有指

标0)和非线性(带有指标 X )中选择1 

  R( k )ij = R( k )0ij - R( k ) Xij , R( k) 0ij = 2Gk Ï
( k)
ij + 3K kE

( k)Dij , R( k ) Xij = 2GkX
( k) Ïij 1 ( 8)

对于所述的 3层杆来讲,考虑到式( 3)中变形的偏量和球量部分的公式,我们可以获得:

#在受力层中

  
R
( k)
xx = R

( k )0
xx - R

( k ) X
xx , R

( k) 0
xx = 2Gk Ï

( k )
xx + 3K k E

( k)
= K

+
k E

( k )
xx ,

R( k) X
xx = 2Gk Ï

( k)
xx X

( k )
= (4/ 3) Gk E

( k )
xx X

( k)
ij ;

( 9a~ c)

#在夹芯中

  

R(3)
xx = R(3)0xx - R(3) Xxx , R(3) 0xx = 2G 3 Ï

(3)
xx + 3K 3 E

(3)
= K

+
3 E( 3)xx + K

-
3 E

(3)
zz ,

R(3) X
xx = 2G 3 Ï

(3)
xx X

(3)
= (2/ 3) G 3(2 E

(3)
xx - E(3)zz ) X(3)

, R(3)zz = R(3) 0zz - R(3) Xzz ,

R(3)0
zz = 2G 3 Ï

(3)
zz + 3K 3 E

(3)
= K

+
3 E

( 3)
zz + K

-
3 E

(3)
xx ,

R(3) X
zz = 2G 3 Ï

(3)
zz X

(3)
= (2/ 3) G 3(2E

(3)
zz - E(3)xx ) X(3)

,

R
(3)
xz = R

(3)0
xz - R

(3) X
xz , R

(3) 0
xz = 2G 3 Ï

(3)
xz = 2K 3 E

(3)
xz ,

R(3) X
xz = 2G 3 Ï

(3)
xz X

(3)
= 2G3 E

(3)
xz X

(3)
,

( 9d~ l)

式中, K +
k = Kk + (4/ 3) Gk和K

-
k = K k + (2/ 3) Gk ,以及 X( k ) S X( k )

( E( k)u ) 都是各层材料非线

性通用函数,可以通过实验确定1 

对式( 4)中的内力,进行类似于获得式( 9)的运算之后,我们可以得出

  
N

( k)
x = N

( k) 0
x - N

( k ) X
x , N

(3)
z = N

( 3)0
z - N

(3) X
z , M

( k)
x = M

( k) 0
x - M

( k ) X
x ,

M
(3)
xz = M

(3) 0
xz - M

( 3) X
xz , Q

(3)
= Q

(3) 0
- Q

(3) X1 
( 10)

式( 10)所给出的内力中的基础分量(带有指标 0)和附加分量(带有指标 X )可以通过下面公式

计算得出:

#在受力层中

  N
( k) 0
x = b0Qh

k

R( k) 0xx dz = b0Qh
k

K
+
k E

( k)
xx dz , ( 11a)

  N
( k) X
x = b0Qh

k

R( k) Xxx dz =
4
3
b0Qh

k

Gk E
( k)
xx X

( k ) dz , ( 11b)

  M
( k) 0
x = b0Qh

k

R( k )0xx zdz = b 0Qh
k

K
+
k E

( k )
xx zdz , ( 11c)

  M
( k) X
x = b0Qh

k

R( k ) Xxx zdz =
4
3
b0Qh

k

GkE
( k )
xx X

( k )
zdz ; ( 11d)

#在夹芯中

  N
(3)0
x = b0Qh

3

R(3) 0xx dz = b0Qh
3

( K
+
3 E(3)xx + K

-
3 E

( 3)
zz )dz , ( 11e)

  N
(3) X
x = b0Qh

3

R(3) Xxx dz =
2
3
b0Qh

3

G3(2E
(3)
xx - E( 3)zz ) X(3)dz , ( 11f )
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  N
(3)0
z = b0Qh

3

R
(3) 0
zz dz = b0Qh

3

( K
+
3 E

(3)
zz + K

-
3 E

( 3)
xx )dz , ( 11g)

  N
(3) X
z = b0Qh

3

R(3) Xzz dz =
2
3
b0Qh

3

G3(2E
(3)
zz - E( 3)xx ) X(3)dz , ( 11h)

  M
(3) 0
x = b0Qh

3

R(3)0xx zdz = b0Qh
3

( K
+
3 E

( 3)
xx + K

-
3 E

(3)
zz ) zdz , ( 11i)

  M
(3) X
x = b0Qh

3

R(3) Xxx zdz =
2
3
b0Qh

3

G3(2E
(3)
xx - E(3)zz ) X(3)

zdz , ( 11j)

  M
(3) 0
z = b0Qh

3

R(3)0zz zdz = b0Qh
3

( K
+
3 E

( 3)
zz + K

-
3 E

(3)
xx ) zdz , ( 11k)

  M
(3) X
z = b0Qh

3

R(3) Xzz zdz =
2
3
b0Qh

3

G3(2E
(3)
zz - E(3)xx ) X(3)

zdz , ( 11l)

  Q
(3)0

= b0Qh
3

R(3) 0xz dz = 2b 0Qh
3

G3 E
(3)
xz dz , ( 11m)

  Q
(3) X

= b0Qh
3

R(3) Xxz dz = 2b 0Qh
3

G3 E
(3)
xz X

( 3) dz 1 ( 11n)

关于基底响应和垂直位移之间的关系,可以使用众所周知的Winkler模型:

  qR = J0w 2, ( 12)

式中, J0是弹性基底的刚性系数,基底的响应总是指向旁边并与位移反向1 
将式( 6)的值代入式( 5)后,通过使用式( 8)到式( 12)中的表达式,我们可以通过叠代法得

出一组非线性微分方程式:

  

a1u
n
1- a1u

n
2- a4u

n
1, xx - a5u

n
2, xx + a2w

n
1, x + a3w

n
2, x -

  2a6w
n
1, xxx + a7w

n
2, xxx = p

n- 1
X ,

- a1u
n
1+ a1u

n
2 - a5u

n
1, xx - a9u

n
2, xx - a10w

n
1, x - a17w

n
2, x -

  a6w
n
1, xxx + 2a7w

n
2, xxx = h

n- 1
X ,

a2u
n
1, x - a10u

n
2, x + 2a6u

n
1, xxx + a6u

n
2, xxx + a11w

n
1, xx - a12w

n
2, xx +

  a15w
n
1, xxxx - a16w

n
2, xxxx + a8w

n
1 - a8w

n
2 = q + (1/ 2) p , xh1+ q

n- 1
X ,

- a3u
n
1, x + a17u

n
2, x - a7u

n
1, xxx - 2a7u

n
2, xxx - a12w

n
1, xx + a14w

n
2, xx -

  a16w
n
2, xxxx + a13w

n
2, xxxx - a8w

n
1 + ( a8 + J0) w

n
2 = g

n- 1
X ,

( 13)

式中, a i ( i = 1, ,, 17) 是通过材料弹性的体积和剪切模量( Kk , Gk) 以及杆的各层几何参数表

示的因子1 在式( 12)中,我们可以得出

  N
( k) X( n- 1)
x =

4
3
b0Qh

k

Gk E
( k) ( n- 1)
x X( k )

( E( k) ( n- 1)
u )dz   ( k = 1, 2) , ( 14a)

  M
( k) X( n- 1)
x =

4
3
b 0Qh

k

Gk E
( k )( n- 1)
x X( k )

( E( k )( n- 1)
u ) zdz   ( k = 1, 2) , ( 14b)

  N
(3) X( n- 1)
x =

2
3
b0Qh

3

G 3(2E
(3)( n- 1)
x - E( 3)( n- 1)

z ) X(3)
( E( 3)( n- 1)

u )dz , ( 14c)

  N
(3) X( n- 1)
z =

2
3
b0Qh

3

G 3(2E
(3)( n- 1)
z - E( 3)( n- 1)

x ) X(3)
( E( 3)( n- 1)

u )dz , ( 14d)

  M
(3) X( n- 1)
x =

2
3
b0Qh

3

G3(2E
( 3)( n- 1)
x - E(3) ( n- 1)

z ) X(3)
( E( 3) ( n- 1)

u ) zdz , ( 14e)
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  M
(3) X( n- 1)
z =

2
3
b0Qh

3

G3(2E
( 3)( n- 1)
z - E(3) ( n- 1)

x ) X(3)
( E( 3) ( n- 1)

u ) zdz , ( 14f )

  Q
(3) X( n- 1)

= 2b0Qh
3

G3 E
(3)( n- 1)
xz X( 3)

( E(3) ( n- 1)
u )dz1 ( 14g)

根据式( 14a) ~ ( 14g) ,我们可以设定一组参数如下:

  H
X( n- 1)
1 =

2Q (3) X( n- 1)

c
, H

X( n- 1)
2 =

N
( 3) X( n- 1)
z

2c
, ( 14h)

  T
X( n- 1)
1 = 1 +

h1
2c

Q
(3) X( n- 1)

c
+

M
(3) X( n- 1)
xz

2c
, ( 14i)

  T
X( n- 1)
2 = 1 +

h2
2c

Q
(3) X( n- 1)

c
-

M
(3) X( n- 1)
xz

2c , ( 14j)

  S
X( n- 1)
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h1

2
N

(1) X( n- 1)
x - M

(1) X( n- 1)
x +

h1

4
N

(3) X( n- 1)
x +

h1

4c
M

(3) X( n- 1)
x , ( 14k)

  S
X( n- 1)
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h2

2
N

(2) X( n- 1)
x - M

(2) X( n- 1)
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h2

4
N
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h2

4c
M

(3) X( n- 1)
x , ( 14l)

  P
X( n- 1)
1 =

N
(3) X( n- 1)
x

2
+

M
( 3) X( n- 1)
x

2c
+ N

(1) X( n- 1)
x , ( 14m)

  P
X( n- 1)
2 =

N
(3) X( n- 1)
x

2 -
M

( 3) X( n- 1)
x

2c + N
(2) X( n- 1)
x 1 ( 14n)

然后,参照式( 14h) ~ ( 14n) , 我们可以得出

  p
n- 1
X =

1
b0
(H

X( n- 1)
1 - P

X( n- 1)
1, x ) , ( 14o)

  q
n- 1
X =

1
b0
( S

X( n- 1)
1, xx + H

X( n- 1)
2 - T

X( n- 1)
1, x ) , ( 14p)

  g
n- 1
X =

1
b0

( S
X( n- 1)
2, xx - H

X( n- 1)
2 - T

X( n- 1)
2, x ) 1 ( 14q)

应注意的是,式( 14o) ~ ( 14q)中的变量是可以用于求解式( 13)的1 

我们设想这样的条件,即 1根杆两端均匀为刚性支撑1 则 x = 0, l ( l是杆的长度)处用位

移表示的边界条件如下:

  w
kn

= u
kn
, x = w

kn
, xx = 0   ( k = 1, 2) , ( 15)

式中, k 是受力层的数量,而 n 是 1个线性近似的数1 

我们假设式( 13)中的微分方程解, 按三角级数的形式的展开,自动满足式( 15)给出的刚性

支撑边界条件:

  

u
n
1 = 6

]

m= 1
U

n
1mcos

Pmx
l

, u
n
2 = 6

]

m= 1
U
n
2mcos

Pmx
l

,

w
n
1 = 6

]

m= 1

W
n
1msin

Pmx
l

, w
n
2 = 6

]

m= 1

W
n
2msin

Pmx
l

,

( 16)

式中 U
n
1m、U

n
2m、W

n
1m、W

n
2m是未知的第n 阶的位移幅度1 

让我们根据如下级数展开形式给出 1个载荷 q( x ) 和附加/外部0应变量

  q = 6
]

m= 1

qmsin
Pmx
l

, qm =
2
lQ

l

0
q( x ) sin

Pmx
l

dx , ( 17a)

  q
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q
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l

, q
n- 1
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2
lQ

l

0
q
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l
dx , ( 17b)
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2
lQ

l

0
p
n- 1
X ( x ) cos Pmx

l
dx1 ( 17e)

将式( 16)的位移量和式( 17)的载荷代入式( 13) , 我们可以得出如下一组关于位移幅度的

线性代数方程, U
n
1m、U

n
2m、W

n
1m、W

n
2m :

  

b1 U
n
1m + b2U

n
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n
1m + b4W

n
2m = p
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Xm ,
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n
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n
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n
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b3 U
n
1m + b6U

n
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n- 1
Xm ,

b4 U
n
1m - b7U

n
2m + b9W

n
1m + b10W

n
2m = g

n- 1
Xm ,

( 18)

式中,参数 bi 是通过系数an 和参数m 来表示的1 
通过解式( 18) ,我们可以得出 U1m、U2m、W1m、W2m 1 此外,根据式( 16) , 可以计算出所要

求的位移函数1 最后,受力层和夹芯的位移量就可以从式( 1)得出, 变形量就可以从式( 2)得

出,应力就可以从式( 7)得出1 

2  计 算结 果

对D16T-聚四氟乙烯-D16T 材料制作的 3层杆进行计算1 使用了不同刚度的基底,相应的

刚度系数分别为: 弱 ( J0 = 1)、一般( J0= 100) 和比较坚硬( J0 = 105MPa/ m) 1 杆的各层几何

参数是 h1 = 0. 04, h2 = 0. 02, h3 = 0. 181 载荷有规律地分布在杆的整个长度上,并将杆压向

弹性基底1 其幅度是根据基底的刚度来选择的, 这样,各层材料的非线性特性就得到充分展

示,但是, 变形量始终很小,即,在所述模型的极限值范围内1 

          ( a)             ( b)

图 2  弹塑性 3层杆在刚度较小基底上的弹性解的收敛过程

图 2( a)、图 2( b)给出了位于弹性基底上的弹塑性 3层杆弯曲的弹性解的收敛性过程, J0

= 1MPa/ m, 且 q = - 6MPa1 在图2中,曲线上的数字对应于迭代数目1 第1次迭代是弹性问

题的求解,而第 2次迭代与第 1次迭代平均相差为11% 1 在每次后续迭代时,这种差别都会减

小,到第7次近似时,就认为是可以接受的比较精确的解,与第6次相差不到1% 1 进一步的收
敛性验证表明, 后一步迭移小于25% 1 通过图3( a)、( b) ,可以判断出材料的塑性和物理非线性

对第1层的额定下垂量 w1和纵向位移 u1的影响:1 ) 弹性杆, 2 ) 弹塑性杆( J0 = 100MPa/ m)1 
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           ( a)            ( b)

图 3 材料物理非线性对第 1层(一般刚度基底)下垂 w 1和纵向位移 u1的影响

( 1) 弹性杆, 2 ) 弹塑性杆)

图 4  对于一般刚度基底,各层材料的塑性    图 5  沿杆轴线夹芯的应变 Ezz 的修正

和物理非线性区域(阴影部分) (按百分数) ( 1) 弹性杆, 2 ) 弹塑性杆

(一般刚度基底) )

在弹塑性变形阶段,与弹性阶段相比,下垂量增加了 59%, 而纵向位移量减小了 2倍, 负载 q

= - 18 MPa1 

在图 4中,给出了位于一般刚性基底上的杆的各层非线性变形区域(阴影部分) 1 夹芯变
形量在83%时在物理上是非线性的1 受力层塑性的区域平均为材料体积的 35% 1 

图5显示出了考虑塑性后对相应横向变形进行修正的情况, Ezz 是夹芯沿杆轴线的应变

(以百分比) : 1 ) 弹性杆, 2 ) 弹塑性杆1 考虑了各层材料的塑性和物理非线性后,应变增大了

2. 25倍1 

3  结   论

由2个受力层和 1个夹芯组成的 3层设计构件由于重量很小耐久性很高而得到广泛应用1 

本文解决了位于弹性基底上的 3层杆弯曲的复杂问题1 作为一个算例,对于具有一般刚度的

基底,分析研究了各层材料塑性对杆的变形量的影响1 分析了所给出的弹性解的收敛性,保证

本文给出的解决方案的可靠性1 计算结果说明, 材料的塑性和物理非线性对位于基底上的夹

层杆的变形影响很大1 在弹塑性变形时,与弹性相比, 下垂增加了 59%, 纵向位移量减小了 2

倍1 

致谢  作者对国家自然科学基金委员会所给予的支持表示感谢1 
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Elastic-Plastic Deformation of Sandwich

Rod on the Elastic Basis

GU Yu

( Depa rtm ent of En gin eer ing Mechani cs , Tsinghua Univer sity ,

Beijin g 100084, P . R China )

Abstract: The problem about bending of the three-layer elastic-plastic rod located on the elastic

base, with a compressibly physical nonlinear core, was studied. The mechanical response of the de-

signed three-layer elements consisting of two bearing layers and a core was examined. The complicat-

ed problem about curving of the three-layer rod located on the elastic base was solved. Convergence

of the proposed method of elastic solutions was examined to convince that the solution is acceptable.

The calculated results indicate that the plasticity and physical nonlinearity of materials have a great in-

fluence on the deformation of the sandwich rod on the elastic basis.

Key words: sandwich composite rod; elastic base; elastic-plastic deformation
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