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摘要:  研究多维区域中非线性偏微分方程的谱与拟谱方法1 建立了修正 Laguerre正交逼近与插

值结果, 这些结果对于建立和分析无界区域中的数值方法起着重要的作用1 作为结果的一个应

用,研究了二维无界区域中的 Logistic 方程的修正 Laguerre谱格式,证明了它的稳定性和收敛性1 

数值试验结果表明所提出方法具有很高的精度, 与理论分析结果完全吻合1 
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引   言

在过去的 20年中,无界区域中的谱与拟谱方法得到了迅速发展1 Maday, Pernaud-Thomas

和Vandeven
[ 1]
, Funaro

[ 2]
, Guo 和 Shen

[ 3]
, Guo等人

[ 4]
, Guo 和 Zhang

[ 5]
, Guo 和 Xu

[ 6]
, Mastroanni和

Monegate[ 7] , Shen[ 8] , Xu和 Guo[ 9]等给出了加权 Sobolev空间中 Laguerre正交逼近与插值的结果,

同时给出了数值求解半无限区间上微分方程定解问题的例子1 众所周知, 许多实际问题是在
多维无穷区域上求解的1 然而,到目前为止, 多维无穷区域 Laguerre 谱与拟谱方法的文献几乎

没有1 
我们将在本文中研究多维区域上的 Laguerre正交逼近和插值问题,以及它们在数值求解

非线性微分方程定解问题中的应用1 在实际计算中,我们将带几个参数的修正 Laguerre多项

式作为基函数1 通过调整这些参数,我们可以得到更好的数值结果1 本文的工作同时还受到
了数值求解外部区域问题的启发1 

本文安排如下: 第 1节,我们将建立多维区域的修正 Laguerre 正交逼近和插值的结果1 第

2节, 我们将二维区域中的Logistic 方程的定解问题作为例子,讨论怎样建立合适的谱格式,同
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时证明了相应谱格式的稳定性与收敛性1 第 3节, 将讨论相应问题的拟谱格式, 与谱格式相比

较,拟谱格式在实际处理非线性项时更简单1 第 4节, 我们将给出一些数值结果,这些结果显

示了我们提出的新格式具有很高的精度1 

1  多维区域中的 Laguerre正交逼近

设向量 x = ( x 1, x 2, ,, x n) , | x | = 6
n

q= 1 | xq | 1 无穷区间 +q = xq | 0 < xq < ] ,

1 [ q [ n, 多维无穷区域 + = +1 @ + 2 @ , @ +n1 

设 Bq > 0,向量 B= ( B1, B2, ,, Bn )1 记 B= min
1 [ q [ n

Bq ,�B= max
1[ q [ n

Bq , B# x = 6
n

q= 1Bq xq 1 

权函数 X( B) ( x) = e- B#x1 对任意的1 [ p [ ] , 在通常意义下定义加权函数空间L
p
X( B) ( +) 以

及相应的模 +v +L
p

X( B)
1 特别,我们分别用 ( u, v ) X( B) 和 +v +X( B) 表示空间L

2
X( B) ( +) 的内积和

模1 

记 k = ( k 1, k 2, ,, kn ) , | k | = 6
n

q= 1
kq ,其中 kq 表示任意非负整数 1 为简单起见,记

5x
q
v ( x) = 5v ( x) / 5xq ,5 k

x v( x) = 5
k
1

x
1
5
k
2

x
2
,5

k
n

x
n
v ( x) 1 对任意整数 m \0,我们在通常意义下定义

加权 Sobolev空间H
m
X( B) ( + ) , 它们的内积、半范和范数分别为:

  ( u, v) m, X( B) = 6
| k | [ m

(5 k
xu, 5k

xv) X( B) ,

  | v | m, X( B) = 6
| k | = m

+5k
xv +2

X( B)
1/ 2
, +v +m, X( B) = ( v, v)

1/ 2
m, X( B)1 

对任意实数 r > 0, 空间H
r
X( B) ( + ) 以及它的模 +v +r , X( B) 可用文献[ 10]中的插值方法定义1 最

后定义空间

  H
1
0, X( B) ( + ) = v | v I H

1
X( B) ( +) ,在 + 的边界上满足 v ( x) = 0 1 

另外, +v +L
] 表示 +v +L

]
( + ) 1 

本文将用到下面的嵌入不等式1 

引理 1. 1  存在一个与任意函数以及 B无关的常数 c0, 使得对于任意的函数 v I

H
1
0, X( B) ( +) H H

n
X( B) ( + ) ,

  +e- B#x/ 2
v +L

] [ c0( B1,Bn)
1/ 2
(1 + B- n/ 2

) +v +1/ 2

X( B)
+v +1/ 2

n, X( B) , ( 1)

  +v + X( B) [ (2/ Bq) +5x
q
v +X( B) ,   1 [ q [ n 1 ( 2)

证明  我们首先对情形 Bq = 1, 1 [ q [ n证明(1) 式 1 设 X( x ) = e- | x | 1 则对于任意

的 u I H
1
0, X( +) H H

n
X( + ) , | k | + | s | [ n, 利用Sobolev空间插值结果,

  +5k
xu +X +5s

xu +X [ + u +| k | , X +u + | s| , X [

    c + u +1- | k| / n
X + u +| k | / n

n, X +u +1- | s | / n
X +u +| s | / n

n, X =

    c + u +X +u +1- (| k | + | s| ) / n
X +u + ( | k | + | s| ) / n

n, X [ c +u +X+ u +n, X1 

因此,对任意的 x I + ,

  e- | x |
u
2
( x) = Q

x
1

0
,Q

x
n

0
5x

1
,5y

n
( e- | y |

u
2
( y ) )dy 1dy 2 , dyn [

    c 6
| k|+ | s | [ n

+5 k
xu + X+5s

xu + X [ c +u +X +u +n, X1 ( 3)

我们现在对任意的 v I H
1
0, X( B) ( + ) H H

n
X( B) ( +) 用尺度变换方法证明( 1)式1 为此取
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  y q =
x q
Bq
, u( x) = v( y ) = v

x 1
B1
,
x 2
B2
, ,,

xn
Bn

1 

直接计算得

  +e- | x |
u
2 +L

] = +e- B#y
v
2+L

] , ( 4)

  +u +2
X = Q+

( u( x) )
2e- | x | dx =

    B1 ,BnQ+
( v( y ) )

2e- B#ydy = B1 ,Bn +v +2
X( B) , ( 5)

  +u +2
n, X = 6

n

s = 0
6

| k| = s
Q+

(5 k
xu( x) )

2e- | x | dx =

    6
n

s= 0
6

| k | = s

B1,Bn
B2k11 ,B2knn Q+

(5k
yv )

2e- B#y dy [

    6
n

s= 0

B1 ,Bn
B
2s | v |

2
s , X( B) [ c0B1 ,Bn(1 + B

- n/ 2
)
4+v +2

n, X( B)1 ( 6)

结合( 3) ~ ( 6)式便得( 1)式1 
下面我们证明( 2)式1 对任意的 x I + ,

  e
- B#x

v
2
( x) = Q

x
q

0
5y

q
( e

- B
1
x
1
- ,- B

q- 1
x
q- 1

- B
q
y
q
- B

q+ 1
x
q+ 1

- ,- B
n
x
n @

    v
2
( x 1, ,, x q- 1, yq , xq+ 1, ,, xn ) )dy q1 

从而

  e
- B#x

v
2
( x) + BqQ

x
q

0
e
- B

1
x
1
- ,- B

q- 1
x
q- 1

- B
q
y
q
- B

q+ 1
x
q+ 1

- ,- B
n
x
n @

    v
2
( x 1, ,, x q- 1, yq , xq+ 1, ,, xn )dy q =

    2Q
x
q

0
e- B

1
x
1
- ,- B

q- 1
x
q- 1

- B
q
y
q
- B

q+ 1
x
q+ 1

- ,- B
n
x
nv ( y 1, x 2, ,, x n) @

    5y
q
v ( x 1, ,, xq- 1, y q , x q+ 1, ,, x n) dyq [

    1
2 BqQ

x
q

0
e
- B

1
x
1
- ,- B

q- 1
x
q- 1

- B
q
y
q
- B

q+ 1
x
q+ 1

- ,- B
n
x
n @

    v
2
( x 1, ,, x q- 1, yq , xq+ 1, ,, xn )dy q +

    2
BqQ

x
q

0
e
- B

1
x
1
- ,- B

q- 1
x
q- 1

- B
q
y
q
- B

q+ 1
x
q+ 1

- ,- B
n
x
n @

    (5y
q
v ( x 1, ,, x q- 1, yq , xq+ 1, ,, xn ) )

2dyq 1 

在上式中令 xq y ] ,再在区域 ( x 1, ,, xq- 1, x q+ 1, ,x n) | 0 < xj < ] , j = 1, ,, q- 1, q + 1,

,, n 中积分,便得( 2)式1 
我们将引进多维修正 Laguerre 多项式1 设 lq 为任意非负整数, l = ( l 1, ,, ln ) , | l | =

6
n

q= 1l q1 如果对于任意的 1 [ q [ n, kq [ l q ,我们称 k [ l1 

设 L ( B)
l
q

( x q) 为一维 l q 阶修正Laguerre正交多项式(例如见文献[ 5] ) ,

  L
( B

q
)

l
q

( xq) = (1/ l q!) e
B
q
x
q5 lqx

q
( x

l
q
q e

- B
q
x
q) ,   1 [ q [ n1 

则 n- 维 l 阶修正 Laguerre正交多项式定义为:

  L ( B)
l ( x) = F

n

q= 1

L ( B
q
)

l
q

( xq) =
1

l 1! l 2! , ln!
eB#x5 l

x( x
l
1
1
x
l
2
2

,x
l
n
n
e- B#x

)1 
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它们构成 L
2
X( B) ( +) 空间的一个完备正交系 1 进一步,设 kq 为任意的非负整数, k = ( k 1, k 2,

,, kn) , x
k
= x

k
1
1 ,x

k
n
n 1 可以验证对于任意的 k [ l ,

  Q+
5k
x L

( B)
l ( x)5 k

xL
( B)
m ( x) x

kX( B) ( x) dx = F
n

q= 1

lq!

( l q - kq ) !
Bkq- 1q Dl, m , ( 7)

其中 Dl , m 为n- 维 Kronecker符号 1 因此,对于任意的 v I L
2
X( B) ( + ) ,

  v( x) = 6
]

| l| = 0
v̂
( B)
l L ( B)

l ( x) , v̂
( B)
l =

1
B1 ,BnQ+

v ( x) L ( B)
l ( x ) X( B) ( x)dx1 ( 8)

下面我们用N表示任何非负整数, PN 表示每个变量次数都不超过N的代数多项式在区域

+ 上限制的集合1 P 0
N = PN H H

1
0, X( B) ( + )1 本文中我们用 c表示与N、B及任何函数无关的

适当的正常数1 
下面的逆不等式可用与文献[ 11]中类似的方法证明1 

引理 1. 2  对任何的整数 r \ 0及 < I PN ,

  +5 rx
q
<+ X( B) [ c( BqN )

r + <+X( B) 1 ( 9)

并且对任何 | k | = r \ 0,

  +5k
x<+ X( B) [ c(�BN) r + <+ X( B)1 ( 10)

我们现在考虑几个经常用到的正交投影算子1 

L
2
X( B) ( + ) 上的正交投影算子 P

( B)
N : L

2
X( B) ( +) y PN 定义为

  ( P
( B)
N v - v, <) X( B) = 0,   P < I PN 1 

为了给出较精确的误差估计式,对任何非负整数 r , 引进空间 H
r
X( B) , A ( +)1 它的半范数及

范数定义为

  | v | r , X( B) , A = 6
| k | = r

Q+
(5 k

x v ( x) )
2
x
kX( B) ( x)dx

1/ 2

,

  +v + r , X( B), A = 6
r

R= 0
| v | R, X( B) , A

1/ 2
1 

我们有下列基本逼近结果1 

定理 1. 1  对于任何整数 0 [ L [ r 及v I H
r
X( B) , A ( +) ,

  | P
( B)
N v - v |

2
L, X( B), A [ c(�BN) L- r

| v |
2
r , X( B) , A1 

证明  利用( 8)式,直接计算得

  P
( B)
N v ( x) - v ( x) = - 6

n

q= 1
6

l
1
, ,, l

q- 1
[ N

6
l
q
> N

6
]

l
q+ 1

, ,, l
n
= 0
v̂
( B)
l L ( B)

l ( x)1 

再结合( 7)式,我们便得对任意 | k | = L [ r [ N ,

  Q+
(5k

x ( P
( B)
N v ( x) - v( x) ) )

2
x
kX( B) ( x)dx = 6

n

q= 1
DN , B, q( v) , ( 11)

其中

  DN , B, q( v) = 6
k
1

[ l
1

[ N , ,, k
q- 1

[ l
q- 1

[ N
6

l
q
> N

6
 l

q+ 1
, ,, l

n
\k

n

( v̂
( B)
l )

2 Bk
q
- 1

q

lq!

( l q - kq) !
@

    F
1 [ R[ n, RX q

BkR- 1R

lR!

( lR - kR) !
1 

下面设 k
*
= ( k1, k2, ,, kq- 1, kq + r - L, kq+ 1, ,, kn )1 显然 | k

*
| = r , 并且
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  Q+
(5k

*

x v( x) )
2
x
k
*

X
( B)

( x) dx =

    6
l
1

\k
1
, ,, k

q- 1
\k

q- 1

6
l
q

\k
q
+ r- L

6
 l

q+ 1
\ k

q+ 1
, ,, l

n
\k

n

( v̂
( B)
l )

2 Bkq+ r- L- 1
q @

    
l q!

( l q - kq - r + L) ! F
1 [ R[ n, RX q

BkR- 1R

lR!

( lR- kR) !
1 

容易验证对任意 l q > N ,

  
lq!

( l q - kq) !
[ cN

L- r lq!

( lq - kq - r + L) !
1 

因此

  DN , B, q( v) [ c( BqN )
L- rQ+

(5k
*

x v ( x) )
2
x
k
*

X( B) ( x)dx [ c( BqN)
L- r

| v |
2
r , X( B) , A 1 

结合上式以及( 11)式,即得

  Q+
(5k

x ( P
( B)
N v ( x) - v( x) ) )

2
x
k X( B) ( x )dx [ c(�BN )

L- r
| v |

2
r , X( B), A ,

从而

  | P
( B)
N v - v |

2
L, X( B), A [ c(�BN)

L- r
| v |

2
r , X( B) , A1 

由于 +v +0, X( B) , A = +v +X( B) ,定理1. 1给出了 +P
( B)
N v - v +X( B) 的一个上界 1 然而,我

们还需估计在通常 Sobolev空间H
L
X( B) ( + ) 中的逼近上界 1 为此,对于任意整数0 [ s [ r , 定

义

  | v | A r

s, B
= 6

| k| = r Q+
(5 k

x v ( x) )
2
| x |

r- sX( B) ( x )dx
1/ 2

1 

定理 1. 2  对任意的整数 1 [ L [ r ,

  | P
( B)
N v - v |

2
L, X

( B) [ cB- 2r�B2L+ r
(1 + �B- L)N2L- r

( | v |
2
A
r

1, B
+ | v |

2
A
r

L, B
) , ( 12)

假设 | v | Ar
1, B
以及 | v | Ar

L, B
有界1 

证明  我们首先对 Bq = 1,1 [ q [ n用归纳法证明(12) 式1 此时我们分别用 X(x) , | v | Ar
s
,

PN 表示 X
( B)
( x ) , | v | Ar

s , B
, P

( B)
N 1 因此只要验证对于任意整数1 [ L [ r ,

  | PN u - u |
2
L, X [ c N

2L- r
( | u |

2
A
r

1
+ | u |

2
A
r

L
)1 ( 13)

为方便起见,我们引进记号 Xq( xq) = e- x
q , +u + X

q
, +

q
= +u +L

2

X
q

( +
q
) 以及 | u | Ar

s
( +

q
) =

+x
( r- s) / 2
q 5 rx

q
u +X

q
, +

q
1 L

2
X
q
( +q)- 正交投影用PN , +

q
表示 1 由文献[ 4] 中的引理 3. 3,对于任何

整数 1 [ L [ r , 只要 +x
( r- 1) / 2
q 5 rx

q
u +X

q
, +

q
和 +x

( r- L) / 2
q 5 rx

q
u +X

q
, +

q
有界,

  +5Lx
q
( PN, +

q
u - u ) +2

X
q
, +

q
[

    cN
2L- r

( +x
( r- 1) / 2
q 5 rx

q
u +2

X
q
, +

q
+ +x

( r- L) / 2
q 5 rx

q
u +2

X
q
, +

q
) , ( 14)

由上式可推出 n = 1时( 13)式成立1 
假设( 13)式对 n [ m 成立,考虑 n = m + 1的情形 1 设 Id, +

q
(1 [ q [ n) 为恒等算子1 

为书写方便,我们记

  �xm = ( x 1, x 2, ,, xm) , �+m = +1 @ +2 @ , @ +m,

  �km = ( k1, k2, ,km) , | �km | = 6
m

q= 1

kq , �Xm(�xm) = F
m

q= 1

Xq( x q)1 

并设
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  �PN, �+
m
= PN , +

1
. PN , +

2
. ,PN , +

m
, �Id, �+

m
= Id, +

1
. Id , +

2
. ,Id, +

m
1 

显然 �PN, �+
m+ 1

u = �PN , �+
m
PN , +

m+ 1
u 1 进一步,对任何满足 | �km+ 1 | = L \ 1的 �km+ 1,存在 q ,使得

1 [ q [ m + 1, kq \ 11 不失一般性, 我们可以假设 km+ 1 \11 从而

  5�km+ 1�x
m+ 1
(�PN , �+

m+ 1
u - u) = 5km+ 1x

m+ 1
5�km�x

m
(�PN, �+

m+ 1
u - u) = B 1+ B2, ( 15)

其中

  B1 = 5km+ 1x
m+ 1
( PN , +

m+ 1
- Id, +

m+ 1
)5�km�x

m
�PN, �+

m
u, B2 = 5�km�x

m
(�PN, �+

m
- �Id, �+

m
)5km+ 1x

m+ 1
u1 

我们依次使用( 14)、( 9)式和定理 1. 1便可推得

  +B1 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[

    cN
2k

m+ 1
- r 6

N= 1, k
m+ 1
Q�+

m

�Xm(�xm) | 5�km�x
m
�PN, �+

m
u(�xm , #) | 2A r

N
( +

m+ 1
) d�xm [

    cN
2L- r 6

N= 1, k
m+ 1
Q�+

m

�Xm(�xm) | �PN, �+
m
u(�xm , #) | 2Ar

N
( +

m+ 1
) d�xm [

    cN
2L- r 6

N= 1, k
m+ 1

| u |
2
A
r

N
( �+

m+ 1
) 1 ( 16)

下面我们估计 +B2 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1
1 若 | �km | = L- km+ 1 \ 1, 则利用归纳假设,

  +B2 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[

    cN
2|�k

m
|+ k

m+ 1
- r 6

N= 1, | �k
m
|Q+

m+ 1

Xm+ 1( xm+ 1) | 5 k
m+ 1x
m+ 1
u (#, xm+ 1) |

2
A r- km+ 1
N

(�+
m
) dxm+ 11 

由于

  2 | �km | + km+ 1- r [ 2L- r ,

  | 5 k
m+ 1x
m+ 1
u (#, xm+ 1) |

2
A
r- k

m+ 1
N

(�+
m
) [ | u(#, xm+ 1) |

2
A
r

N+ k
m+ 1

(�+
m
) ,

我们推得

  +B2 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[ cN
2L- r 6

N= 1, |�k
m
|

| u |
2
A
r

N+ k
m+ 1

(�+
m+ 1

) 1 ( 17)

若 | �km | = 0, 则 km+ 1 = L1 利用定理 1. 1及直接计算可得

  +B2 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[

    cN
L- rQ�+

m+ 1

�X(�xm+ 1) | �xm |
r- L 6

|�l
m
| = r- L

(5�lm�x
m
5Lx

m+ 1
u(�xm+ 1) )

2
d�xm+ 1 [

    cN
L- r

| u |
2
A
r

L
( �+

m+ 1
) 1 ( 18)

显然对任何1 [ N [ L, | �xm+ 1 |
- N [ | �xm+ 1 |

- 1
+ | �xm+ 1 |

- L1 因而,对 km+ 1 \1,

  | u |
2
A
r

k
m+ 1

(�+
m+ 1

) [ | u |
2
A
r

1
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L
(�+

m+ 1
) 1 ( 19)

另一方面,若 | �km | \ 1,则 km+ 1+ 1 [ L1 从而,对任何 km+ 1 \ 1,

  | u |
2
A
r

k
m+ 1

+ 1
(�+

m+ 1
) [ | u |

2
A
r

1
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L
(�+

m+ 1
) 1 ( 20)

综合( 15)式~ ( 20)式便完成了归纳法的证明1 由于 PN = �PN , �+
n
, 我们便得( 13)式1 

我们现在证明对任意的 B, ( 12)式成立1 为此,设

  u( x) = v
x 1

B1
,
x 2

B2
, ,,

x n

Bn
1 

则有 P
( B)
N v( x) = PN u ( x)1 可以验证对任意的 0 [ R [ L,
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  | PNu - u |
2
L, X \

B1,Bn
�B
2L | P

( B)
N v - v |

2
L, X

( B) , | u |
2
A
r

R
[ B1 ,Bn

�B
r- R

B
2r | v |

2
A
r

R, B
1 

( 21)

最后,结合( 13)式和( 21)式即得( 12)式1 

H
1
0, X( B) ( + )- 正交投影算子 P

(1, 0, B)
N :H

1
0, X( B) ( +) y P 0

N 定义为

  ( (̈ P
(1, 0, B)
N v - v) , ¨<)1, X( B) = 0,   P < I P 0

N 1 

定理 1. 3  如果整数 r \ n, | v | A r

n, B
有界,则对于任意 v I H

1
0, X( B) ( +) ,

  | P
(1, 0, B)
N v - v |

2
1, X( B) [ cB- r�Br+ 2- n

N
n- r

| v |
2
A
r

n, B
1 ( 22)

证明  我们先证明对于 Bq = 1, ( 22) 式成立 1 此时用 P
( 1, 0)
N 表示 P

(1, 0)
N, B 1 只要证明

  | P
(1, 0)
N v - v |

2
1, X [ cN

n- r
| v |

2
A
r

n
( 23)

即可1 事实上, 由投影定理,对任何 u I H
1
0, X( + ) ,

  | P
(1, 0)

N u - u |
2
1, X [ inf

< I P 0

N

| u - < |
2
1, X1 

下面用 P
(1, 0)
N, +

q
表示H

1
0, X

q
( +q)- 投影, �P (1, 0)

N , �+
m
= P

(1, 0)
N, +

1
. P (1, 0)

N, +
2

,P
(1, 0)
N , +

m
, 1 [ q , m [ n 1 取 <=

�P (1, 0)
N , �+

n

u I P 0
N , 我们将用归纳法证明

  | u - < | 21, X [ cN
n- r

| u |
2
A
r

n
1 ( 24)

使用上一个定理证明过程中相同的记号并记 | v | r , X
q
, +

q
= | v | H r

Xq
( +

q
) 1 由文献[ 9] 中的定

理2. 3,如果 u I H
1
0, X

q
( +q ) ,且对 r \ 1, +x

(r- 1) / 2
q u +X

q
, +

q
有界,则有

  | P
(1, 0)
N, +

q
u - u |

2
1, X

q
, +

q
[ cN

1- r +x
(r- 1) / 2
q u +2

X
q
, +

q
1 ( 25)

这样便证明了情形 n = 1时( 24)式成立1 

假设 n [ m 时(24) 式成立,考虑情形 n = m + 11 利用(2) 式, n = m 时的(24) 式以及

半范 | u | Am
m
(�+

m
) 的定义,可得

+�P (1, 0)
N , �+

m
u +2

�X
m
, �+

m
[ c | �P (1, 0)

N , �+
m
u |

2
1, �X

m
, �+

m
[ c( | u |

2
A
m

m
(�+

m
) + | u |

2
1, �X

m
, �+

m
) =

  c( | u |
2
m, �X

m
, �+

m
+ | u |

2
1, �X

m
, �+

m
) [ c( | u |

2
m, �X

m
, �+

m
+ +5x

1
5x

2
,5x

m
u +2

�X
m
, �+

m
) [

  c | u |
2
m, �X

m
, �+

m
1 ( 26)

显然

  5x
m+ 1
( <- u) = B1 + B2, ( 27)

其中

  B1 = 5x
m+ 1
( P

( 1, 0)
N , +

m+ 1
- Id , +

m+ 1
)�P ( 1, 0)

N , �+
m

u, B2 = ( �P (1, 0)
N , �+

m

- �Id , �+
m
)5x

m+ 1
u1 

由( 25)式和( 26)式,我们可推得

  +B1 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[ cN
1- (r- m )Q�+

m

�Xm(�xm) | �P
(1, 0)
N , �+

m

u (�xm , #) | 2Ar- m
1

( +
m+ 1

) d�xm [

    cN
m+ 1- rQ�+

m+ 1

�Xm+ 1( �xm+ 1) | xm+ 1 |
r- m- 1 6

|�k
m
| = m

(5�km�x
m
5 r- m
x
m+ 1

u(�xm+ 1) )
2d�xm+ 1 [

    cN
m+ 1- r

| u |
2
A
r

m+ 1
(�+

m+ 1
) 1 ( 28)

类似地
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  +B2 +2
�X
m+ 1

, �+
m+ 1

[

    cN
m- (r- 1)Q+

m+ 1

Xm+ 1( xm+ 1) | 5x
m+ 1
u (#, xm+ 1) | 2Ar- 1

m
(�+

m
) dxm+ 1 [

    cN
m+ 1- r

| u |
2
A
r

m+ 1
(�+

m+ 1
) 1 ( 29)

另一方面,我们有

  5x
q
( <- u) = 5x

q
( �P

(1, 0)

N , �+
m
- �Id, �+

m
) P

( 1, 0)
N , +

m+ 1
u +

    ( P
(1, 0)
N , +

m+ 1
- Id, +

m+ 1
)5x

q
u,   1 [ q [ m1 

上面的式子具有与( 27)式相同的上界1 据此再结合( 28)式和( 29)式, 可得 | <- u |
2
1, �X

m+ 1
, �+

m+ 1

[ cN
m+ 1- r

| u |
2
A
r

m+ 1
(�+

m+ 1
) 1 因此, 我们完成了归纳法及( 23)式的证明1 最后,通过上一个定理

证明过程中使用的尺度变换技巧, 我们结束了( 22)式的证明1 

我们现在讨论 Laguerre-Gauss-Radau插值1 对任意固定的 q , 设 R( Bq)
N , 0

= 0, R( Bq)
N , j

q

是多项式

5x
q
L ( B

q
)

N+ 1
( x q) , 1 [ j q [ N 的零点1 X( Bq)N , j

q
表示权函数 XB

q
( xq ) = e- Bqx q, 1 [ j q [ N的 Christoffel

数 1 令 j = ( j 1, ,, j n) 1 我们取 n- 维插值点为R( B)
N , j

= ( R( B1)
N , j

1

, R( B2)
N , j

2

, ,, R( Bn)
N , j

n

) , 0 [ jq [ N , 1

[ q [ n 1 则关于权函数 X
( B)

( x) 对应的Christoffel数为 X
( B)
N , j = F

n

q= 0 X
( B

q
)

N, j
q
1 设 �+N , B为全

体插值节点 R( B)N , j 组成的集合 1 对任意 < I P2N , 我们有下列恒等式:

  Q+
<( x) X( B) ( x)dx = 6

R( B)
N, j

I �+
N, B

<( R( B)N , j ) X
( B)
N , j 1 ( 30)

对任意 v I C (�+ ) , Laguerre-Gauss-Radau 插值函数 I
( B)
N v I P N 定义为: 对任意的 x I

�+N , B, I
( B)
N v( x ) = v( x )1 

我们定义离散的内积和离散的范数

  ( u, v) X( B) , N = 6
R( B)
N, j

I �+
N, B

u( R( B)N , j ) v( R
( B)
N, j ) X

( B)
N , j , +v +X( B) , N = ( v , v )

1/ 2
X( B) , N1 

利用( 30)式可知,对任意 <, W I PN ,

  ( <, W) X( B) = ( <, W) X( B) , N , + <+ X( B) = +<+X( B) , N 1 ( 31)

显然

  ( I
( B)
N v - v, <) X( B) , N = 0,   P < I PN1 ( 32)

下面我们给出关于 Laguerre 插值的基本结果1 

定理 1. 4  对任何整数 r \ L+ n - 1, L\0, L* = max 1, L+ n - 1 , 我们有下面的估

计式:

  | I
( B)
N v - v |

2
L, X( B) [

    cB
- 2r
�B
2L+ r

(1 + �B
- L*

)N
2L+ n- r

( lnN )
n
( | v |

2
Ar
0, B
+ | v |

2
Ar
L
*
, B
) , ( 33)

假设范数 | v | A r

0, B
以及 | v | Ar

L
*

, B
是有界的1 

证明  我们使用与上一个定理证明过程中相同的记号1 首先对于 Bq = 1证明(33) 式成

立 1 此时用 IN 表示 I
( B)
N , 则只要证明下面估计即可:

  | INu - u |
2
L, X [ c( lnN) nN2L+ n- r

( | u |
2
A
r

0
+ | u |

2
A
r

L*
)1 ( 34)

对任意的 1 [ q [ n ,我们分别用 IN , +
q
表示一维区间 +q上的Laguerre-Gauss-Radau插值1 
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由文献[ 4]中的定理 3. 5,可得对任意的整数 0 [ L [ r ,

  +5Lx
q
( IN , +

q
u - u) +2

X
q
, +

q
[ cN

2L+ 1- r
( +x

(r- 1) / 2
q 5 rx

q
u +2

X
q
, +

q
+

    N
- 1 +x

(r- L) / 2
q 5 rx

q
u +2

X
q
, +

q
+ lnN +x

r / 2
q 5 r

x
q
u +2

X
q
, +

q
) 1 ( 35)

假设上面不等式右边涉及的范数都是有界的1 这样当 n = 1时( 34)式成立,从而可得

  +IN , +
q
u +2

X
q
, +

q
[ c lnN ( +x

1/ 2
q 5x

q
u +2

X
q
, +

q
+ +5x

q
u +2

X
q
, +

q
) 1 ( 36)

假设( 34)式对任何 n [ m 成立, 我们考虑情形 n = m + 11 设�IN , �+
m
= IN , +

1
. IN , +

2
.

,IN , +
m
1 则�IN , �+

m+ 1
= �IN , �+

m
. IN, +

m+ 1
1 显然

  �IN , �+
m+ 1

u - u = (�IN , �+
m
- �Id, +

m
) IN , +

m+ 1
u + ( IN, +

m+ 1
- �Id, +

m+ 1
) u1 

设 | u | L, �X
m
, �+

m
为空间H

L
�X
m

( �+m) 的半范1 则

  | IN , �+
m+ 1

u - u | L, �X
m+ 1

, �+
m+ 1

[ B1+ B2, ( 37)

其中

  B1 = | (�IN, �+
m
- �Id, +

m
) IN , +

m+ 1
u | L, �X

m+ 1
, �+

m+ 1
,

  B2 = | ( IN, +
m+ 1

- Id, +
m+ 1
) u | L, �X

m+ 1
, �+

m+ 1
1 

记 L*m = max 1, | �km | + m - 1 1 则使用 n = m 时的( 34)式,可推得

  B1 [ c( lnN )
m 6
|�k

m+ 1
| = L
N
2| �k

m
|+ m- r+ 1 @

    6
N= 0, L*

m

Q+
m+ 1

Xm+ 1( xm+ 1) | 5km+ 1x
m+ 1
IN , +

m+ 1
u(#, xm+ 1) | 2Ar- 1

N
(�+

m
) dxm+ 11 

进一步,利用( 9)、( 10)式, n = m 时的(34) 式以及(36) 式,可推得对 N= 0, L
*
m ,

  Q+
m+ 1

Xm+ 1( xm+ 1) | 5km+ 1x
m+ 1
IN , +

m+ 1
u(#, xm+ 1) | 2Ar- 1

N
(�+

m
)dxm+ 1 [

    cN
2k

m+ 1Q�+
m

| �xm |
r- 1- N

X( �xm) 6
|�k

m
| = r- 1

+IN, +
m+ 1
5�km�x

m
u(�xm , #) +2

X
m+ 1

, +
m+ 1
d�xm [

    cN
2k

m+ 1 lnNQ�+
m

| �xm |
r- 1- NX(�xm) @

    6
| �k

m
| = r- 1

( | 5�km�x
m
u(�xm , #) | 2A 1

0
( +

m+ 1
) + | 5�km�x

m
u(�xm , #) | 21, X

m+ 1
, +

m+ 1
)d�xm [

    cN
2k

m+ 1 lnN( | u |
2
Ar
N
(�+

m+ 1
) + | u |

2
Ar
N+ 1

( �+
m+ 1

) )1 

如前一样,我们可以验证

  6
N= 0, L*

m

( | u |
2
A
r

N
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

N+ 1
(�+

m+ 1
) ) [ c( | u |

2
A
r

0
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L+ m
(�+

m+ 1
) ) 1 

从而

  B1 [ c( lnN )
m+ 1

N
2L+ m+ 1- r

( | u |
2
A
r

0
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L+ m
(�+

m+ 1
) ) 1 ( 38)

另一方面,如记 Lm+ 1 = max 1, km+ 1 , 则由( 35)式可推得

  B2 [ c lnN 6
|�k

m+ 1
| = L
N
2k

m+ 1
+ 1- r+ |�k

m
| @

    Q�+
m

�Xm(�xm) 6
N= 0, L

m+ 1

| 5�km�x
m
u( �xm , #) | Ar- | �km |

N
( +

m+ 1
) d�xm1 

由于当 N= 0, Lm+ 1时

289多维区域中非线性偏微分方程的修正Laguerre谱与拟谱方法



  Q�+
m

�X(�xm) | 5�km�x
m
u(�xm , #) | 2A r- | �k

m
|

N
( +

m+ 1
) d�xm [ c | u |

2
A
r

N+ | �k
m
|
( �+

m+ 1
) ,

我们得到

  B2 [ c lnN N
2L+ m+ 1- r

( | u |
2
A
r

0
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L
( �+

m+ 1
) )1 ( 39)

将( 38)式和( 39)式代入( 37)式,即得

| IN , �+
m+ 1
u - u |

2
L, �X

m+ 1
, �+

m+ 1
[

    c( lnN )
m+ 1

N
2L+ m+ 1- r

( | u |
2
A
r

0
(�+

m+ 1
) + | u |

2
A
r

L+ m
(�+

m+ 1
) ) 1 

这样便完成了归纳法的证明, 从而( 34)式成立1 
最后,由( 34)式以及尺度变换技巧便得( 33)式1 
在这节的最后, 由( 31)式~ ( 33)式,即得对任意的 < I PN ,

  | ( v , <) N , X( B) - ( v, <) X( B) | = | ( I
( B)
N v - v , <) X( B) | [

    +I
( B)
N v - v +X( B) +<+X( B) [

    cB- r�Br / 2( 1+ �B- 1/ 2)N ( n- r ) / 2
( lnN )

n/ 2
( | v | A r

0, B
+ | v | Ar

L
*

, B
) + <+X( B) 1 ( 40)

2  两维无界区域中 Logistic方程的Laguerre谱方法

设 x = ( x 1, x2) , + = +1 @ +2, V( x, t ) 表示蠕虫的密度 1 g( x, t ) 以及 V0( x) 分别为源

项和初始状态1 我们考虑下面带死亡边界条件的 Logistic方程定解问题:

  

5 t V( x , t ) - 52x
1
V( x, t ) - 52x

2
V( x , t ) =

  V( x, t ) (1 - V( x, t ) ) + g ( x, t ) ,   x I +, 0 < t [ T,

v( x 1, 0, t ) = V(0, x 2, t ) = 0,   0 [ t [ T ,

V( x, 0) = V0( x) ,   x I +1 

( 41)

假设 V0( x) I L
2
( + ) 以及 g I L

2
(0, T ; L2( +) )1 我们寻找问题(41) 的解 V I L

]
(0, T ;

L
2
( +) ) H L

2
(0, T ;H

1
0( +) ) 1 为此,应对解 V( x , t ) 在无穷远处加上合适的渐近条件:

  | x | V ( x, t ) y 0, | x | 5x
q
V( x, t ) y 0, a. e. , 当 xq y ] , q = 1, 21 ( 42)

下面我们先定义问题( 41)的解关于权函数 X
( B)

( x) 的一个弱形式,然后再构造相应的谱

格式1 然而不幸的是此时对应的弱形式在加权的 Sobolev 空间中不适定1 为了克服这个缺点,
我们作变量代换:

  U( x, t ) = eB#x/ 2
V( x , t ) , f ( x , t ) = eB#x/ 2

g ( x, t ) , U0( x ) = eB#x/ 2V 0( x )1 

则( 41)式变为

  

5 t U( x , t ) - 52x
1
U( x, t ) - 52x

2
U( x, t ) + B15x

1
U( x, t ) + B25x

2
U( x , t ) =

  U( x, t ) (1 + B21/ 4 + B22/ 4 - e- B#x/ 2
U( x, t ) ) + f ( x, t ) ,

  x I +, 0 < t [ T ,

U( x 1, 0, t ) = U(0, x 2, t ) = 0,   0 [ t [ T ,

U( x, 0) = U0( x) ,   x I +1 

( 43)

渐近条件变成

  | x | e- B#x/ 2
U( x, t ) y 0, | x | e- B#x/ 25x

q
U( x , t ) y 0, a. e. ,

  当 xq y ] , q = 1, 21 ( 44)
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满足条件( 44)的问题( 43)的一个弱形式是: 寻找 U I L
]
(0, T ; L 2X( B) ( +) ) H L

2
(0, T ;

H
1
0, X( B) ( +) ) , 使得

  

(5 tU( t) , v) X( B) + ( ¨U( t) , v̈ ) X( B) =

  ( (1+ B21/ 4+ B22/ 4) U( t ) - e- B#x/ 2
U
2
( t ) , v) X( B) + (f ( t ) , v) X( B) ,

  Pv I H
1
0, X( B) ( + ) , 0 < t [ T,

U(0) = U01 

( 45)

对应的满足( 44)式的问题( 43)的修正Laguerre谱格式是:寻找 uN ( t ) I P 0
N 使得对任意0< t [

T, 满足

  

(5 tuN ( t ) , <) X( B) + ( üN ( t ) , ¨<) X( B) =

  ( (1+ B
2
1/ 4+ B

2
2/ 4) uN ( t ) - e

- B#x/ 2
uN

2
( t ) , <) X( B) + ( f ( t ) , <) X( B) ,

  P < I P 0
N , 0 < t [ T ,

uN (0) = uN, 0 = P
( B)
N U01 

( 46)

为了估计格式( 46)的误差,需要下列引理:

引理 2. 1  对任意 v I H
1
0, X( B) ( + ) ,

  Q+
e- 2B#x

v
4
( x)dx [ 2+v +2

X( B) | v |
2
1, X( B) 1 

证明  设 X
( B)
q ( x q) = e

- B
q
x
q1 可以验证对于任意的 w I H

1
0, X( B)

q
( +q) ,

  +5x
q
( e- Bqx q / 2w ) +2

= Q+
q

e- B
q
x
q (5x

q
w ( xq) )

2dxq -

    
B
2
q

4Q+
q

e- B
q
x
q w

2
( x q)dxq [ Q+

q

e- B
q
x
q(5x

q
w ( xq) )

2dx q1 ( 47)

下面,对任意的 x I + ,

  e- B#x
v
2
( x1, x 2) =

    2Q
x
1

0
e- ( B

1
N+ B

2
x
2
) / 2
v ( N, x 2)5N( e- ( B

1
N+ B

2
x
2
) / 2
v ( N, x 2) )dN [

    2Q+
1

e- ( B
1
N+ B

2
x
2
) / 2

| v ( N, x 2) | | 5N( e- ( B
1
N+ B

2
x
2
) / 2
v ( N, x 2) ) | dN,

  e
- B#x

v
2
( x1, x 2) [ 2Q+

2

e
- ( B

1
x
1
+ B

2
G) / 2

| v( x 1, G) +5G( e- ( B
1
x
1
+ B

2
G) / 2

v( x 1, G) ) | dG1 

因此

  e- 2B#x
v
4
( x 1, x 2) [

    4Q+
1

e
- ( B

1
N+ B

2
x
2
) / 2

| v ( N, x 2) | | 5N( e- ( B
1
N+ B

2
x
2
) / 2
v ( N, x 2) ) | dN@

    Q+
2

e- ( B
1
x
1
+ B

2
G) / 2

| v( x 1, G) | | 5G( e- ( B
1
x
1
+ B

2
G) / 2

v( x 1, G) ) | dG1 

在区域 + 上对以上不等式两边积分, 并利用( 47)式,我们可得

  Q+
e
- 2B#x

v
4
( x)dx [ 2+v +2

X( B) | v |
2
1, X( B) 1 

下面我们考虑格式( 46)的稳定性1 由于对非线性问题,我们不可能得到通常意义下的稳

定性结果1 然而有可能得到广义意义下的稳定性结果,见文献[ 12] 1 为证明这一结论,我们假
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定函数 f 和uN , 0分别有误差�f 和�uN , 01 数值解 uN 由此产生的误差记为�uN , 它满足下列方程:

  (5 t�uN ( t ) , <) X( B) + ( ¨�uN ( t ) , <̈) X( B) =

    ( (1+ B
2
1/ 4+ B

2
2/ 4)�uN ( t ) - e

- B#x/ 2
( �uN

2
( t ) +

    2uN ( t )�uN ( t ) ) + �f ( t ) , <) X( B) ,   P< I P 0
N , 0 < t [ T ( 48)

以及 �uN (0) = �uN , 01 
在( 48)式中取 < = 2�uN , 可得

  d
dt

+�uN ( t ) +2
X( B) + 2 | �uN ( t ) |

2
1, X( B) [

    ( 3+ B
2
1/ 2+ B

2
2/ 2) +�uN ( t ) +2

X( B) - 2( e
- B#x/ 2

�u
2
N ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) -

    4( e- B#x/ 2
uN ( t )�uN ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) + +�f ( t ) +2

X( B)1 ( 49)

依次利用 Schwartz不等式、引理 2. 1和( 2)式,即得

  | ( e- B#x/ 2�u2N ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) | [ +e- B#x/ 2�u2N ( t ) +X( B) +�uN ( t ) +X( B) [

    2+�uN ( t ) +2
X( B) | �uN ( t ) | 1, X( B) [

    ( 2 2/�B) +�uN ( t ) +X( B) | �uN ( t ) |
2
1, X( B) 1 ( 50)

类似地,

  | ( e- ( B#x) / 2
uN ( t )�uN ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) | [

    | �uN ( t ) |
2
1, X( B) / 4+ 2+uN ( t ) +2

X( B) +�uN ( t ) +2
X( B)1 ( 51)

将( 50)式和( 51)式代入( 49)式,并对 t 积分,我们得到

  +�uN ( t ) +2
X( B) + Q

t

0 1 -
4 2

B +�uN ( G) +X( B)
| �uN ( G) |

2
1, X( B)dG [

    Q(�uN, 0, �f , t ) + c1( uN , t )Q
t

0
+�uN ( G) +2

X( B)dG, ( 52)

其中

  Q( �uN , 0,�f , t ) = +�uN , 0 +2
X( B) + Q

t

0
+�f ( G) +2

X( B)dG,

  c1( uN , t ) = 3 + B21/ 2 + B22/ 2 + 8+ uN +2
L

]
(0, t; L

2

X( B)
( + )) 1 

引理 2. 2(见文献[ 13]中的引理 3. 1)  假定

( � ) 常数 b1 > 0, b 2 \ 0, b3 \0, d \ 0,并且对于某个 t 1 > 0,满足 d [ ( b
2
1/ b

2
2) e

- b
3
t
1;

( � ) Z( t) 和 A ( t ) 为变量 t 的非负函数,且对任何 t [ t 1, 满足:

  Z( t) + Q
t

0
( b1- b2Z

1/ 2
( G) ) A ( G) dG [ d + b3Q

t

0
Z( G)dG1 

则有对任意 t [ t 1, Z ( t ) [ d e
b
3
t1 

将以上的引理应用到( 52)式,便得下列结果:

定理 2. 1  设常数 0 [ a < 1, uN ( t ) 为(46) 式的解 1 如果对某个 t 1 > 0, 满足

  Q( �uN , 0,�f 0, t 1) [ ( (1- a)
2
/ 32) B2e- c

1
( u

N
, t

1
) t

1,

则对任何 t [ t 1,

  +�uN ( t ) +2
X( B) + aQ

t

0
| �uN ( G) |

2
1, X( B)dG [ Q(�uN , 0,�f 0, t ) e

c
1
( u

N
, t

1
) t 1 

我们现在讨论格式( 46)的收敛性1 令 UN = P
(1, 0, B)
N U1 则由( 43)式可得

  (5 t UN ( t ) , <) X( B) + ( ¨UN ( t ) , ¨<) X( B) =

292 徐   承   龙    郭   本   瑜



    ( (1+ B21/ 4+ B22/ 4) UN ( t ) - e- ( B#x) / 2
U
2
N ( t ) + f ( t ) , <) X( B) +

    6
3

q= 1
Gq ( t , <) ,   P < I P

0

N , 0 < t [ T, ( 53)

其中

  G1( t , <) = (5 t UN ( t ) - 5 tU( t ) , <) X( B) ,

  G2( t , <) = (1+ B21/ 4+ B22/ 4) ( U( t ) - UN ( t ) , <) X( B) ,

  G3( t , <) = ( e- B#x/ 2
( U

2
N ( t ) - U

2
( t ) ) , <) X( B)

以及 UN ( 0) = P
( 1, 0, B)
N U01 

进一步,令 �UN ( t ) = uN ( t ) - UN ( t ) 1 ( 46)式减去( 53)式得

  (5 t�UN ( t ) , <) X( B) + ( ¨�UN ( t ) , ¨<) X( B) =

    ( (1+ B21/ 4+ B22/ 4)�UN ( t ) - e- B#x/ 2
(�U2N ( t ) + 2UN ( t ) �UN ( t ) ) , <) X( B) -

    6
3

q= 1

Gq ( t , <) ,   P < I P 0

N
, 0 < t [ T 1 ( 54)

另外, �UN (0) = P
( B)
N U0- P

(1, 0, B)
N U01 

比较( 54)式和( 48)式,我们发现只要估计 +�UN (0) + X( B) 以及 | Gq( t , �UN ( t ) ) | ( q = 1, 2,

3) 的上界, 便可得数值解的误差估计1 实际上,利用(2) 式以及定理1. 3,我们可得对于任意整

数 r \ 2,

  | G1( t , �UN ( t ) ) | [ +�UN ( t ) +2
X( B) + cB- 2r�Br- 2N 2- r

| 5 tU( t) | 2Ar
2, B
, ( 55)

  | G2( t , �UN ( t ) ) | [ +�UN ( t ) +2
X( B) + cB

- 2r
�B
r- 2

(1 + �B
4
)N

2- r
| U( t ) |

2
A
r

2, B
1 ( 56)

更进一步,利用( 2)式、引理 2. 1、定理 1. 3以及 Schwartz不等式可得

  | G3( t , �UN ( t ) ) | [ c�B- 3/ 2 | UN ( t ) +

    U( t) | 1, X( B) | �UN ( t ) |
(1/ 2)
X( B) | �UN ( t ) |

(1/ 2)
1, X( B) | UN ( t ) - U( t ) | 1, X( B) [

    +�UN ( t ) +2
X( B) + | �UN ( t ) |

2
1, X( B) / 4+

    c�B
- 3
( | UN ( t ) | 1, X( B) + | U( t ) | 1, X( B) )

2
| UN ( t ) - U( t ) |

2
1, X( B) [

    +�UN ( t ) +2
X( B) + | �UN ( t ) |

2
1, X( B) / 4+ cB- 2r�Br- 3N2- r

( B- 4�B2 | U( t ) |
2
A
2

2, B
+

    | U( t ) |
2
1, X( B) ) | U( t ) |

2
Ar
2, B
1 ( 57)

另一方面,由( 2)式、定理 1. 1以及定理 1. 3,可推出

  +�UN (0) +2
X( B) [ 2( +P

( B)
N U0 - U0+2

X( B) + +P
( 1, 0, B)
N U0- U0 +2

X( B) ) [

    c(�B2- r
+ B- 2r�Br- 2)N2- r

( | U0 |
2
A
r- 2

0, B
+ | U0 |

2
A
r

2, B
) 1 ( 58)

若记

  B( U, T , r ) = Q
T

0
( | U( t ) |

4
A
1

1, B
+ | U( t ) |

4
A
2

2, B
+ | U( t ) |

4
A
r

2, B
+

    | 5 tU( t) |
2
A
r

2, B
)dt + | U0 |

2
A
r- 2

0, B
+ | U0 |

2
A
r

2, B
1 

则由上面的分析, ( 22)式以及( 55) ~ ( 58)式,我们得到以下结论:

定理 2. 2  如果对某个整数 r \ 2, 表达式B( U, T , r ) 有界, 则对任何的0 [ t [ T,

  +uN ( t ) - U( t ) +2
X( B) + Q

t

0
+uN ( G) - U( G) +2

1, X( B)dG [

    cB- 2r�Br- 3(�B- 4�B- 2+ �B5+ 1)B ( U, T , r )N
2- r 1 
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注记 2. 1 在实际计算中, 我们可以取 uN ,0 = P ( 1,0, B)
N U0以取得更好的误差估计1 

3  二维无界区域中 Logistic方程的拟谱方法

本节,我们将提出问题( 45)的修正Laguerre拟谱方法:寻找 uN ( t ) I P 0
N ,使得对任何0 [ t

[ T, 满足

(5 t uN ( t ) , <) X( B) + ( üN ( t ) , ¨<) X( B) =

  (1+ B21/ 4+ B22/ 4) ( uN ( t ) , <) X( B) - ( e- B#x/ 2
u
2
N ( t ) , <) X( B) , N +

  (f ( t ) , <) X( B) , N ,   P< I P
0

N , 0 [ t [ T ,

uN (0) = uN , 0 = I
( B)
N U01 

( 59)

由( 31)式、格式( 59)等价于下列非线性方程组:

  

5 t uN ( x, t ) - 52x
1
uN ( x , t ) - 52x

2
uN ( x, t ) + B15x

1
uN ( x, t ) + B25x

2
uN ( x , t ) =

  uN ( x, t ) (1+ B21/ 4+ B22/ 4- e- B#x/ 2
uN ( x, t ) ) + f ( x , t ) ,

  x I +N, B, 0 < t [ T ,

uN ( x1, 0, t ) = uN (0, x 2, t ) = 0,

uN ( x, 0) = I
( B)
N U01 

( 60)

很明显,格式( 60)比格式( 59)在实际计算中更容易处理1 然而格式( 59)的误差估计更简
单1 

设 j = ( j 1, j 2) , B= ( B1, B2) , R
( B)
N, j = ( R( B1)N , j

1
, R( B2)N, j

2
) 以及 X( B)N, j = X( B1)N , j

1
X( B2)N , j

2
1 我们给出下

列引理1 

引理 3. 1  对任意 v I P 0
N ,

  6
0 [ j

1
, j
2

[ N

e- B#R( B)
N, j X( B)N , j v

4
( R

( B)
N, j ) [ 2+v +2

X
( B) | v |

2
1, X( B)1 

证明  显然,我们有

  e- B1R
( B
1
)

N, j
1 v
2
( R( B)N, j ) [ 2Q+

1

e- B1x 1/ 2 | v ( x 1, R
( B

2
)

N , j
2

) | | 5x
1
( e- B

1
x
1
/ 2
v( x 1, R

(B
2
)

N , j
2

) ) | dx 1,

  e- B2R
( B
2
)

N, j
2 v
2
( R( B)N, j ) [ 2Q+

2

e- B2x 2/ 2 | v ( R( B1)N , j
1

, x2) | | 5x
2
( e- B

2
x
2
/ 2
v( R( B1)N , j

1

, x 2) ) | dx 21 

因此,利用HÊ lder不等式, ( 31)式以及( 47)式, 可以推得

  6
0 [ j

1
, j
2

[ N

e- B#R( B)
N, j X( B)N , j v

4
( R( B)N, j ) [

    4 Q+
1

6
0 [ j

2
[ N

e
- B

1
x
1 X

( B
2
)

N, j
2
v
2
( x 1, R

(B
2
)

N , j
2
) dx 1

1/ 2

@

    Q+
1

6
0 [ j

2
[ N

X
( B

2
)

N , j
2

(5x
1
( e

- B
1
x
1
/ 2
v( x 1, R

( B
2
)

N, j
2
) ) )

2
dx 1

1/ 2

@

    Q+
2

6
0 [ j

1
[ N

e
- B

2
x
2 X

( B
1
)

N , j
1
v
2
( R

(B
1
)

N , j
1
, x 2)dx 2

1/ 2

@

    Q+
2

6
0 [ j

1
[ N

X
( B

1
)

N , j
1
(5x

2
( e

- B
2
x
2
/ 2
v( R

( B
1
)

N, j
1
, x 2) ) )

2
dx 2

1/ 2

[
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    4Q+
e- B#x

v
2
( x)dx Q+

e
- B#x

(5x
1
v ( x) )

2
dx

1/ 2

@

    Q+
e- B#x

(5x
2
v( x) )

2dx
1/ 2

[ 2+v +2
X( B) | v |

2
1, X( B)1 

下面我们分析格式( 59)的稳定性1 假定函数 f 和uN, 0有一扰动误差,分别用�f 和�uN , 0表示1 

它们由此对解 uN 产生的误差用�uN 表示, 易得 �uN 满足下列方程:

  (5 t�uN ( t ) , <) X( B) + ( ¨�uN ( t ) , ¨<) X( B) =

    ( (1+ B21/ 4+ B22/ 4)�uN ( t ) - e- B#x/ 2
( �u2N ( t ) + 2uN ( t )�uN ( t ) ) +

    �f ( t ) , <) X( B) , N ,   P < I P 0
N , 0 < t [ T 1 ( 61)

另外, �uN (0) = �uN, 01 比较(61) 式和(48) 式,我们要分析稳定性,只要估计(61) 式中的最后一

项 < = �uN 时的值即可1 依次利用Schwartz不等式,引理 3. 1、( 31)式以及( 2)式, 我们得

  | ( e- B#x/ 2�u2N ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) , N | [ (2 2/�B) +�uN ( t ) + X( B) | �uN ( t ) |
2
1, X( B) 1 ( 62)

类似地

  | ( e
- B#x/ 2

uN ( t )�uN ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) , N | [

    | �uN ( t ) |
2
1, X( B) / 4+ 2+uN ( t ) +2

X( B) +�uN ( t ) +2
X( B) , ( 63)

  | (�f ( t ) , �uN ( t ) ) X( B) , N | [ +�f ( t ) +2
X( B) , N +�uN ( t ) +X( B) [

    +�f ( t ) +2
X( B) , N / 2 + +�uN ( t ) +2

X( B) / 21 ( 64)

在( 61)式中取 < = 2�uN , 并将(62) ~ (64) 式代入(61) 式, 然后再对 t积分1 利用与证明定
理2. 1类似的方法,我们得到下列结果:

定理 3. 1  设 0 [ a < 1, uN 是问题(59) 的解 1 如果对某个 t 1 > 0, Q(�uN , 0,�f , t1) [ ( (1

- a)
2
/ 32)�B

2
e
- c

1
( u

N
, t

1
) t
1 成立,则对任意 t [ t 1,

  +�uN ( t ) +2
X( B) + aQ

t

0
+�uN ( G) +2

1, X( B) dG [ Q(�uN , 0, �f 0, t ) e
c
1
( u

N
, t
1
) t
,

其中 c1( uN , t 1) 的意义与定理 2. 1中相同,

  Q( �uN , 0,�f , t ) = +�uN , 0 +2
X( B) + Q

t

0
+�f ( G) +2

X( B) , NdG1 

下面我们讨论格式( 59)的收敛性1 设 UN = P
(1, 0, B)
N U1 则由( 43)式,

  (5 t UN ( t ) , <) X( B) + ( ¨UN ( t ) , ¨<) X( B) =

    ( 1+ B21/ 4+ B22/ 4) ( UN ( t ) , <) X( B) - ( e- B#x/ 2
U
2
N ( t ) , <) X( B) , N +

    ( f ( t ) , <) X( B) , N + 6
2

q= 1
Gq( t , <) + 6

2

q= 1
Eq( t , <) ,   P < I P 0

N , 0 < t [ T , ( 65)

其中 G1( t , <) 和 G2( t , <) 的意义与( 53)式中相同,

  E1( t , <) = ( e- B#x/ 2
U
2
N ( t ) , <) X( B), N - ( e- B#x/ 2

U
2
( t ) , <) X( B) ,

  E2( t , <) = (f ( t ) , <) X( B) - ( f ( t ) , <) X( B) , N1 

另外, UN (0) = P
(1, 0, B)
N U01 

进一步,记 �UN ( t ) = uN ( t ) - UN ( t ) 1 从( 59)式中减去( 65)式,即得
  (5 t�UN ( t ) , <) X( B) + ( ¨�UN ( t ) , ¨<) X( B) =

    ( 1+ B
2
1/ 4+ B

2
2/ 4) (�UN ( t ) , <) X( B) -

    ( e- B#x/ 2
(�U2N ( t ) + 2UN ( t ) �UN ( t ) ) , <) X( B) , N -
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    6
2

q= 1

Gq ( t , <) - 6
2

q= 1

Eq( t , <) ,   P < I P 0
N , 0 < t [ T 1 ( 66)

另外, �UN (0) = I
( B)
N U0- P

(1, 0, B)
N U01 

比较( 66) 式与 ( 54) 式, 我们只要估计表达式 | Gq ( t , �UN ( t ) ) | , | Eq ( t , �UN ( t ) ) | 和

+�UN (0) +X( B) 即可 1 表达式 | Gq( t , �UN ( t ) ) | ( q = 1, 2) 在上节中已估计1 而

  | E 1( t , �UN ( t ) ) | [ H 1( t , �UN ( t ) ) + H 2( t , �UN ( t ) ) , ( 67)

其中

  H1( t , �UN ( t ) ) = | ( e
- B#x/ 2

( U
2
N ( t ) - U

2
( t ) ) , �UN ( t ) ) X( B) , N | ,

  H2( t , �UN ( t ) ) = | ( e- B#x / 2
U
2
( t ) , �UN ( t ) ) X( B) , N - ( e- B#x / 2

U
2
( t ) , �UN ( t ) ) X( B) | 1 

利用HÊ lder不等式以及引理 3. 1,我们推得

  H1( t , �UN ( t ) ) [ +e- B#x / 2
( U

2
N ( t ) - U

2
( t ) ) +X( B) , N +�UN ( t ) +X( B) , N [

    c +UN ( t ) - I
( B)
N U( t) +1/ 2

X( B) | UN ( t ) -

    I
( B)
N U( t) |

1/ 2
1, X( B) +UN ( t ) + I

( B)
N U( t) +1/ 2

X( B) @

    | UN ( t ) + I
( B)
N U( t ) |

1/ 2
1, X( B) +�UN ( t ) +X( B)1 

进一步,由( 2)式、定理 1. 3和定理 1. 4,我们得到对任何整数 r \ 2,

+UN ( t ) - I
( B)
N U( t) +X( B) [ �B- 1 | UN ( t ) - U( t ) | 1, X( B) + +I

( B)
N U( t) - U( t ) +X( B) [

  cB- r�Br / 2(1+ �B- 1)N1- r/ 2lnN 6
N= 0, 1, 2

| U( t ) | Ar
N, B
1 

类似地

  | UN ( t ) - I
( B)
N U( t) | 1, X( B) [ cB- r�Br / 2(1 + �B)N2- r/ 2lnN 6

N= 0, 2
| U( t ) | A r

N, B
1 

另一方面,利用( 2)式,情形 r = n = 2时的定理1. 3, 以及情形 r = n = 2, L= 0的定理1. 4,

我们推得

  +UN ( t ) + I
( B)
N U( t) + X( B) [ �B- 1 | UN ( t ) | 1, X( B) + +I

( B)
N U( t) + X( B) [

    c( B- 2+ B- 2�B+ 1) lnN 6
N= 0, 1,2

| U( t ) | A 2
N, B
+ 6

N= 0,1
| U( t ) | { AN

N, B
1 

类似地,利用 r = n = 2时的定理1. 3, r = 4, n = 2, L= 1时的定理 1. 4, 即得

  | UN ( t ) + I
( B)
N U( t) | 1, X( B) [

    c( B- 4�B3+ B- 4�B2+ 1) lnN 6
N= 0, 2

| U( t ) | A 4
N, B
+ | U( t ) | A 2

2, B
+ | U( t ) | A1

1, B
1 

因此,对任意整数 r \ 3,

  H1( t , �UN ( t ) ) [ c +�UN ( t ) +2
X( B) + cB- 2r�Br+ 1( B- 6+ B- 6�B4+ B- 4�B+ B- 4�B3 + 1) @

    N
3- r

( lnN )
4 6

N= 0, 1, 2
| U( t ) |

2
A 2
N, B
+ 6

N= 0, 2
| U( t ) |

2
A 4
N, B
+

    6
N= 0, 1

| U( t ) |
2
AN
N, B 6

N= 0, 1, 2
| U( t ) |

2
Ar
N, B

, ( 68)

由定理1. 4,我们得到当 r \ 3时,

  H2( t , �UN ( t ) ) [ +�UN ( t ) +2
X( B) +

    cB
- 2r+ 2

�B
r- 1

(1+ �B
- 1
)N

3- r
( lnN )

2 6
N= 0, 1

| e
- B#x/ 2

U
2
( t ) |

2
A r- 1

N, B
1 ( 69)

进一步,由定理 1. 4可推得

  | E 2( t , �UN ( t ) ) | [ +�UN ( t ) +2
X( B) +
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    cB- 2r+ 2�Br- 1(1+ �B- 1)N3- r
( lnN )

2 6
N= 0, 1

| f ( t ) |
2
A
r- 1

N, B
1 ( 70)

最后,利用( 2)式、定理 1. 3以及定理 1. 4得到

  +�UN (0) +2
X( B) [ 2( +I

( B)
N U0- U0 +2

X( B) + +P
(1, 0, B)
N U0- U0 +2

X( B) ) [

    cB
- 2r+ 2

�B
r- 1

(1+ �B
- 2
)N

3- r
( lnN )

2 6
N= 0, 1, 2

| U0 |
2
A
r- 1

N, B
1 ( 71)

令

  B( U, T , r ) = 6
N= 0, 1, 2Q

T

0
( | U( t ) |

4
A
r

N, B
+ | U( t ) |

4
A
2

N, B
)dt + 6

N= 0, 2 Q
T

0
| U( t ) |

4
A
4

N, B
dt +

    6
N= 0, 1Q

T

0
| U( t ) |

4
A
N

N, B
dt + Q

T

0
| 5 tU( t) |

2
A
r- 1

2, B
dt +

    6
N= 0, 1Q

T

0
( | e- B#x / 2

U
2
( t ) |

4
A
r- 1

N, B
+ | f ( t ) |

2
A
r- 1

N, B
)dt + 6

N= 0, 1, 2
| U0 |

2
A
r- 1

N, B
1 

利用 r 用 r - 1代替时的( 55)式~ ( 56)式, ( 68)式~ ( 71)式,嵌入不等式, 用与定理 3. 1类似的

方法可证明以下结论1 
定理 3. 2  如果对于某个整数 r \ 3, B ( U, T , r ) 有界,则对所有的 0 [ t [ T ,

  +uN ( t ) - U( t ) +2
X( B) + Q

t

0
| uN ( G) - U( G) | 21, X( B)dG [

    cB- 2r+ 2�Br+ 1( B- 8+ B- 8�B4+ B- 6�B+ B- 6�B3+ �B- 2+ �B- 4)B ( U, T , r )N
3- r

( lnN )
41 

4  数 值结 果

在本节中我们将举几个实例1 首先取试验函数

  V( x 1, x 2, t ) = e- x
1
- x

2sin
1
5
x 1t sin

1
5
x 2t 1 ( 72)

用格式( 46)以及格式( 60)数值求解问题( 45) 1 时间 t 方向的计算步长取 S,在实际计算中使用

标准的四阶Runge-Kutta 方法 1 数值解 uN ( x , t ) 的误差分别用整体加权误差 EN , B( t ) =

+U( t) - uN ( t ) +X( B) , N 表示,最大误差 Emax, N , B( t ) = max x I +
N, B

| U( x , t ) - uN ( x, t ) | 来表

示1 

       图 1 格式( 46)            图 2 N = 16, S = 10- 4

我们首先使用格式( 46)来求解问题( 45) 1 其中 Laguerre 系数用 N + 1个节点的 Laguerre

积分公式来计算1 对 t = 1, B1 = B2= 1, 不同N 的计算误差 lgEN , B( t ) 的结果见图11 从中可
见计算格式(46) 的高精度性以及收敛性 1 特别地,对于适当小的时间步长 S,整体误差取决

于空间方向的误差 1 显然,图 1指出了空间方向的谱精度 1 对于 B1 = B2 = 1, N = 16以及
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    图 3 N = 16, S = 10- 4             图 4  格式(60)

    图 5 N = 16, S = 10- 4           图 6 N = 16, S = 10- 4

S = 0. 000 1时的误差 lgEN, B( t ) 见图21 从而可看出格式的数值稳定性1 t = 1, N = 16, S=

0. 000 1以及 B1 = B2 = 1, 2, 3时的误差 lgEmax, N, B( t ) 见图31 从中可见格式(46) 对于合适选

取的 B值能提供更好的计算精度1 

       图 7 格式( 46)             图 8 N = 16, S = 10- 4

    图 9 N = 16, S = 10- 4              图 10 格式( 60)
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    图 11  N = 16, S = 10- 4           图 12  N = 16, S = 10- 4

下面我们用格式( 60)来求解问题( 45) 1 t = 1, B1 = B2 = 1时的误差值 lgEN , B( t ) 与不同

的N 以及步长 S的关系见图 41 显然格式(60) 的计算精度与格式(46) 相同 1 但可以减少计
算时间 1 B1 = B2 = 1, N = 16, S= 0. 000 1时的误差 lgEN , B( t ) 见图 5,从中可看出计算的稳

定性 1 t = 1, N = 16, S = 0. 000 1, B1 = B2 = 1, 2, 3时的误差 lgEmax, N , B( t ) 见图61 可看出
通过选取合适的参数 B, 可以提高格式( 60)的计算精度1 

其次取试验函数为

  V( x 1, x 2, t ) =
1

(1 + x 1+ x 2+ t)
31 ( 73)

首先用格式( 46)求解问题( 45) 1 t = 1, B1 = B2 = 1时,误差值 lgEN , B( t ) 与各种不同的 N 和

步长 S的关系见图71 从中可看出格式(46) 的收敛性与高精度性1 B1 = B2 = 1, N = 16, S=

0. 000 1时,对各种不同的 t 的误差值 lgEN , B( t ) 见图 8,可见计算是稳定的 1 t = 1, N = 16, S

= 0. 000 1, B1 = B2= 1, 2, 3时的误差值 lgEmax , N , B( t ) 见图9,可见适当选取参数 B可以提高精

度1 
下面我们用格式( 60)来求解问题( 45) 1 设 t = 1, B1= B2= 1,误差值 lgEN, B( t ) 与不同的

N 及S的关系见图10,从中可看出格式(46) 的计算精度与格式(60) 同阶 1 在图 11中,我们画

出了当 B1 = B2 = 1, N = 16, S = 0. 000 1时的误差值 lgEN , B( t ) ,它们显示了格式的计算稳定

性 1 图12, 我们画出了 t = 1, N = 16, S = 0. 000 1, B1 = B2 = 1, 2, 3 时的误差值

lgEmax , N , B( t ) 1 它们表明了适当选取参数 B可以提高计算精度1 

从以上的计算结果可看出对试验函数( 72)式的计算结果要比对试验函数( 73)式的计算结

果要好1 即计算精度依赖于精确解的正则性,这个特性与我们的理论分析结果完全吻合1 
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A bst ra ct : The Laguerre spectral and pseudospectral methods for multiple-dimensional nonlinear par-

tial differential equations are investigated. Some results on the modified Laguerre orthogonal approx-i

mation and interpolation were established, which play important roles in the related numerical meth-

ods for unbounded domains. As an example, the modified Laguerre spectral and pseudospectral meth-

ods were proposed for two- dimensional Logistic equation. The stability and convergence of suggested

schemes were proved. Numerical results demonstrate the high accuracy of these approaches.

K ey words: multiple dimension; modified Laguerre orthogonal polynomials; interporlation and orthog-

onal approximation; spectral and pseudospectral method
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