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关于多胞形一个新仿射不变量的应用
X
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摘要:  用组合极值方法导出了 n 维欧氏空间中关于原点对称的一个凸多胞形子类上一个新的仿

射不变量(最近由 Lutwak, Yang和 Zhang 引入)的解析表达式, 并给出了其在凸多胞形M inkowski问

题的一个应用1 
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引   言

为了研究 Schneider投射问题, Lutwak, Yang和 Zhang 最近在文献[ 1]中, 对凸多胞形引入了

一个与体积函数 V 有紧密联系的新仿射泛函 U( P ) , 如下:

定义 1  若 P是Rn ( n \2) 中一个内部包含原点的凸多胞形, u1, u2, ,, uN 为P 各面的单

位外法向量,且 h1, ,, hN 为原点到这些对应面的距离, a1, ,, aN 为各对应面相应的面积, 则

U( P) 由下式定义:

  U(P )
n
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n
n 6

u
i
1

C , Cu
i
n

X 0

h i
1

,hi
n
a i

1
,ai

n
1 ( 1)

显然,泛函 U是中心仿射不变量, 即

  U( <P ) = U( P ) ,   对所有的 < I SL( n) 1 

由 V( P) =
1
n 6

N

i= 1

a ihi 不难推得

  U(P ) < V( P )1 
此外,我们注意到只有 P 高度对称且有较少的面时, U(P ) 才会比 V(P ) 小很多1 对于一个有
许多面的随机多胞形, U(P ) 和 V( P ) 十分接近1 

基于以上的定义, Lutwak, Yang和 Zhang 在文献[ 1]中提出了下面的猜想:

猜想 1  若 P 是R
n
中一个关于原点对称的凸多边形,则是否有

  U(P ) \ ( n !)
1/ n

n
V( P ) ?
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这里等号成立当且仅当 P 是一个超平行体1 

我们得到了定义在 R
n
中关于原点对称的凸多胞形一个特殊子类上的仿射不变量 U( P )

的解析表达式, 并给出了 U(P ) 在 Lp-Minkowski问题的一个应用1 

1  关于 Hn 多胞形 U( P) 的解析表达式

现在我们引入 Hn 多胞形的定义1 

定义 1. 1  令 P 为R
n
( n \ 2) 中的凸多胞形, u1, ,, uN 为P 各面对应的N 个单位外法

向量 1 一个凸多胞形被称为 Hn 型多胞形, 是指对任意的 ui
1
, ,, ui

n
< u1, ,, uN , 若对

所有的 i s X it , ui
s

C ui
t

X 0,则有 ui
1

C , C ui
n

X 01 

显然, R2中任意多边形都是 H2多胞形,所有 R
n 中的 n- 维超平行体也都是 Hn型多胞形1 

对于 R
n 中关于原点对称的 Hn 多胞形P , 令 u1, ,, u2m为P 各面对应的单位外法向量,

h1, ,, h2m 为原点到各面相应的距离,且 a1, ,, a2m 为各面相应的面积 1 简便起见, 记 V =

V( P) , Vi = a ihi / n,

  f n ( P ) =
U( P)
V( P )

n

,

且

  x i =
Vi
V
,   i = 1, ,, 2m,

则

  x i = xm+ i , 6
2m

i= 1
xi = 11 

此外,令

  f 0( P ) = f 1( P) = 1, f 2( P ) = 1 - 2 6
2m

i= 1
x

2
i ,

我们有:

假设 P 是R
n 中关于原点对称的一个 Hn 多胞形,并且记

  f n ( P ) =
U( P)
V( P )

n

,

则

  f n ( P ) = f n- 1( P ) +
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    (- 2) n- 1
( n - 1) ( n - 2) ,1 6

2m

i= 1

x
n
i f 0( P )1 

这是 f n ( P ) 的一个 n 阶递推公式1 

下面我们对 R
n 中关于原点对称的 Hn 多胞形的情形,给出猜想 1的证明1 

首先我们给出下面的引理:

引理 1. 1  设 P 为Rn中一个超平行体, F i ( i = 1, ,, 2n) 表示 P的( n - 1)- 维面, x 0为 P

的对称中心. 若 P i ( i = 1, ,, 2n) 是下面形式的棱锥, 称为 P 的中心棱锥,

  Pi = conv( F i G x 0 ) ,

则所有 P i 有相同的体积(1/ 2n) V( P ) ,这里 conv( A) 表示集合 A < R
n
的凸包1 

引理 1. 2  设 P < R
n 为一个关于原点对称的多胞形1 

( � ) 若 F 是P 的面,则

  V( conv( F G 0 ) ) [ 1
2n
V( P )1 ( 2)

( � ) 对任意给定的 P 的面F ,在式(2) 中等号成立当且仅当 P 是一个质心在原点的超平

行体,这里 conv( A ) 表示集合 A < R
n 的凸包1 

证明  ( � ) 对任意给定的 P 的面F, 存在 v I S
n- 1及 t > 0, 使得

  F < H v, t ,

这里 H v , t = x I R
n
| x#v = t 1 记 U( s) = vol n- 1( P H H v, s )1 由 Brunn-Minkowski不等

式 U1/ ( n- 1) 在它的支集上是凹的偶函数, 因此 U沿着任何始自原点的射线都是递减的,且对任

意的 s I [- t , t ] ,

  vol n- 1( P H H v , s) \ vol n- 1( P H H v, t ) = vol n- 1( F )1 

因此,

  vol( P ) = Q
t

- t
voln- 1( P H H v, s )ds \ 2tvoln- 1( F) ,

而 vol( conv( F G 0 ) ) = ( t / n) vol n- 1( F )1 
( � ) 当 P 是超平行体时,由引理 1. 1,结论显然成立1 

不等式( 2)中的等号成立意味着 P恰好有2n个面,并且 ? u1, ,, ? un为这些面上的单位

法向量,这说明 P 是一个原点对称的超平行体1 t

定理 1. 1  设 P < R
n 为一个关于原点对称的 Hn 多胞形, 则

  U(P ) \ ( n !)
1/ n

n
V( P ) , ( 3)

等号成立当且仅当 P 是一个超平行体1 

证明  不失一般性, 可以把体积标准化使得 vol( P ) = 1,令2m为P 的面的数量1 记 P的

面为 F1, ,, Fm , - F1, ,, - Fm ,且令 x i = vol( conv( F i G 0 ) )1 则 6
m

i= 1x i = 1/ 2,并且由

引理 1. 2我们有 0 [ xi [ 1/ (2n)1 
注意到和式

  U(P )
n
= 6

u
i
1

C ,C u
i
n

X0
x i

1
,x i

n

是 ? ui
1
, ,, ? ui

n
的排列,因此我们可写为
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  U(P )
n
= 2nn! 6

1[ i
1
< ,< i

n
[ m

F
n

j = 1

x i
j
= 2nn ! Rn ( x 1, ,, xm) ,

这里 Rn( x 1, ,, xm) 是 x 1, ,, xm 的n次初等对称函数 1 由经典结果知 R
1/ n
n 是x 1, ,, xm 的一

个凹函数(参见文献[ 2] ) 1 我们需要通过对所有具有给定体积的原点对称多胞形来最小化
U( P) 1 通过

  F = ( x 1, ,, xm) | P i , 0 [ x i [ 1
2n
, 6

m

i= 1

xi =
1
2

,

我们足以最小化 Rn1 集合F < Rm是凸的,且它的极值点是向量(1/ (2n) , ,, 1/ (2n) , 0, ,, 0)

的所有排列1 由于凹函数在它的极值点上达到最小值,我们得到

  min
x I F

R1/ n
n ( x) =

1
2n

1 

因此

  U(P )
n \ 2

n
n!

1

(2n)
n =

n!

n
n 1 

等号情形仅当我们恰有 2n个面且 ? u1, ,, ? un 为它们的单位法向量,因此它是超平行体1 

t

2  U( P ) 对 Lp-Minkowski问题的一个应用

Minkowski问题的各种形式由 Gluck[ 3]和 Singer[ 4] 给出1 Gluck [ 5] 的综述文章是对这个问题

极好的介绍1 在文献[ 6-7]中, 作者研究了 Lp-Minkowski问题, 它是Minkowski问题的一个推

广1 近期关于 Lp-Minkowski问题的一些其他工作可参见 Lamberg 和 Kaasalainen 的文献[ 8] ,

Stancu的文献[ 9-10] ,以及Umanskiy 的文献[ 11] 1 对于带有偶离散数据的 Lp-Minkowski问题,

Lutwak, Yang和 Zhang 在文献[ 12]中证明了下面的定理:

假设 p \11 若 u1, ,, uN 是不位于Sn- 1大子球的不同的单位向量, V1, ,, VN > 0是给定

的,则存在 R
n中关于原点对称的凸多胞形P, 具有2N 个n - 1维面,使得当 f i和hi为具有单位

外法向量 ? ui 的两个面的面积和支撑数, 则

  h
1- p
i f i / ( V( P ) ) = Vi ,   对所有的 i1 ( 4)

此外,多胞形 P 是唯一的(若 p = 1, 唯一性是在平移不变意义下) 1 

根据上面的定理,一个自然的问题是:假设 u1, ,, uN 是不位于S
n- 1的大子球面的不同的

单位向量,并且 V 1, ,, VN > 0是给定的,是否存在 R
n中关于原点对称的凸多胞形P ,具有2N

个 n - 1维面,使得当 f i和h i 为具有单位外法向量 ? ui的两个面的面积和支撑数,则

  hf i / ( nV(P ) ) = Vi ,   对所有的 i1 ( 5)

下面的定理(定理 2. 1和定理 2. 2)给出了一些必要条件1 

引理 2. 1[ 13]  设 P 为R
n
( n \2) 中一个关于原点对称的凸多胞形, u1, ,, uN 为对应于P

各面 F 1, ,, FN 的单位外法向量, 对给定的任意 ui
1
, ,, ui

j
< u1, ,, uN , 记 Vi =

V( conv( F i G 0 ) )1 

( � ) 若 ui
1

C , C ui
j

X 0 (1 [ j [ n) , 则

  6
u
i1

C ,C u
ij

Cu
k
= 0
Vk [ j

n
V( P )1 ( 6)
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( � ) 若 P 是一个质点在原点的超平行体,则对任意的 1 [ j [ n,

  6
u
i
1

C ,C u
i
j

Cu
k
= 0
Vk =

j
n
V( P )1 

( � ) 若对 j = 1或 j = n - 1,不等式中的等号成立,则P 是一个质心在原点的超平行体1 
由上面的引理我们有

定理 2. 1  设单位向量 u1, ,, uN 不位于Sn- 1
的大子球面上,且对任意含 n个单位向量的

集合 ui
1
, ,, ui

n
< ? u1, ,, ? uN ,满足若 ui

k
I ui

1
, ,, ui

n
则- ui

k
/I ui

1
, ,, ui

n
,为

R
n 中线性无关的 1 假设存在 R

n 中一个原点对称的凸多胞形,具有 2N 个n - 1维面,使得

  
h i f i

nV( P )
= Vi ,   对所有的 i1 ( 7)

则

  max V1, ,, VN [ 1
2n
, ( 8)

且 V1, ,, VN 满足不等式

  ( n!)
1/ n

n
[ 2( n!)

1/ n
Rn( x 1, ,, xN ) 1/ n

< 1, ( 9)

这里 f i和hi为具有单位外法向量 ? ui的面的面积和支撑数, Rn( x 1, ,, xN )是 x 1, ,, xN 的n阶

初等对称函数1 

定理 2. 1(式( 8)、( 9) )可以看作多胞形是由给定中心棱锥体积构造的必要条件1 
由引理2. 1,我们有

定理 2. 2  假设单位向量 u1, ,, uN 不位于Sn- 1的大子球面上, 且对给定的任意1 [ j [ n

单位向量集 ui
1
, ,, ui

j < ? u1, ,, ? uN ,满足 ui
1

C , C ui
j

X 01 假设存在 R
n中原点

对称的凸多胞形,具有 2N 个n - 1维面,使得

  
hk f k
nV( P )

= Vk ,   对所有的 k1 ( 10)

则

  6
u
i
1

C ,C u
i
j

Cu
k
= 0
Vk [ j

n
, ( 11)

并且

  6
u
i
1

C ,C u
i
j

Cu
k

X 0

Vk \ n - j
n

, ( 12)

这里 f k 和hk为具有单位外法向量 ? uk 的面的面积和支撑数1 
定理 2. 2(式( 11)、( 12) )可以看作多胞形是由给定中心棱锥体积构造的必要条件1 
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Applications of a New Affine Invariant for Polytopes

YANG Liu,  HE Bin-wu

( Depar tment of Mathema tics , Shan gha i Univer sity , Shanghai , 200444, P . R . China )

Abstract: Using the technique of combination extremum, it was obtained that the analytic expression

of the affineinvariant functional, by Lutwak, Yang and Zhang recently introduced, defined on a specific

subclass of origin-symmetric convex polytopes in n- dimensional Euclidean space, and an application

of it to Minkowski problem for origin-symmetric convex polytopes was given.

Key words: convex polytope; affine-invariant; Minkowski problem; volume
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