
文章编号: 1000-0887(2008) 02-0228-07 � 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

一个椭圆型方程组的非负解的分支
�
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摘要: � 考虑了 1 个源于扩散捕食模型的非线性椭圆型方程组�� 将猎物的增长率作为分支参数,

通过运用无穷远处的分支理论、局部分支理论以及整体分支理论, 得到了使方程组的非平凡解存

在的参数范围��
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引 � �言

本文研究了如下方程组

� �

- �u = au + f ( u ) -
cuv

1+ mu
, � � x � �,

- �v = bv + g ( v ) +
duv

1 + mu
, � � x � �,

u = v = 0, x � ��

( 1)

的非负解,其中 �是R
N 中的 1个具有光滑边界的有界区域, a、b是可以取负数的常数, c、d、m

是正的常数,函数 f , g � C
1
( [ 0, � ) ) 满足如下条件:

(A1) f ( s ) , g( s ) > 0对于 s > 0, f ( 0) = g( 0) = 0, f
�
( 0) > 0, g�( 0) > 0,

� � lim
s� �

f ( s )
s

= lim
s � �

g ( s)
s

= 0;

(A2)
f ( s)

s
�, g ( s)

s
�< 0, � � s � ( 0, � ) ��

方程组( 1)模拟了 1个捕食模型的平衡状态,其中居住在栖息地 � 中的猎物和食物的密

度函数分别是u( x ) 和 v ( x ) �� 齐次 Dirichlet边值条件意味着对于这两个种群来说,它们的栖

息地 �周围是敌对环境 �� 模型中的uv / ( 1+ mu) 项被称为Holling-Tanner反应项, 文献[ 1-4]给

出了详细的背景知识��文献[ 5]中, Guo 和Gao 利用无穷远处的分支理论和单调性方法研究了

m = 0时的竞争模型��
本文将参数 b 作为分支参数并假设其它参数不变 �� 我们主要研究将 b 作为分支参数时

方程组( 1)解的结构��
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为了后面的研究,首先我们需要引入一些记号和基本结论��对每个函数 q � C( ��) , 下面

的线性特征值问题

� � - �u + qu = �u, � � x � �, u = 0, � � x � ��
的所有特征值构成一个无穷序列且该序列有下界��记第 i 个特征值为 �i ( q) �� 容易知道
�1( q) 是 1个简单特征值而且其对应的特征函数在 �中不变号 �� 当 q � 0时, 将 �i ( 0) 简记

为 �i�� 此外, 记 �1对应的特征函数为 �1,并将 �1单位化 � �1 � � = 1且让 �1在 �中恒正 ��

利用特征值的变分性质, 可以证明映射 q � �1( q ) 从 C( ��) 到 R是连续的且在如下的意义下

是严格递增的, 即 q1 � q 2和 q1 � q 2可以推出 �1( q1) > �1( q2) ��

我们还需要用到如下的半线性椭圆型方程的一些结论,

� �
- �u + qu = au + f ( u) , � � x � �,

u = 0, � � x � � ���
( 2)

由Guo和 Gao(文献[ 5]引理 2. 1)的研究结果, 我们知道当 a � �1( q ) - f
�
( 0) 时, u = 0是方程

组( 2) 的唯一的非负解; 当 �1( q) - f
�
( 0) < a < �1( q ) 时,方程组( 2) 有唯一的正解 �a ;而当

a � �1( q) 时,方程组( 2) 没有正解 �� 此外从区间( �1( q) - f
�
( 0) , �1( q ) ) 到函数空间 C

1
0( ��)

的映射 �a 是单调递增且连续的, 并且当 a � �1( q) 时, 在 C lo c( �) 中 �a � � �� 当 q = 0时,

记 �a 为ua�� 为了方便,我们按下述方式拓展 ua 的定义:

� � ua =

0, � � a � �1 - f
�
( 0) ,

ua, � � �1 - f
�
( 0) < a < �1,

� , � � a � �1��

由上面的知识我们容易分析出下面的结论��对任意的 b, 问题( 1)都有1个零解分支 S0 =

( b, 0, 0) : b � R . 当 b 经过 �1 - g�( 0) 时, 从 S0 分叉出一个半平凡解分支 S1 =

( b, 0, v b) : �1 - g�( 0) < b < �1 �� 在下文中我们假设 �1 - f
�
( 0) < a < �1,从而方程组( 1)

还有 1个半平凡解分支 S2 = ( b , ua , 0) : b � R �� 在第 1节中,我们利用无穷远处的分支理

论(参见文献[ 6] )来研究方程组( 1) ��在第 2节中,我们用局部分支和整体分支理论(参见文献

[ 7-9] )来获得关于方程组( 1)非负解的集合的更多细节信息��

1 �无穷远处的分支

在问题( 1)的第 1个方程中固定函数 v , 并考虑如下的 3个方程:

� � - �u = au + f ( u) , � � x � �, u = 0, � � x � ��, ( 3)

� � - �u = au + f ( u) -
cvu

1+ mu
, � � x � �, u = 0, � � x � � �, ( 4)

� � - �u = au + f ( u) - ( cv ) u, � � x � �, u = 0, � � x � ���� ( 5)

容易看出方程( 4)被夹在方程( 3)和( 5)之间��因而利用上下解方法,可以得到方程( 4)有

解��我们记方程( 4)的解为 u( v) �� 用文献[ 5]中引理 2. 3相似的方法,我们得出如下关于解

u ( v ) 的1个结论��

引理 1. 1�令 un:= u( n) ,则当 n � � 时, un 在W
1, 2
0 ( �) 中弱收敛且在 L

p
( �) ( � p > 1)

中强收敛到0��
证明 �事实上,取 v在 �中恒为n,则由上下解方法得0 � un < ua�� 因而 � un � � � C��

另一方面因为
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� � - �un = aun + f ( un) -
cnun

1+ mun
� aun + f ( un ) ,

可得

� ��� | � un |
2dx � | a |��u2

ndx +��f ( un ) undx � C��

因而 un 在W
1, 2
0 ( �) 中有界�� 从而 un的1个子列(仍记为un) 在 W

1, 2
0 ( �) 弱收敛且在L

2
( �)

中强收敛到某个函数 �u � W
1, 2
0 ( �) �� 注意到 � un � � � C,所以 un 在L

2
( �) 中收敛到 �u ,可

以推出 un 在L
p
( �) ( p > 1) 也收敛且0 � �u � C�� 又因为

� � �1
cn

1+ mun
- f

�
( 0) � �1 cn

1+ mC
- f

�
( 0) � � � � ( n � � ) ,

且 �1 - f
�
( 0) < a < �1,所以当 n 充分大时,我们有

� � a < �1
cn

1 + mun
- f

�
( 0) ,

故 un � 0, 得证�� �

注 1. 1� 与引理1. 1的证明类似, 我们可以证明, 存在1 个充分大的正数 M 使得在 �中 v � M�1,则 u( v)

� 0�� 利用这个结论, 容易看到如果( b , u, v) 是问题(1) 的 1 个非负的非平凡解, 则 � v � � � M��

现在我们考虑方程组( 1)中的第 2个方程��定义 G ( v) := g( v) + du( v) v / ( 1+ mu( v ) ) ��
由引理1. 1和条件(A1)得, limv � � G( v) / v = 0�� 利用Rabinowitz在文献[ 6] 中的关于无穷远处

分支的结果可知,从点( �1, � ) 分叉出1个非平凡解分支 � � R � C
1
0( ��) ,而且这个分支和 R

= ( b, 0) : b � R 相交�� 与文献[ 5] 中引理2. 1类似的讨论可得,对于( b , v ) � �有v � 0��
对于分支 �中的任何靠近点( �1, � ) 的( b, v ) ,我们有 v � M�1(见文献[ 6] )�� 从而推出分支
�落在点( �1, � ) 的左边,并且存在 1个常数 �( �1- g�( 0) < �< �1) 使得当 � < b < �1时

有 u ( v ) � 0, 即 v = v b�� 此外分支 �和 R的交点为点( �0, 0) , 其中

� � �0 = �1(- dua / ( 1+ mua) ) - g�( 0) ��
综上所述, 我们可以得到如下定理��
定理 1. 1�方程组( 1)有 1个从点 ( �1, 0, � ) 分叉出来的非负解分支 �,这个分支与 S2相

交于点( �0, ua , 0)�� 此外,存在 1个常数 �( �1 - g�( 0) < � < �1) 使得当 � < b < �1时方

程组( 1)没有非平凡解��

注 1. 2� 与文献[ 5]中的分析类似,我们可以得到, 如果 ( b , u, v) 是方程组(1) 的 1个非负的非平凡解, 那

么 �0 < b � ���

2 �局部分支与整体分支

在本节中, 我们利用局部分支和整体分支理论证明了方程组( 1)有 1个连接分支 S1 和 S2

的非平凡解的连续统(即在此连续统上 u 和v 都是恒正的) ��

容易看到映射: �: b � �1( cvb ) - f
�
( 0) 是连续的,单调递增的, 并且 �( �1 - g�( 0) ) = �1

- f
�
( 0) , �( �1) = ��� 因而对于 �1 - f

�
( 0) < a < �1, 存在唯一的 b0 � ( �1- g�( 0) , �1) 使

得 �( b0) = a�� 与文献[ 1]类似, 我们利用 Crandall和Rabinowitz在文献[ 7]中关于简单特征值

的结果,来证明点 ( b0, 0, vb
0
) 是 S 1分支点��

记 U = u, V = v - v b ,容易看到( u, v) 是方程组( 1) 的非负解当且仅当 U � 0, V � 0并
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且( U, V) 满足

� �
- �U = aU + f

�
( 0) U- cv bU+ �F ( b , x , U, V) ,

- �V = bV + g�( v b) V + dv bU + �G ( b, x , U, V) ,
( 6)

其中

� � �F ( b , x , U, V) = f ( U) - f
�
( 0) U+ cv bU -

cU( V + v b)

1+ mU
,

� � �G ( b , x , U, V) = g ( V + v b) - g( v b) - g�( v b) V +
dU( V + v b)

1 + mU
- dv bU ��

定义 F: R � C
1
( �) � C

1
( �) � C

1
( �) 为

� � [ F( b, U, V) ] ( x ) = �F ( b, x , U( x ) , V( x ) ) ,

对于 �G 可类似地定义G�� 容易看出F 和G是连续的并且它们的Fr�chet导数 F( U, V )( b, 0, 0) 和

G ( U, V) ( b, 0, 0) 为 0��

由式( 6) ,我们按下述方式定义 T: R � C
1
( �) � C

1
( �) � C

1
( �) � C

1
( �) ,

� � T ( b, u, v ) = ( ( a + f
c
( 0) ) Ku - cK ( v bu) + KF( b, u, v) ,

    bKv + K ( gc( vb) v) + dK ( vbu ) + KG( b , u, v) ) , ( 7)

其中 K 是在齐次 Dirichlet边界条件下- $ 算子的逆算子 1 令H = I - T 1 如果 K1 - gc( 0)

[ b < K1,则可以知道到H 是 1个 C
1 函数且满足H ( b , 0, 0) = 01 直接计算,我们得到

  H ( u, v ) ( b, 0, 0) ( <, W) =

    <- ( a + f
c
( 0) ) K <+ cK ( v b< ) , W- bK W- K ( gc( v b) W) - dK ( v b< ) 1 ( 8)

引理 2. 1 令线性算子 L = - $ - b - gc( vb) ,则 L 的所有特征值都是严格正的1 

证明  因为

  - $ vb - b +
g ( v b)

v b
vb = 0,   x I 8, v b = 0,   x I 5 8,

所以 v b 是算子 - $ - b - g( vb ) / v b 的对应于特征值 0 的正的特征函数, 从而 K1( - b -

g ( v b) / v b) = 01 因而由条件( A2) ,得到 K1(- b- gc( v b) ) > 01 命题得证1 t

令 <1表示下面的特征值问题的对应于主特征值 a = K1( cv b
0
) - f

c
( 0) 的非负特征函数

  - $ <+ ( cvb
0
- f

c
( 0) ) < = a<,   x I 8, < = 0,   x I 5 8 1 

由引理2. 1容易验证

  N (H ( u, v ) ( b0, 0, 0) ) = span ( <1, W1) ,

其中 W1 = dK 1( v b
0

< 1) 和K 1表示具有齐次Dirichlet边值的算子- $ - b- gc( v b
0
) 的逆算子 1 

所以 dimN ( H ( u, v ) ( b0, 0, 0) ) = 11 由紧算子的性质知 R ( H ( u, v ) ( b0, 0, 0) ) = 11 

由式( 8) ,我么可以得到 Fr�chet导数

  
5H ( u, v) ( b0, 0, 0)

5 b
( <1, W1) =

    cK ( v
c
b

0
< 1) , - K W1 - K

d( gc( v b) )

db b= b
0

W 1 - dK ( v
c
b

0
< 1) ,

其中   v
c
b = dvb / db1 

假设

  
5H ( u, v) ( b0, 0, 0)

5 b
( <1, W1) I R (H ( u, v ) ( b0, 0, 0) ) ,
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则存在一个函数 X I C
1
( 8 ) 使得

  X - ( a + f
c
( 0) ) K X + cK ( v b

0
X ) = cK ( v

c
b

0
< 1) ,

从而我们可以推出

  - $ X + ( cv b
0
- a - f

c
( 0) ) X = cv

c
b

0
< 11 

在等式的两边同时乘以 <1并在 8 上积分得c
Q 8

v
c
b

0
<

2
1dx = 01 利用文献[ 1]中引理2. 2的方法,

我们有 v
c
b( x ) > 0对 8 中的所有x 都成立1 因而

  c
Q 8

v
c
b

0
<

2
1dx X 0,

从而

  
5H ( u, v) ( b0, 0, 0)

5 b
( <1, W1) /I R (H ( u, v) ( b0, 0, 0) ) 1 

这样我们就证明了 Crandal-l Rabinowitz定理(文献[ 7]的定理 1. 7)的条件都是满足的1 因

而存在1个区间 (- E, E) 以及函数 b : (- E, E) y R, u , v : (- E, E) y C
1
( 8 ) 使得H 的靠近点

( b0,0, 0) 的非平凡的零点落在曲线 ( b( s) , s<1 + su ( s) , sW1 + sv( s) ) : - E< s < E 上,其

中 b( 0) = b0, u( 0) = v ( 0) = 01 

这样我们就得到了方程组( 1)在半平凡解的分支 S1上的点( b0, 0, v b
0
) 处产生了分支 1 此

外, 在靠近分支点的地方,非平凡解落在曲线 ( b ( s) , s<1 + su ( s) , sW1 + sv( s ) - vb) : - E < s

< E 上 1 曲线上 s > 0的点对应于方程组( 1)非负的非平凡解1 

接下来,我们考察上面得到的连续统的整体性质1 注 1. 2表明这个非负解的分支并不能

延拓得太远1 我们下面要用的基于分支理论[ 8]的讨论方法是由 Blat 和 Brown在文献[ 1]中首

先建立起来的1 

我们现在叙述 1个将要用于整体分支讨论的 1个结论1 这个结论可以用 Rabinowitz在文

献[ 8]中的方法来证明1 

令 T: R @X y X 是 1个紧的连续可微的算子且 T( a, 0) = 01 我们记 T 为

  T ( a, u) = K ( a) u + R ( a, u) , ( 9)

其中 K ( a) 是 1个线性紧算子,且 Fr�chet导数 Ru( a, 0) = 01 

定理 2. 1 令 a0使得当0 < | a - a0 | < E时, 算子 I - K ( a)是可逆的1 假设 i ( T( a, #) ,

0) 在区间( a0 - E, a0) 和( a0, a0 + E) 上为不同的常数,即若 a0 - E< a1 < a0 < a2 < a0 + E

则 i ( T( a1, #) , 0) X i( T ( a2, #) , 0) 1 那么在方程 u = T ( a, u) 的解平面( a, u) 中存在 1个

连续统 C 使得下述结论有且只有 1个是成立的1 

( �) C 将点( a0, 0) 和点( â , 0) 相连,其中算子 I - K ( â) 不可逆;

( �) 在 R @X 中, C 连接了点( a0, 0) 和 ] 1 

现在我们来证明在式( 7)中定义的算子T 满足上面关于整体分支结果的假设条件,即定理

2. 11 我们记 T 为

  T ( b, u, v ) = K ( b) ( u , v ) + R( b , u, v) ,

其中 K ( b ) 是紧线性算子使得

  K ( b ) = ( a + f
c
( 0) ) Ku - cK ( v bu) , bKv + K ( gc( vb ) v ) + dK ( v bu) ,

R ( b, u , v ) 满足条件 R ( u, v ) ( b , 0, 0) = 01 为了证明 T 满足定理 2. 1中的条件,我们必须计算

当 b 靠近 b 0时的指标 i ( T( b , #) , 0) 1 这个指标等于(- 1)
B
,其中 B 是算子K ( b ) 的所有大于
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1的特征值的代数重数之和1 

假设 L > 0是 K ( b ) 的特征值, 那么存在1个非零函数 u 使得

  ( a + f
c
( 0) ) Ku - cK ( v bu) = Lu

即, a 为下述问题的特征值,

  - L$ u + ( cv b - f
c
( 0) ) u = Ku,   x I 8 , u = 0,   x I 5 8 1 ( 10)

相反的,如果 L > 1且 a 是问题( 10) 的对应于特征函数 u的特征值,那么( u, v ) 是算子 K ( b )

对应于特征值 L 的特征函数,其中 v 是下面问题的唯一解,

  - L$ v - bv - gc( v b) v = dv bu,   x I 8 , v = 0,   x I 5 8 1 

注意到, 引理2. 1告诉我们算子- $ - b- gc( v b)的所有特征值都是正的而且 L > 1,从而得到

- L $ - b- gc( v b) 是可逆的 1 问题( 10) 的特征值构成 1个单调递增的序列: C1( L) < C2( L)

[ C3( L) [ , ,且特征值的变分性质表明 L y Ci ( L) 是1个连续的递增的函数 1 因而 L > 1

是K ( b) 的特征值当且仅当对某个 L 有a = Ci ( L) 1 容易看出

  Ci ( 1) = Ki ( cv b - f
c
( 0) ) = Ki ( cv b) - f

c
( 0) 1 

假设 b > b0 且 L > 1是 K ( b) 的特征值 1 那么 a是问题( 10) 的特征值,又因为 L > 1,

从而推出 a > K1( cvb) - f
c
( 0) 1 但是 a = K1( cv b

0
) - f

c
( 0) < K1( cv b) - f

c
( 0) ,矛盾1 因而,

如果 b > b0,那么 K ( b ) 就没有大于 1的特征值,故 i ( T ( b , #) , 0) = 11 

现在, 假设 b使得K1( cv b) - f
c
( 0) < a < K2( cv b) - f

c
( 0) , 即 b 落在点 b0右边的开区间

中 1 因而, C1( 1) < a < C2( 1) 1 因为 L y C1( L) 是单调递增的且 limLy ] C1( L) = ] ,所以

存在唯一的 L > 1记为 L1,使得 a = C1( L1) 1 又因为 a < C2( 1) ,所以 a < Ci ( L) ( i = 2, 3,

, ) 且 L > 11 因而 L1是K ( b) 的唯一 1个大于1的特征值 1 与文献[ 1] 作类似地讨论可知,

L1是 K ( b) 的简单特征值 1 故 i ( T( b , #) , 0) = - 11 

对算子 T 应用定理 2. 1,则存在方程( u, v) = T ( b, u, v) 的解的连续统 C 0, 它在 b - ( u ,

v) 平面上从点( b0, 0, 0) 出发, 要么连接到点 ( b̂ , 0, 0) (其中 I - K ( b̂ ) 不可逆) , 要么连接到

] 1 此外在这个分支点附近,方程的所有的解都落在前面我们用 Crandal-l Rabinowitz定理得到

的那条曲线上1 

令 C1 是包含在 C0 \ ( b ( s) , s<1 + su( s) , sW1 + sv ( s) ) : - E< s [ 0 中解的最大的连

续统,并且令 C = ( b , u, v + v b) : ( b, u , v ) I C1 . 容易看到, 如果 u, v \ 0且( b, u , v ) I C ,

那么( b, u, v) 是问题( 1)的解1 

与文献[ 1]中的定理 4. 4的证明类似,我们可以证明连续统 C 与半平凡分支S2相交 1 利

用局部分支理论可以得到C与S2的交点为( +0, ua , 0) 1 因而 C就是1个连接了S 1上的点( b0,

0, v b
0
) 和 S2上的点( +0, ua, 0) 的非负的非平凡解的连续统1 综上所述, 我们得到了如下定

理1 

定理 2. 2 当 b0 > b > +0时,方程组( 1)有非负的非平凡解1 
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Abst ra ct : A nonlinear elliptic system coming from the predator- prey model with diffusion is consid-

ered. Predator growth- rate w as treated as bifur cation parameter. The range of par ameter w as found for

which ther e exists nontrivial solution via the theory of bifur cation from infinity, local bifurcation and

global bifur cation.
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