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三维四向编织复合材料刚度和

强度的理论预测
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摘要:  以单胞模型为基础, 将三维四向编织复合材料中相同走向的纤维束视为单向复合材料, 利

用桥联模型确定了单向复合材料的柔度矩阵,再将具有不同材料主向的单向复合材料的刚度矩阵

通过体积平均,得到了三维四向编织复合材料的总体刚度矩阵,从而得到其工程弹性常数1 然后,

以单向复合材料为基础,基于等应变假设和桥联模型, 确定出材料内各组分(纤维束和基体 )的细

观应力分布,且对纤维束采用 Hoffman 失效准则,对基体采用 Mises失效准则,预报了三维四向编织

复合材料的拉伸强度1 
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引   言

三维编织复合材料作为一种高性能结构材料,克服了传统层合复合材料沿厚度方向的力

学性能差、层间剪切强度低、易分层等致命缺点, 因此, 在航天、航空等领域具有广泛的应用前

景1 
近年来,国内外发表了不少关于三维编织复合材料力学性能理论预测的文章,但主要集中

于材料的刚度方面[ 1-3] , 对于强度方面的研究仍处于探索阶段1 孙慧玉等人[ 4]曾以修正的经典

层合板模型为基础, 采用蔡-胡多项式失效准则, 讨论了三维编织复合材料的强度1 卢子兴等

人[ 5]在实验研究和有限元分析基础上, 提出了一种经验性强度失效判据,从而数值预报了三维

编织复合材料的强度1 Gu[ 6]则基于对三维编织物纱线轨迹及预制件细观结构的数学描述,预

测了三维编织预制件在拉伸变形下的应力-应变曲线1 最近, 左惟炜等人[ 7]以 Tsa-i Wu强度准

则的二阶表现形式为基础,提出了一种计算三维编织复合材料纵向拉伸强度的方法1 董纪伟

等人
[ 8]
则从均匀化理论出发, 给出了求解三维编织复合材料细观应力的数学表达式,通过有限
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元方法对三维编织复合材料的细观应力场进行了数值模拟1 

考虑到黄争鸣提出的桥联模型[ 9- 10]不仅可用于预测单向、层合等纺织复合材料的弹性性

能,而且对于材料的强度问题也有较好的预测结果, 所以受此启发, 本文将三维四向编织复合

材料中相同走向的纤维束视为单向复合材料,对具有不同材料主向的单向复合材料,采用细观

力学的分析方法并结合桥联模型, 理论预报了三维四向编织复合材料的刚度和强度1 

1  单 胞模 型

三维四向编织复合材料的内部由 4个内部单胞组合而成,表面由两个表面单胞组合而成,

棱角处为角单胞1 图 1所示为三维四向编织复合材料的单胞模型图1 

图 1 单胞模型

为推导有关编织工艺参数之间的关系,提出如下假设: 1) 所有纱线的横截面均为椭圆形,

短轴为 d ,横截面变形因子为 k , 沿长度方向均匀1 2) 编织过程稳定, 编织结构均匀, 纱线处

于挤紧状态1 3) 所有纱线具有相同的纱线填充因子 E1 
三维四向编织复合材料的内部编织角 C、表面编织角 B、棱角编织角 H以及编织角A之间

的关系为:

  tanC=
1

sinU
tanA=

4

sin2U sec2 U+ 1
tanB=

3 2
sin2U

tanH, ( 1)

U为编织纱线在横截面上的投影和预制件厚度方向的夹角 1 在理想状态下, U为 45b1 

三维四向编织复合材料的纤维体积含量为内部、表面和棱角区域的纤维体积含量与所占

的百分比之积的和, 即:

  V f = C iV i+ CsVs + C cVc , ( 2)

式中, V i、V s 和 Vc分别为内部、表面和棱角区域的纤维体积含量1 它们的具体计算公式如下:

  V i =
Pk sin2U
8cosC

E, ( 3)

  Vs =
PkcosU
4cosB

E, ( 4)

  V c =
3Pk

16cosH
E1 ( 5)

C i、Cs、C c分别为内部、表面和棱角区域占整个结构的比例, 具体计算公式如下:

  C i =
2( P - 1) ( Q - 1) / sin2U

[ ( P - 1) / sinU+ 2] [ ( Q - 1) / cosU+ 2] , ( 6)

  Cs =
[ 2( P - 1) + 2( Q - 1) ] / cosU

[ ( P - 1) / sinU+ 2] [ ( Q - 1) / cosU+ 2] , ( 7)

  Cc =
4

[ ( P - 1) / sinU+ 2] [ ( Q - 1) / cosU+ 2]
, ( 8)
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式中, P、Q为主体纱线的行、列数 1 在挤紧状态下, k = 3cosC,因此,若给定材料的纤维体积

含量,可确定出纱线填充因子 E1 

2  弹 性性 能

假设纤维束为横观各向同性材料,单根纤维束的刚度矩阵与柔度矩阵有如下关系: Cf =

S
- 1
f , 其中,柔度矩阵的具体表达式参见文献[ 11] 1 

在三维四向编织复合材料内, 相同走向的所有纤维束可视为一个单向复合材料,根据单胞

模型,三维四向编织复合材料共有 12种走向的单向复合材料1 根据黄争呜[ 10]的桥联模型,在

单向复合材料内纤维束和基体所承受的应力增量之间有如下关系:

  dRm
i = AdRf

j , ( 9)

其中, A 为桥联矩阵1 

对于单向复合材料, 桥联矩阵的表达式可由文献[ 10]确定为

  A =

a11 a12 a13 0 0 0

a21 a22 a23 0 0 0

a31 a32 a33 0 0 0

0 0 0 a44 0 0

0 0 0 0 a55 0

0 0 0 0 0 a66

, ( 10)

式中, a11 = E
m
/ E

f
1, a12 = a13 = ( S

f
12 - S

m
12) ( a11 - a22) / ( S

f
11 - S

m
11) , a21 = a31 = 0, a23 = a32

= 0, a22 = a33 = A+ (1 - A) E
m
/ E

f
2 (0 < A< 1) , a44 = B+ (1- B) G

m
/ G

f
23 (0 < B< 1) ,

a55 = a66 = C+ (1- C) Gm
/ G

f
12 (0 < C< 1) ,其中, A、B、C为桥联参数,可以根据试验测试得

到的横向模量和剪切模量来调节桥联参数的取值1 

图 2  局部坐标与整体

坐标的关系

图 2给出了材料局部坐标和整体坐标间的关系1 根据三维

应力状态下桥联矩阵与单向复合材料柔度矩阵的关系, 若给定

桥联矩阵, 可以确定出单向复合材料在局部坐标系下的柔度矩

阵为

  Sn = ( V
n
f S f+ V

n
m SmA) ( V

n
f I + V

n
mA)

- 1
, ( 11)

式中, V
n
f 为不同单向复合材料内的纤维体积含量, V

n
m为不同单

向复合材料内基体的体积含量( V
n
m = 1- V

n
f ) , Sf、Sm为纤维和

基体的柔度矩阵, I 为单位矩阵1 不同走向单向复合材料内的
纤维体积含量可由下式确定:

  V
i1
f = V

i2
f = V

i3
f = V

i4
f = 3PE/ 8, ( 12)

  V
s1
f = V

s2
f = V

s3
f = V

s4
f = 6PEcosC/ (8cosB) , ( 13)

  V
c1
f = V

c2
f = V

c3
f = V

c4
f = 3 3PEcosC/ (16cosH) 1 ( 14)

因此,在局部坐标系下,单向复合材料的刚度矩阵为 Cn = S
- 1
n ,而每一种单向复合材料在

空间中都可用1个唯一的纤维取向角来表征, 在四向编织复合材料中12种纤维取向角分别为:

( C, U)、( C, - U)、(- C, - U)、(- C, U)、( B, U)、( B, - U)、(- B, - U)、(- B, U)、( H, U)、( H,
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- U)、(- H, - U)、(- H, U)1 将局部坐标系下不同走向的单向复合材料的刚度矩阵进行空间

坐标转换,可得到不同单向复合材料在总体坐标系下的刚度矩阵,即

  �Cn = TR nCnT
T
Rn1 ( 15)

式中, TR为应力转换张量,具体表达式可见文献[ 12] 1 
再对总体坐标系下不同单向复合材料的刚度矩阵进行体积平均,可得到材料在总体坐标

系下的刚度矩阵,即

  �C = 6
c4

n= i1

Vn�Cn , ( 16)

其中, Vn 为各单向复合材料占总体材料的体积分数,即

  V i1 = Vi2 = V i3 = V i4 =
( P - 1) ( Q - 1)

2[ 2( P - 1) + 2] [ 2( Q - 1) + 2]
, ( 17)

  Vs1 = V s2 = Vs3 = Vs4 =
2[ ( P - 1) + ( Q - 1) ]

2[ 2( P - 1) + 2] [ 2( Q - 1) + 2]
, ( 18)

  V c1 = Vc2 = V c3 = V c4 =
1

[ 2( P - 1) + 2] [ 2(Q - 1) + 2]
1 ( 19)

三维四向编织复合材料的柔度矩阵可由刚度矩阵求逆得到,即 Sc= �C- 1
, 从而,通过工程

弹性常数与柔度矩阵元素的关系, 可以确定出材料的工程弹性常数1 

3  强 度分 析

材料在轴向拉伸载荷作用下应力为 Ri = Rx , 0, 0, 0, 0, 0 T
, 材料的总体应力- 应变关系

为: Ri = �CEj , 其中 Ej 为整体复合材料的应变1 假设材料内不同走向的单向复合材料与整体复
合材料具有相同的应变, 则在总体坐标系下, 复合材料的总体应力写为

  Ri = 6
c4

n= i1
Vn�Cn Ej =

    ( Vi1�C i1) Ej + ( V i2�C i2) Ej + ,+ ( Vc3�Cc3) Ej + ( Vc4�Cc4) Ej =

    Ri i1 + Ri i2 + ,+ Ri c3 + Ri c41 ( 20)

因此,不同走向的每一单向复合材料在总体坐标系下的应力可以确定为

  Ri n = Vn�Cn Ej1 ( 21)

根据Huang
[ 10]
的桥联模型, 在局部坐标系下,给定单向复合材料组分性能参数及纤维体积

含量,可确定出单向复合材料组分内纤维束所受的应力 Rf
i n 和基体所受应力 Rm

i n, 即

  Rf
i n = ( V

n
f I + V

n
mA)

- 1 Rj n = BRj n, ( 22)

  Rm
i n = A( V

n
f I + V

n
mA)

- 1 Rj n = ABRj n , ( 23)

式中, Rj n 为不同走向单向复合材料在局部坐标系下的应力1 因此,将式( 21)中单向复合材料

在总体坐标系下的应力转换到局部坐标系下,并代入( 22)和( 23)式中, 可得到局部坐标系下,

不同走向单向复合材料内纤维束组分所承受的应力为

  Rf
i n = B( TR

- 1
n )

T Ri n , ( 24)

基体组分所承受的应力为

  R
m
i n = AB( TR

- 1
n )

T
Ri n1 ( 25)

由于纤维束本身也是单向复合材料, 具有横观各向同性的性质,采用霍夫曼( Hoffman)失

效准则进行校核,它的具体形式为
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  C1( R1 - R2)
2
+ C2( R2 - R3)

2
+ C 3( R3 - R1)

2
+ C4R1 + C5R2 +

    C6R3 + C7S
2
23 + C8S

2
31 + C9S

2
12 = 1, ( 26)

式中, C1、C2、C3、C 4、C5、C6、C7、C8、C9 的具体计算公式详见文献[ 5] 1 
对各向同性的基体, 采用Mises失效准则进行校核,具体形式为

  ( R1 - R2)
2
+ ( R2 - R3)

2
+ ( R3 - R1)

2
+ 6( S2

12 + S2
23 + S2

31) = 2R2
m1 ( 27)

当材料内基体所受应力满足Mises失效准则时,则认为基体发生局部屈服破坏,但对整体复合

材料的承载能力影响不大1 本文以三维四向编织材料的表面纤维束所受应力满足失效准则
时,认为材料失去承载能力, 施加于材料的外力即为编织复合材料的拉伸强度1 通过计算表
明,随外加载荷的逐渐增加,材料的内部纤维束首先发生断裂,其次, 材料的表面纤维束发生断

裂,而棱角上的纤维束最后发生断裂1 当材料的内部纤维束发生断裂时,认为整体复合材料内

部发生了损伤, 承载能力下降, 但材料仍能继续承受载荷, 实验现象也表明[ 13] , 材料在承载断

裂过程中,确实存在一定的损伤积累过程1 

4  计算结果和讨论

复合材料组分碳纤维 T300性能取为: E f1 = 220 GPa, E f2 = 13. 8 GPa, G f12 = 9 GPa, Lf12

= 0. 2, Lf 23 = 0. 25, Rf = 3 GPa, R-f = 2. 07 GPa, Sf = 943 MPa1 环氧树脂性能取为: Em =

415MPa; Lm = 0. 34; R
*
m = 70. 6 MPa; Rm = 80 MPa; R

-
m = 79 MPa; Emu = 1. 7%; Sm = 46 MPa,

上面各符号的含义与文献[5] 相同 1 而桥联参数取 A= 0. 5, B= 0. 5, C= 0. 51 
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图 3 弹性常数随编织角和纤维体积含量的变化

  图3为计算得到的三维四向编织复合材料的弹性常数随编织角和纤维体积含量的变化趋

势图, 同时采用文献[ 11]的刚度平均化方法,给出了 Vf为 65% 的计算结果作为对比 1 可见,

本文模型的预测与刚度平均化方法的预测结果相比,在变化趋势上基本一致, 在数值上,除 Ex

和Lxy 具有一定差异外,其余的弹性常数都相差不大1 此外, 与文献[ 12]的预测结果进行对比,

也可得到类似结论, 这说明了本文模型对材料弹性性能预测的有效性,关于弹性常数变化趋势

的具体描述这里不再赘述1 

图 4  强度随编织角及纤维体积含量的变化

图4给出了三维四向编织复合材料的强度随

编织角和纤维体积含量的变化趋势, 同时也给出

与文献[ 5]有限元预测结果的对比1 可见, 编织角

A对材料的强度有较大的影响, 强度随编织角的

增大而减小,当 A小于 30b时, 强度的下降基本呈

线性变化,强度下降的速率也较大; 当 A大于 30b

时,材料的强度随编织角的增大呈现非线性变化,

强度下降的速率逐渐减小, 而当 A大于 40b时, 强

度的变化趋于平稳, 变化很小1 同时可见, A一定

时,材料的强度随纤维体积含量 Vf 的增加而增

大, 并且在 A较小时,对 V f的变化更敏感1 此外, 随着 A的增大,强度随 V f的变化有逐渐减弱

的趋势1 上述结果虽然与有限元预测有一定偏差, 但变化趋势是一致的1 主要原因是,文献

[ 5]的有限元模型较为简单,且其预测还依赖于宏观实验, 故难以在较大的编织角范围给出有

效的预测1 
表 1 预测值与实验结果的比较

编织

结构

编织角

A/ (b)

纤维体积

含量 V f/ ( %)

轴向弹性模量

实验 Ee /GPa 预测 Ep/ GPa

误差

eE / ( % )

拉伸强度

实验 Re/ MPa 预测 Rp/MPa

误差

eR/ ( % )

4D 21 45 67. 2 63. 87  - 4. 96 665 543  - 18. 35

4D 42 58 28. 7 28. 17 - 1. 84 283 321 13. 43

4D 48 45 22. 4 22. 98 2. 59 254 267 5. 12

  为进一步验证本文模型的有效性,表 1给出了三维四向编织复合材料的轴向弹性模量以

及拉伸强度的理论预测与实验结果[ 13]的对比1 可见,材料轴向弹性模量的预测值与实验结果
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吻合较好;尽管材料强度的预测值与实验结果的误差稍大一些, 但也在工程允许范围内1 因

此,由图 3和图 4的讨论及表 1中的数据可以看出,本文模型对三维四向编织复合材料的刚度

和强度性能的预测是合理的1 

5  结   论

本文基于三维四向编织复合材料单胞模型,采用细观力学的分析方法并结合桥联模型,建

立了一种预测三维四向编织复合材料刚度和强度的方法1 结果表明,编织角和纤维体积含量

是影响材料刚度和强度的重要因素;本文建立的分析方法对三维四向编织复合材料的轴向弹

性模量和强度的预测值与实验值吻合较好,证明桥联模型在三维编织复合材料性能预测中具

有一定的实用价值1 

致谢  本文作者感谢北航博士创新基金对本文的资助1 
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The oretica l Pr edi ction of the S tiffn ess and

Str eng th of Thr ee- Dimen sional a nd
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LI Dian-sen,  LU Z-i xing,  LU Wen-shu

( School of Aeronautics Science and Technology , Beijin g Un iver sity of

Aeron autics and Astr onautics , Beijin g 100083, P . R . China )

A bst ra ct : Based on unit cell model, the 3D 4-directional braided composites can be simplified as un-i

directional composites with different local axial coordinate system and the compliance matrix of unid-i

rectional composites can be defined utilizing the bridge model. The total stiffness matrix of braided

composites can be obtained by the volume average stiffness of unidirectional composites with different

local axial coordinate systems and the engineering elastic constants of braided composites were com-

puted further. Based on the iso-strain assumption and the bridgemodel, the stress distribution of fiber

bundle and matrix of different unidirectional composites can be determined and the tensile strength of

3D 4-directional braided composites was predicted by means of the Hoffman. s failure criterion for the

fiber bundle and Mises. failure criterion for the matrix.

K ey w ords: 3D braiding; strength; stiffness; mechanical property; composites
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