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摘要:  用渐近方法和相场数值模拟分别研究了球状晶体和柱状晶体凝固过程中, 固液界面表面

张力随温度的变化对界面运动的影响1 结果表明 Marangoni效应将增大临界晶核半径, 减缓界面运

动速度1 在静止熔体中,枝晶尖端生长速度随 Marangoni数线性下降1 渐近展开和相场模拟得到的

结果定性是一致的1 
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引   言

液体的凝固是自然界和工业界非常重要的物理过程1 它在数学上可以表述为固液界面的
质量、动量和能量的输运过程1 以此为基础, 用理论分析和数值模拟分析该现象中蕴含的内在

机制一直吸引应用物理、材料科学和应用数学界的关注[ 1-2] 1 由于熔体中的对流现象无法避
免,它对晶核的生长过程的影响是近年来研究的热点1 众多学者用实验、理论分析和数值模拟
等手段研究了其中的界面稳定性和动力学机制, 以及各种物理参数产生的效应1 Huang 和

Glicksman最早描述了熔体中对流对枝晶生长的作用
[ 3] 1 Bouissou和 Pelce

[ 4]
将静止熔体中定常

生长的枝晶抛物型解推广到有外部均匀来流的情况, 得到了 Oseen-Ivantsov 解,这与 Tong 等人

和Lan等人
[ 5- 6]
基于自适应网格的相场模拟方法的计算结果是一致的,但却与现有的实验结果

有一定的差异[ 7- 9] 1 Xu用渐近方法和线性稳定性理论系统地分析了远场来流、浮力等因素对

界面动力学的影响
[ 10] 1 研究还显示, 液体对流加速了迎风面的固液界面运动速度, 而在背风

面界面的生长则被抑制了1 侧枝的生长过程也遵循类似的规律1 
等曲率弯曲界面在过冷熔体中的运动过程是凝固理论的重要内容1 现有的理论研究基于

拟稳态的热传导方程、Gibbs-Thomson 和能量守恒等界面条件, 研究了系统的稳定性、表面张
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力、界面动力学效应等对晶体生长的作用[ 1- 2] 1 陈明文等人[ 11]进一步考虑了无穷远有来流的

情况, 建立了在过冷熔体中包括界面能、界面动力学的球状晶体生长模型, 证实了对流对晶核

迎风、背风面的不同作用1 尽管如此,目前的研究工作均忽视了表面张力随温度场的变化及其

由此产生的Marangoni效应1 实际上,由质量、热量传递引发, 表面张力梯度驱动的Marangoni

效应不但对化学工程、材料工程和热能工程等领域里的一系列过程具有重要的影响,而且是非

线性耗散系统理论研究的一个具有实际意义的课题
[ 12] 1 

尽管理论分析有助于对凝固现象的物理机制进行深入刻画, 准确描述其中复杂的非线性

过程还需要借助于数值模拟1 由于近年来成功地模拟凝固过程中质量、能量输运现象, 得到

的枝晶的精细结构和生长速率与实验高度一致, Karma 和 Rappel提出的相场方法[ 13-14]受到学

术界的日益关注1 它将理论模型中的锋利界面处理成有厚度的界面,从而大大提高了计算效

率1 

本文一方面在陈明文等人[ 11]的理论模型基础上,拟用渐近方法考虑 Marangoni效应对有

来流情况下界面运动的影响; 另一方面针对静止熔体, 用相场模拟方法对枝晶生长过程中

Marangoni效应进行了分析1 

1  考虑熔体流动时球状晶体的凝固

1. 1  数学模型

考虑初始时刻半径为 r0、温度为凝固点 TM 的球状固体晶核, 被来流速度为 �U ] 、温度为

T ] 的液体熔体所包围 1 设系统特征长度、速度、温度分别为 r0、V p = k L$T/ ( r 0$H )、$T =

T ] - TM, 则温度 �T 和来流速度可无量纲化为:

  T L =
�T L- TM

$T , T L =
�T S- TM

$T , U ] =
�U ]

V p
,

其中下标 S和L 分别表示固体和液体, $H 是单位体积的潜热, kL是液相热传导系数 1 考虑
来流速度远小于特征速度,即 U ] n V p, 在球坐标( r , H, U) 中熔体的无量纲速度 U、压力P、温

度 UL满足如下方程:

  #̈U= 0, r > R ( H, U, t ) , ( 1)

  ( U# )̈ U+ P̈ = Re¨2
U, r > R ( H, U, t ) , ( 2)

  S¨2
T L = ( U# )̈ T L , r > R ( H, U, t ) , ( 3)

式中 Reynolds数 Re = �r 0Vp/ M, S = $H / ( cp QL$T ) , cp、QL 分别是液体的比热比和密度, R( H,

U, t ) 表示固液界面随时间的变化1 由于本文主要研究小过冷度的情况, 与以往工作类

似[ 11, 15] ,上式中使用了拟稳态近似1 能量方程中耗散项影响很小, 可以忽略1 在固体中温度

场满足热传导方程

  ¨2
T S = 0,   r < R( H, U, t ) 1 ( 4)

无穷远来流和温度条件为

  U y- U ] k ,   r y ] , ( 5)

  T L y T ] , r y ] 1 ( 6)

在固液界面 r = R ( H, U, t ) 上流体速度满足无滑移和无穿透条件

  U#n = 0, U#S= 01 ( 7)

设表面张力随温度线性变化,即 C= C0- B(�T - TM) , 则温度连续、Gibbs-Thomson条件和能量
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守恒条件可写成

  T L = T S = T I, ( 8)

  (1 + 2JMa)T I = 2 #J- C
- 1

MU I, ( 9)

  U I = k̂
5T S

5 n
-

5T L

5 n
, ( 10)

式中 # = C0TM/ (�r 0$H$T ) , k̂ = k S/ kL, M = Vp/ ( LTM) , C = $T / TM,Marangoni 数 Ma =

BTM/ ( $Hr 0) , kS 是固相热传导系数, L是界面动力学系数1 界面初始位置是

  R( H, U, t ) = 1,   t = 01 ( 11)

1. 2  稳态解
将液相区域分成界面附近的内区和远离界面的外区两个部分,系统( 1) ~ ( 11)可以用匹配

渐近展开法近似求得稳态解1 对于内区,将系统中的物理量按小参数 U ] 展开,即

  W
i
B = WB0 + U ] WB1+ ,, ( 12)

其中 WiB表示速度矢量、压力、温度或固液界面的稳态内解1 将式(12)带入方程(1) ~ (11) ,可

以发现 0阶近似时,熔体运动速度为 0,即 UB 0( r , H, U) = 0, 从而得到液相和固相温度以及固

液界面的表达式:

  T L B0 = - 1+
p ( t )

r
= - 1+

1
r

RB 0- 2 # + C
- 1

MR B0
dRB 0

dt
G , ( 13)

  T S B 0 = -
2 #
RB 0

+ C
- 1

M
dRB 0

dt
G, ( 14)

  
dR B0

dt
=

RB 0- 2 #G
RB 0( RB 0+ C

- 1
MG)

=
RB 0- 2 # - 2Ma

R B0( RB 0+ C
- 1

M- 2Ma)
, ( 15)

其中 G= (1- 2Ma/ RB 0)
- 11 详细的推导过程参见文献[ 11] 1 由于0阶解忽略了来流的影响,

因此它表示晶核在静止熔体中的生长过程 1 从式(15) 可以看出, R* = 2( # + Ma) 是临界晶

核半径 1 当 R B0 > R * 时,由于 ÛRB 0 > 0, 球状晶核才可能生长,反之晶核将衰减1 Marangoni

效应使得临界晶核半径增大1 
流体运动的 1阶近似解是小 Reynolds数时半径为 RB 0的球体 Stokes绕流问题, 即方程在

( r , H, U) 方向的速度分别为

  uB1 = -
R

3
B 0

2r
3 +

3RB 0

2r - 1 cosH, vB1 = -
R

3
B 0

4r
3 -

3RB 0

4r + 1 sinH, wB1 = 0, ( 16)

若 R B1 = g ( t ) cosH, 则温度场的 1阶解为

  T LB1 = -
R

2
B 0

r
2 ( $G1g + C

- 1
MGÛg ) +

C1

4r 2
RB 0

R B0

r
- 1 +

    
C2

2r
RB 0

r
- 1 +

C3

2

R
2
B 0

r
2 - 1 cosH, ( 17)

  T SB1 = - C
- 1

MGÛg r
RB 0

cosH, ( 18)

  Ûg ( t ) = - $G 1
2

RB 0
+ $G 2 g +

3p ( t )
8SR B0

1+
C

- 1
MG

RB 0
( k̂ + 2)

- 1

, ( 19)

其中

  C1 = p ( t ) R
3
B 0/ 2S, C2 = - 3p ( t ) R B0/ 2S, C3 = p ( t ) / S,

  $G 1 =
5T L B0

5 r
-

5T S B 0

5 r r = R
B0

, $G2 =
52T L B0

5r 2 -
5T S B 0

5r 2
r= R

B0

1 
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观察式( 17)可以发现,当 r y ] 时, T LB1 y C3/ 2,即不满足边界条件(6) ,这意味着渐近展

开式(12)不是一致有效的,因此还需要求出再远离界面处有效的稳态外解 WoB1 由于在该区域

不涉及固液界面条件,因此 W
o
B与文献[ 11]是一致的1 此时流体速度场相当于圆球绕流的 Os-

een近似解,温度分布则为

  T
o
BL = - 1+

p ( t )
PSr

e- U ] r(1+ cosH) / 2S1 ( 20)

实际上,由于系统的动力学过程主要发生在固液界面附近, 因此研究其中的凝固问题只需要考

虑 R ( H, U, t ) 临近区域有效的流场 Stokes解对界面演化的影响[ 11] 1 

        ( a) 0 阶解         ( b) 1 阶解

图 1 不同 Marangoni数 Ma 时 0阶和 1阶解中界面运动速度随着晶核生长的变化情况

  ( RB 0 = 40, S = 1, C- 1M = 0. 3, k̂ = 1)

图 2  液体中来流速度对运动

界面形状的影响

图1是不同 Marangoni数 Ma 时界面运动速度

随着晶核生长的变化情况1 结果表明0阶解和 1阶

解的界面动力学特性有很大差异, 即在 0阶解中界

面运动速度随晶核半径的增大而迅速减小, 而在 1

阶解中它随时间增长并逐渐趋于某个定常值1 形

成这种差异的原因可能是 0 阶解主要反映静止熔

体中晶核生长过程,而 1阶解则包含了来流速度对

晶体生长的影响1 界面动力学有助于减小晶核生
长速度, Ma 数的增加更加增强了这种趋势, 且

Marangoni效应主要对晶核生长的初期产生影响1 
在凝固过程的后期,界面动力学和Marangoni效应基

本上都可以忽略1 
根据已经求得的近似解, 界面随时间的发展可以表示为

R ( H, U, t ) = R B0( t ) + U ] g( t ) cosH1 ( 21)

该式表明在运动熔体中, 固液界面在迎风面加速生长, 而在背风面生长减缓, 这使得球形界

面变为卵形1 图 2利用计算结果分析了来流速度对晶体形状的影响,证实在迎风方向和背风

面晶体生长速度不同的结果1 由于式( 21)中不显含 Ma 数,对于相同的半径 RB 0, Marangoni效

应对晶核形状的作用很小1 
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2  柱状晶体演化的相场模拟

本节对相场方法进行简略的介绍,技术细节可参阅有关文献[ 6, 13- 14] 1 在相场模型中, 无量

纲温度由 ( = cp ( T - TM) / $H 得到 1 熔体过冷度用 $T 表示 1 设相场变量 <在固体中为1,

在熔体中为- 1, 在固液界面上为01 若时间尺度和长度尺度分别为 S0、w 0,速度尺度为 A/ w 0,

其中 A表示有量纲热扩散系数,则温度和相场变量的方程分别为

  5 (
5t = D¨2

( +
1
2
5 <
5 t

, ( 22)

  X2 5 <
5t = #̈[ X2 <̈] + [ <- K( (1 - <2) ] (1 - <2) -

    5
5x X

5 <
5y

5 X
5N +

5
5y X

5 <
5x

5 X
5N 1 ( 23)

图 3 Ma = 0, $T = - 0. 55 时静止熔体

中柱状晶核演化后期的界面

形状(左)和温度场分布(右)

式中 D是无量纲热扩散系数, X= 1+ Ecos4N,它代表一

种典型的具有 4重对称性的各向异性表面能表达式,参

数 E通常取为 0. 05, N= arc tan[ (5 </5y ) / (5 </ 5x ) ] 1 
系统中参数 K= S0D / ( A2 X0(1- Ma( ) ) ,其中无量纲参

数 Ma 表示考虑表面张力随温度的变化关系, A2 =

01626 71 相场模型中参数的选取可以保证它在极限条
件下还原成上一节叙述的自由边界模型1 本文采用有
限差分法对方程( 22) ~ ( 23)进行数值求解, 空间和时间

离散分别采用中心差分和 Euler格式1 
为了验证程序的可靠性, 本文计算了 Ma = 0, $T

= - 0. 55时静止熔体中初始时刻为圆形的二维固液界

面的演化情况 1 所得到的针晶的界面形状和温度场分
布参见图 31 系统经过长时间发展后达到定常生长状
态,其尖端速度 V t = 0. 017 11 这些都与前人的结果符合得很好1 

         ( a) Vt-t 曲线       ( b) V t-Ma 曲线

图 4 过冷度 $T = 0. 55 时尖端速度 Vt 随时间和 Ma 数的变化情况

图 4是尖端速度 V t随时间和Ma数的变化情况 1 图中显示 Vt随着晶核半径(或时间) 的

增加而逐渐减小,这与渐近分析的结果(图1( a) ) 是类似的 1 最后 Vt趋向于定常值,且该值随
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着 Ma 数的增加而减小, 这也与上一节的结论定性符合 1 进一步的分析发现定常尖端速度与
Ma 数呈线性关系,参见图 4( b) 1 但由于渐近解无法预测针晶演化的复杂过程,因此目前将其

与数值模拟结果定量比较还存在一定的困难1 

3  结   论

本文用渐近展开和相场数值模拟分别研究了有来流时球状晶核和静止熔体中柱状晶核的

生长过程,重点考察了Marangoni效应对界面动力学的影响1 渐近分析的结果表明, Ma 数的

增加使得临界晶核半径增加, 界面运动速度减缓1 由于来流的作用, 晶体迎风面和背风面生长

速度不同,导致界面形状演化成卵形1 相场模拟则针对静止熔体中的二维柱状界面进行1 结

果证实了Marangoni效应对界面运动起着抑制作用, 发现尖端速度随 Ma 数线性下降1 这些初
步的计算结果为我们进一步对考虑液体对流的凝固过程开展数值研究奠定了一定的基础1 
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Influences of Marangoni Effect on Solidification

of Curved Interfaces With Constant Curvature

HU Guo-hui,  ZHOU Zhe-wei

( Shan gha i Institute of Applied Mathema tics and Mechan ics , Shan gha i Univer sity ;

Shangha i Key Labor ator y of Mechan ics in Energy an d Envir onment En gin eer in g ,

Shangha i 200072, P . R . China )

Abstract: The asymptotic method and phase field simulation were applied to study the influences of

variation of the surface tension with temperature on themovements of solid-liquid interfaces in the so-

lidification process of spherical and cylindrical nuclei respectively. Results indicate that Marangoni ef-

fect will increase the critical nucleation radius, slow up the movement of interface. The tip speed of

dendrite decreases linearly with Marangoni number for melt without convection. The results of phase

field simulation are qualitatively in accordance with that of asymptotic method.

Key words: solidification; phase field simulation; Marangoni effect; asymptotic method; crystal

growth
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