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基于非线性相位恢复的 X射线
相位衬度断层成像算法

X

倪文磊,  周  铁

(北京大学 数学科学学院,北京 100871)
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摘要:  对全息测量下的 X射线相位衬度断层成像问题提出了一种新的重建算法1 该算法的主要

想法是利用牛顿迭代法求解非线性的相位恢复问题1 我们证明了牛顿方向满足的线性方程是非

适定的, 并利用共轭梯度法得到方程的正则化解1 最后利用模拟数据进行了数值实验, 数值结果

验证了算法的合理性以及对噪声数据的数值稳定性,同时通过与线性化相位恢复算法的数值结果

比较说明了新算法对探测数据不要求限制在 Fresnel区域的近场,适用范围更广1 
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引   言

传统的X射线成像是基于不同物质对 X射线的吸收系数不同的原理来实现的,因而对于

弱吸收物体成像效果就不理想1 同时,人们发现弱吸收物体的相位系数要比其吸收系数大 3

个量级[ 1] ,X射线穿过物体后相位变化比因吸收而产生的场强变化要明显的多1 因此,基于相

位衬度的成像技术就被提出并且应用在医学成像以及材料科学等领域1 通过比较, 对于人体

的肺[ 2]、血管[ 3]以及乳腺[ 4-5]等软组织, 利用相位衬度成像技术得到的图像要比基于吸收的成

像技术得到的图像更清晰1 
X射线相位衬度成像包括相位衬度照相术成像和相位衬度断层成像1 相位衬度照相术成

像是通过重建 X射线穿过物体前后的相位变化来成像,而相位衬度断层成像则是重建物体的

相位系数的三维分布1 利用不同的测量设备, 相位衬度成像有以下方法: 干涉法[ 6-7]、衍射增

强法[ 8-9]、基于光栅的成像法[ 10-11]以及类同轴全息法[ 2, 12- 16] 1 相比而言, 全息法在实验设备上

最容易实现1 本文讨论利用全息法实现相位衬度断层成像的重建方法1 
在全息测量下,入射的 X射线为单色的相干波, 这可以由同步加速器( synchrotron)或微焦

点X射线源( microfocusX-raysources)产生[ 1] 1 探测器位于物体的后面且垂直于入射方向1 在相
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位衬度断层成像中, 一种描述射线场的模型为:在物体内部,由几何光学近似, X射线的传播路

径被看作直线, 在离开物体后的自由空间中, X射线的传播过程用 Fresnel衍射[ 17]来描述1 利
用该模型, 当探测数据在 Fresnel衍射区域的近场范围时, 文献[ 16]建立了场强与物体折射系

数之间的线性关系, 然后利用 Radon变换得到了相位衬度断层成像算法1 文献[ 14]则利用相

位恢复方法[ 18]来得到X射线穿过物体后的相位分布, 然后利用传统的 X射线断层成像算法来

得到对物体相位系数的重建1 由于文献[ 18]中的相位恢复方法是基于对描述场强和相位的非

线性方程的线性化近似提出的,而该近似只有在探测数据位于 Fresnel衍射区域的近场范围时

才有效,因此文献[ 14]中的相位衬度断层成像算法的适用范围也受到限制1 全息测量下相位
衬度断层成像的另一种模型是 Born近似, 文献[ 15]利用一阶 Born近似来表示射线场, 提出了

4种方法来描述场强与物体的折射系数之间的关系以及相应的重建算法1 本文讨论基于相位
恢复的重建算法,而基于 Born近似的重建算法将在接下来的工作中研究1 

根据对相位衬度断层成像正问题的描述,本文利用牛顿迭代法求解非线性相位恢复问题,

从而避免对问题的线性化带来的误差1 然后根据 X射线穿过物体后的相位变化, 利用滤波反

投影算法重建被测物体的相位系数1 最后,数值实验讨论了在不同的探测距离下算法对于无

噪声数据和有噪声数据的重建效果,同时对本文所提算法与文献[ 16]中的算法下的重建误差

进行了量化比较1 

1  正问题模型

设 ( x 1, x 2, x 3) 为笛卡儿坐标系 1 入射的 X射线为波长为 K且入射方向为 A= ( cosH,

sinH, 0) 的平面波 1 探测器位于物体后,且垂直于入射方向1 根据文献[ 16] 的描述,在探测器

平面上建立( x , y ) 坐标系,其中 y 轴与x 3轴的方向一致,如图1所示 1 定义 z轴方向与入射方

向 A一致,则( x , y , z ) 为新的笛卡儿坐标系, 空间中的点可以由( x , y , z ; A) 表示1 因此, 入射

平面波有如下表示:

  ui ( x , y , z ; A) = eikz

       图 1  坐标系示意图            图 2 相位恢复方法的几何描述

其中 k = 2P/ K为波数 1 设 u( x , y , z ; A) 为入射波经过物体后产生的场,则场强

  I ( x , y , z ; A) = | u( x , y , z ; A) | 21 

物体对X射线的复折射系数有如下表示
[ 19]

:

  n = 1- D+ iB

其中 D和 B分别决定了 X射线的相位变化以及对 X射线的吸收1 对于弱吸收物体来说, 相位

系数 D远大于与吸收相关的系数B, 例如在能量为 10 keV~ 100 keV的 X射线的照射下, 人体
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组织的系数 D约为 10- 6~ 10- 8, B约为 10- 9~ 10- 11 [ 20] 1 
相位衬度断层成像的目的就是利用在一组入射方向下测量到的场强数据 I 来重建系数 D

的三维分布,从而得到弱吸收物体内部结构的图像1 文献[ 16]给出了一个相位衬度断层成像

的正问题模型, 下面给出该模型的详细推导1 

设物体位于中心在原点且半径为 Q的球体 8Q内, 且物体周围的介质的折射系数 n = 11 
记

  f = n - 1 = - D+ iB, ( 1)

则 f 的支集为 8Q1 取一平面位于物体后并紧贴着物体且垂直于入射方向,该平面被称为物体

平面
[ 21]

, 则物体平面的位置可以取为 z = Q, 如图 2所示1 由于X射线在物体内的传播方向与

入射方向之间的偏转角度非常小, 大约是 10- 6 rad[ 9- 10] , 射线在物体内的传播路径可以近似地

看作直线,所以物体平面上的场有如下描述

  u( x , y , Q; A) = ui ( x , y , Q; A) e
<
A
( x , y )

= e
ikQ
e
<
A
( x , y )

, ( 2)

其中 <A为复相位扰动且满足

  <A( x , y ) = ikPf ( x , y ; A) , ( 3)

其中 Pf ( x , y ; A) 为 f 沿A方向上的射线变换

  Pf ( x , y ; A) = QR
f ( x , y , z ; A) dz1 ( 4)

将式( 1)代入到式( 2)可得

  u( x , y , Q; A) = exp(- kPB) exp( ikQ- ikPD)1 ( 5)

上式说明了 D决定了场的相位,而 B由于与场的振幅有关, 所以决定了物体对射线的吸收 1 

如图 2所示,设 z 为物体平面与探测器平面之间的距离1 根据 Fresnel衍射理论[ 17] , 探测器上

的场可以表示为

  u( x , y , Q+ z ; A) = eikz( h z* u(#, #, Q; A) ) ( x , y ) , ( 6)

其中

  hz ( x , y ) =
k

i2Pz
exp ik

2z
( x

2
+ y

2
) , ( 7)

* 为关于变量 x、y 的卷积1 将式( 2)代入到式( 6)中得到探测器上的场强

  I ( x , y , Q+ z ; A) = | hz* e<A( x , y ) | 2, ( 8)

  I ( x , y , Q+ z ; A) = | hz* eikPf ( x , y ; A) | 21 ( 9)

式( 9)就建立了系数 f = - D+ iB与探测距离为 Q+ z 的探测器上的场强之间的关系1 

2  重 建算 法

2. 1  算法主要步骤
由传统的 X射线断层成像方法可知,如果各个方向上的射线变换 Pf 已知,则 f 的三维分

布可以由滤波反投影算法得到[ 23] 1 因此,本文提出的相位衬度断层成像算法可以由以下两个

步骤实现:

1) 非线性相位恢复

对于每个入射方向 A= ( cosH, sinH, 0) , 通过求解方程(8) 得到相位 <A,然后根据式(3) 得

到射线变换 Pf ;

2) 滤波反投影
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利用滤波反投影算法

  f ( x 1, x2, x 3) =
1
2PQ

P

0
dHQR

2| N| FPf ( N, G; A) e
i(- x

1
sinH+ x

2
cosH) N+ ix

3
GdNdG, ( 10)

得到对 f 的重建,其中 F 为关于变量x、y 的傅立叶变换算子

  Fg( N, G) = QR
2g( x , y ) e

- i( xN+ yG) dxdy 1 ( 11)

则相位系数 D= - Re(f )1 对弱吸收物体,系数 B= Im(f ) n D,因而对 B的重建效果比较差 1 
在本文中,我们将不对 B的重建结果进行讨论1 

可以看到,重建算法的关键步骤为相位恢复的实现1 下一节将给出相位恢复方法的推导1 
2. 2  非线性相位恢复

在本节中, 固定入射方向 A1 利用 hz * 1 = 1, 关系式( 8)可写为

  I ( x , y , Q+ z ; A) = | 1+ hz* ( e<A- 1) ( x , y ) | 21 ( 12)

由式( 3)可得 <A的支集为f 的支集 8Q在x-y 平面上的投影, 也就是中心在原点且半径为 Q的圆

盘,记为 2Q1 定义

  W( x , y ) = e<A( x , y ) - 1, ( 13)

则 W的支集也为 2Q1 定义算子 Az : L
2
( 2Q) y L

2
( D)

  Az ( g) ( x , y ) = | 1+ hz * g |
2
( x , y )1 ( 14)

其中 D 表示探测器在x-y 平面上的区域1 则由式( 12)

  Az ( W) ( x , y ) = I ( x , y , Q+ z ; A)1 ( 15)

根据方程( 15) ,我们利用 p 个探测距离Q+ z1, ,, Q+ zp 下的数据 I ( Q+ z 1; A) , ,, I ( Q+

zp ; A) , 通过求解如下的非线性方程组来得到 W

  

A z
1
( W) ( x , y ) = I ( x , y , Q+ z1; A) ,

s

A z
p
( W) ( x , y ) = I ( x , y , Q+ zp ; A)1 

( 16)

定义算子

  K
y

p = ( Az
1
, ,, A z

p
)1 ( 17)

则式( 16)可以写为

  K
y

p ( W) = b
y

p , ( 18)

其中 b
y

p ( x , y ) = ( I ( x , y , Q+ z 1; A) , ,, I ( x , y , Q+ zp ; A) )1 

首先有如下关于线性算子 K
y

p 的定理1 
定理 1设 z i > 0, i = 1, ,, p 1 则当 p \ 2时,算子

  K
y

p : L
2
( 2Q) y L

2
(D ) @ , @ L

2
(D )

p

是单射1 

证明  定义算子 H z : L
2
( 2Q) y L

2
(D )

  H zg( x , y ) = h z* g ( x , y ) , ( 19)

其中 hz 在式(7) 中定义, g 是紧支集为 2Q的函数1 则
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  H zg( x , y ) =
k

i2PzQ2
Q

e( ik / (2z) )( (x- xc)2+ ( y- yc))2
g ( xc, yc)dxcdyc =

    k
i2Pz

e( ik / (2z) )( x
2
+ y

2
)Q2

Q

e- ( ik / z)( xxc+ yyc) # ( e( ik / ( 2z) )( xc
2
+ yc2

)
g( xc, yc) )dxcdyc1 ( 20)

上式右端的积分项是 e( ik / (2z) )( x
2
+ y

2
)
g( x , y ) 的傅立叶变换 1 由于函数 g 是有紧支集函数,所

以该积分项是解析的 1 因此,易得 H zg ( x , y ) 是R 2 空间上的解析函数1 
由式( 14)

  Az ( W) = | 1+ H zW|
2
= (1+ H zW) (1+ H zW) , ( 21)

可以得到 Az ( W) ( x , y ) 是解析函数1 

设对 ( x , y ) I D,存在 W1, W2 I L
2
( 2Q) 满足

  K
y

p ( W1) ( x , y ) = K
y

p ( W2) ( x , y ) , Az
j
( W1) ( x , y ) = Az

j
( W2) ( x , y ) = 0,

  j = 1, ,, p1 ( 22)

则对 ( x , y ) I R 2
, 有

  Az
j
( W1) ( x , y ) = Az

j
( W2) ( x , y ) 1 ( 23)

两边做傅立叶变换有

  F(A z
j
( W1) - A z

j
( W2) ) ( N, G) = 01 ( 24)

下面证明 W1 = W2, 这里参考了文献[ 15]中定理 3. 3的证明方法1 
由式( 21)以及 hz 的傅立叶变换的如下表达式

  Fhz ( N, G) = e
- ( iz / (2k )) ( N

2
+ G

2
)
, ( 25)

可以得到

  F(A z
j
( W1) - A z

j
( W2) ) ( N, G) = FH z

j
�W( N, G) + FH z

j
�W( N, G) + T( N, G) =

    e
- ( iz

j
/ (2k )) (N2+ G2)

F�W( N, G) + e
( iz

j
/ (2k )) ( N2+ G2)

F�W( N, G) + T( N, G) , ( 26)

其中

  �W= W1- W2, ( 27)

且

  T ( N, G) = F (H z
j
W1#H z

j
W1) ( N, G) + F(H z

j
W2#H z

j
W2) ( N, G) =

    e- ( iz
j
/ (2k )) (N

2
+ G

2
)Q2

Q

W1 xc+
z j
k
N, yc+

z j
k
G W1( xc, yc) e- i(xcN+ ycG) dxcdyc+

    e
- ( iz

j
/ (2k )) (N

2
+ G

2
)Q2

Q

W2 xc+
z j
k
N, yc+

z j
k
G W2( xc, yc) e- i(xcN+ ycG)

dxcdyc1 ( 28)

由于 W1 和 W2有支集 2Q,所以当 | N| , | G | > (2k / z j ) Q时,

  W1 xc+
z j
k
N, yc+

z j
k
G = 0, W2 xc-

z j
k
N, yc+

z j
k
G = 0, ( 29)

从而 T ( N, G) = 01 将式( 26)代入到式( 24) ,可得

  

e- ( iz
1
/ (2k )) ( N

2
+ G

2
)
F�W( N, G) + e( iz1/ ( 2k) )( N

2
+ G

2
)
F�W( N, G) = 0,

s

e- ( iz
p
/ (2k )) (N

2
+ G

2
)
F�W( N, G) + e( izp / (2k )) ( N

2
+ G

2
)
F�W( N, G) = 01 

( 30)
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由已知 p \ 2,则当 N、G属于集合

  ( N, G) I R 2

vm, q I 1, ,, p m X q , s. t. sin
( zm - z q) ( N

2
+ G2)

2k
X 0,

| N| >
2k
z j
Q, | G | >

2k
zj
Q,   j = 1, ,, p 1 

( 31)

时, 方程组( 30)的系数矩阵是满秩的, 因此 F�W( N, G) = 01 由于�W有紧支集,所以 F�W( N, G) 是

解析函数 1 对于任意的( N, G) I R 2
,有 F�W( N, G) = 01 因此, �W= 0,也即 W1 = W21 这就证

明了 �Kp 是单射1 
定理 1说明了对于每个入射方向,我们需要至少两个探测距离才能保证方程( 18)解的唯

一性1 对于一阶 Born近似模型,文献[ 15]证明了类似的结论1 
我们考虑利用牛顿迭代法数值求解非线性方程( 18)来重建相位改变量 <A, 步骤如下1 
1) 取定初值 W0, 迭代地利用以下步骤

( a) 求解

  �Kc
p ( Wn) d( x , y ) = �bp - �Kp ( Wn) ( x , y ) , ( 32)

其中 d 为牛顿方向, �K
c
p ( Wn) 为算子 �Kp 在 Wn 处的Fr�chet导数 1 �Kc

p 的表达式为

  �Kc
pWn = (A

c
z
1
Wn , ,A

c
z
p
Wn) , ( 33)

其中

  A
c
z
j
( Wn) d = (1+ hz

j
* Wn )#( hz

j
* d ) + (1+ hz

j
* Wn )#( hz

j
* d )1 ( 34)

( b) 令 Wn+ 1 = Wn+ d,得到近似序列 Wn 来逼进 W1 

2) 根据式( 13) ,由

  <A = ln( W+ 1) ( 35)

得到相位函数 <A1 

下面关于算子 �K
c
p ( Wn ) 的定理说明了方程( 32)是非适定的1 

定理 2  设 Wn I L
2
( 2Q) 且 z i > 0, i = 1, ,, p 1 则算子

  �Kc
p ( Wn) : L

2
( 2Q) y L

2
( D) @ , @ L

2
( D)

p

是线性紧算子1 
证明  根据定义式( 19) ,对于固定的 z > 0,首先考察算子 H z 1 由式( 25) ,

  FH z g( N, G) = Fhz ( N, G)#Fg( N, G) = e- ( iz / ( 2k ) )( N
2
+ G

2
)
Fg( N, G)1 ( 36)

因此

  +H z g +L
2
( D) [ +H z g +L

2
(R

2
) = +FH z g +L

2
(R

2
) =

    +Fg +L
2
(R

2
) = +g +L

2
(R

2
) = +g +L

2
( 2

Q
) 1 ( 37)

通过计算可得, H z g( x , y ) 的一阶导数满足

  5
5xH z g ( x , y ) =

ik
z
( xH z g( x , y ) - H z �g ( x , y ) ) , ( 38)

其中 �g ( x , y ) = xg ( x , y ) 1 则由式( 37) ,

  5
5xH zg

L
2
( D)

[ k
z
( RD + Q)#+g +L

2
( 2

Q
) , ( 39)

其中 RD 为区域D 上的点到原点的最大距离1 同理可得
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  5
5yH z g

L
2
( D)

[ k
z
( RD + Q)# +g +L

2
( 2

Q
) 1 

所以, H z是L
2
( 2Q) 到Sobolev空间H

1
( D) 上的线性有界算子 1 由于H

1
(D) 紧嵌入到L

2
(D) ,

因此 H z 是L
2
( 2Q) 到 L

2
( D) 上的紧算子1 同时, 有

  | H zg | ] [ kQ
2 Pz

+g +L
2
( 2

Q
) 1 ( 40)

由式( 34)

  A
c
z ( Wn ) d = BH zd, ( 41)

其中算子 B: L
2
(D ) y L

2
( D) 定义为

  Bq = ( 1+ H zWn)�q + (1+ H zWn) q1 
由式( 40) ,有

  +Bq +L
2
(D ) [ 2(1 + | H zWn | ] )# +q +L

2
( D) [

    2 1 + kQ
2 Pz

+Wn +L
2
( 2

Q
) #+ q +L2(D ) , ( 42)

根据已知条件 Wn I L
2
( 2Q) 可得 B 是有界算子 1 由 H z 是紧算子可得, A

c
z ( Wn ) 是 L

2
( 2Q) 到

L
2
( D) 上的紧算子 1 因此,根据式( 33) 易得 �Kc

p( Wn ) 是紧算子1 t

定理 2说明了 �Kc
p 由于是紧算子而没有有界逆1 因此, 我们考虑利用共轭梯度法通过求解

  min
d I L

2
( 2

Q
)

+�Kc
p( Wn ) d - (�bp - �K p( Wn ) ) +21 ( 43)

来得到方程( 32)的正则化解1 

注 1 利用共轭梯度法求解式( 43)的实现过程需要�Kc
p ( Wn ) 的伴随算子1 为此,记 d r和 d i分别为 d 的实

部和虚部,并且将算子 A c
z
j
( Wn ) 和�K

c
p ( Wn) 看作为( d r , d i) 上的算子 1 由式(34) , 对于 j = 1, ,, p ,

  Ac
z
j
( Wn) ( d r, d i) = (1+ hz

j
* Wn ) # ( hz

j
* ( d r+ id i) ) + ( 1+ hz

j
* Wn ) # ( h z

j
* ( d r + id i) )1 ( 44)

则对 bj I L2( D ) , Ac
z
j
( Wn) 的伴随算子满足

  Ac
z
j
( Wn)

* bj = (2Re( hz
j
* ( ( 1+ hz

j
* Wn ) bj) ) , - 2Im( hz

j
* ( ( 1+ hz

j
* Wn ) bj) )1 ( 45)

因此,对�b = ( b1, ,, bp) I L 2( D ) @ , @ L2( D )

p

,�K c
p ( Wn) 的伴随算子满足

  �K c
p( Wn)

* �b 6
p

j = 1

A c
z
j
( Wn )

* bj =

    2 6
p

j = 1

Re( hz
j
* ( (1+ hz

j
* Wn) bj ) ) , - 2 6

p

j = 1

Im( hz
j
* ( (1+ hz

j
* Wn) bj ) ) 1 ( 46)

注 2 利用

  hz* g = F- 1( Fhz#Fg ) ( 47)

来计算卷积 hz* g ,其中 F- 1表示傅立叶逆变换算子, Fhz 在式( 25)中已经给出1 

注 3 由于复自然对数是一个多值函数, 因此根据式( 35) , 当相位扰动 <A虚部的绝对值超过 2P时, 就需

要利用相位展开(phase unwrapping) 方法来确定 <A的真实值
[ 22] 1 本文的内容不准备涉及相位展开问题, 因此

在下面的数值实验中, <A的虚部的取值范围在[- 2P, 0] 1 

3  数 值实 验

本节利用计算机模拟数据来考察所提出的算法对弱吸收物体的重建结果,实验中的参数

见表 11 物体的复折射系数分布利用三维-Shepp-Logan. 模型[ 23]来模拟, 并且取物体的相位系

99基于非线性相位恢复的 X射线相位衬度断层成像算法



数 D为2. 5 @ 10- 7~ 5 @ 10- 7,系数 B= 0. 002D1 重建图像的象素点数为256 @ 256 @ 256,象素

点间隔为1 @ 10
- 6

m1 探测器上模拟场强由式(9) 计算得到, 其中的射线变换Pf 利用模型的射

线变换的精确表达式得到,卷积运算利用式( 47)通过快速傅立叶变换来实现1 为了避免/ in-

verse crime0问题[ 24] ,我们利用比重建图像更细的象素点间隔 0. 25 @ 10- 6 m 来计算模拟场强1 
同时,在滤波反投影步骤中,Hamming 窗函数被用为滤波器来消除 Gibbs现象1 为了考察测量
噪声对重建结果的影响, 本文对接收数据 I 分别添加均值为 0且标准差 R = 1%I 和R = 5% I

的高斯白噪声来产生噪声数据,并分别称为 1%噪声数据和 5%噪声数据1 
表 1 实验参数

射线波长 1. 24@ 10- 10 m

物体尺 2@ 10- 4m @ 2@ 10- 4 m @ 2@ 10- 4 m

探测器上象素点数 512@ 512

探测器上象素点间隔 1@ 10- 6 m

入射方向数 600

 ( a) 切片 x 1 = 0          ( b) 切片 x 2 = 0         ( c) 切片 x 3 = 0

图 3  原图像

 ( a) 切片 x 1 = 0          ( b) 切片 x 2 = 0          ( c) 切片 x 3 = 0

图 4  探测距离 ( z 1, z 2) 下的重建图像

  首先选取两个探测测量

  z 1 = 0. 1 m, z 2 = 0. 35 m1 

图3和图4分别显示了模型的 3个切片 x 1= 0、x 2= 0和 x3 = 0上的原图像以及无噪声数据下的

重建图像1 可以看到,算法对物体的重建效果比较好1 图 5给出了过物体中心的曲线图1 注意

到边缘部分的象素 ( P) 点上重建误差相对较大,这是由于在滤波反投影步骤中对边缘象素点

的插值造成的1 表 2第1行给出了无噪声数据以及 1%和 5%噪声数据下重建结果的平均相

对误差,误差值分别为 2. 30%、3. 51%和 5. 07% 1 这说明噪声带来的数据误差降低了重建图
像的质量1 选取另外 2 个探测距离接下来分别利用 3个探测距离 ( z 1, z 2, z 3) 以及 4 个探
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       表 2 不同探测距离下重建结果的平均相对误差

探测距离 无噪声数据 1% 噪声数据 5% 噪声数据

z1, z2 2. 30% 3. 51% 5.07%

z1, z2, z3 2. 28% 2. 33% 3.07%

z1, z2, z3, z4 2. 23% 2. 26% 2.71%

  表 3 平均相对误差比较

探测距离 本文的方法 文献[ 16] 的算法

z0, z1 3. 15% 3.01%

z0, z2 2. 63% 5.62%

z0, z3 2. 21% 8.42%

z0, z4 2. 27% 9.09%

 图 5  过物体中心的曲线图(原图像 (实线)

 以及探测距离 ( z1, z2) 下的重建图像(虚线) )

  z3= 0. 85 m, z4= 1. 03 m1 
测距离( z 1, z2, z3, z 4) 上的场强数据来进行重建1 

重建结果的平均相对误差分别在表 2的第 2行和

第3行给出1 可以看到,重建误差随着探测距离

数目的增加而减小1 尤其在 4个探测距离下, 对

于无噪声以及 1%和 5%噪声数据, 误差值分别为

2. 23%、2. 26%和 2. 71%, 这表明算法的稳定性较

好1 这是由于由定理 1的证明可以看到, 只有当

( N, G) 属于集合(31) 时, 牛顿方向 d 的傅立叶变

换才能由方程组( 30)唯一确定, 而选取的探测距

离数目越多,集合( 31)的范围越大, 因而算法的数

值计算的稳定性越好1 
文献[ 16]通过对式( 9)表示的正问题模型进行线性化得到了相位衬度断层成像算法1 为

了保证线性化近似的有效性, 该算法需要两组探测距离上的数据,即物体平面上的探测数据以

及位于 Fresnel区域的近场上的探测数据1 因而,就需要探测器与物体之间的距离要比较小1 

记 z 0为物体尺寸的 1/ 2,并作为物体平面对应的探测距离,则 z 0 = 1 @ 10- 4m1 接下来取 4组

探测距离( z 0, z 1)、( z 0, z2)、( z 0, z 3) 以及( z 0, z 4) 下的无噪声数据,分别利用文献[ 16]中的算法

以及本文提出的算法对物体进行重建1 重建结果的平均相对误差在表3中给出1 文献[ 16]的

方法的重建误差值表明, 随着探测距离的增大,线性化的近似程度越差,该算法的重建误差就

越大1 相比而言,本文所提算法并不受探测距离选取的影响,对于位于 Fresnel区域近场之外

的探测数据,同样可以带来比较好重建效果1 

4  结   论

本文研究了全息测量下相位衬度断层成像问题, 并结合相位恢复和滤波反投影算法提出

了断层成像算法1 在相位恢复步骤中,利用牛顿迭代法求解非线性方程组( 16)来恢复 X射线

穿过物体后的相位分布, 证明了牛顿方向满足的方程是非适定的并且需要至少两个探测距离

下的场强数据来确保解的唯一性1 数值计算结果表明算法对位于 Fresnel区域近场之外的探

测数据同样有效1 同时, 利用 4个探测距离下的场强数据,算法的重建误差最小并且对噪声数
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据的数值稳定性较好1 
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An Algorithm for Phase Contrast X-ray Tomography

Based on the Nonlinear Phase Retrieval

NI Wen- lei,  ZHOU Tie

( LMAM , School of Mathemat ical Sci ences , P ekin g Un iver sity , Beijin g 100871, P . R . China )

Abstract: A new algorithm for phase contrast X-ray tomography under holographic measurement was

proposed. The main idea of the algorithm was to solve the nonlinear phase retrieval problem using the

Newton iterative method. The linear equations for the Newton directions were proved to be il-l posed

and the regularized solutions were obtained by the conjugate gradient method. Some numerical exper-i

ments with computer simulated data were presented. The efficiency, feasibility and the numerical sta-

bility of the algorithm were illustrated by the numerical experiments. Compared with the results pro-

duced by the linearized phase retrieval algorithm, it can be seen that the new algorithm is not limited

to be only efficient for the data measured in the near-field of the Fresnel region and thus it has a

broader validity range.

Key words: phase contrast tomography; holographic measurement; phaseretrieval
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