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非局部 Kelvin粘弹性直杆受轴向

拉力作用的应变分析
X

赵雪川,  雷勇军,  周建平

(国防科技大学 航天与材料工程学院, 长沙 410073)

(傅衣铭推荐)

摘要 :  在 Kelvin 粘弹性体模型中引入非局晨应力应变关系, 得到了粘弹性体的非局部本构方程,

研究了符合该种本构关系的直杆受到轴向拉力作用的应变响应问题1 首先通过变换将应变响应

的求解问题转化为Volterra积分方程形式,然后采用对称的指数型核函数,利用 Neumann 级数展开

求解了Volterra 积分方程,得到了直杆的应变场1 数值算例的计算结果显示了直杆受轴向拉力作

用后的蠕变过程,当时间趋近无穷大时, 计算结果则退化为非局部弹性计算结果1 
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引   言

早在上世纪60年代,Kroner和 Edelen等人就对非局部弹性理论进行了开创性的研究, Kro-

ner于 1967年提出了微观结构相互作用长程力( long range cohesive force)的概念,后来 Edelen和

Eringen等人继承并发展了前人的工作, 将长程力的概念引入到固体力学领域1 后来, Eringen

先后提出了适用于热动力学的非局部准则,进而建立了非局部弹性理论的本构模型,并成功的

将非局部理论应用在弹性力学和流体力学的问题研究中1 到上世纪八九十年代,出现了非局
部理论的研究热潮, 先后解决了许多经典弹性力学理论不能合理解释的问题, 如 Eringen等

人
[ 1]
分析了裂纹尖端应力场分部的奇异性问题,给出了裂纹尖端应力并非无限大的数学解释1 

Eringen[ 2]又用非局部弹性理论分析了脱层问题,并给出了脱层两侧的应力场分布1 非局部弹性

问题在国内研究也相对活跃, 戴天民[ 3- 4]对连续统理论进行了大量的工作, 先后提出连续统场

论、微极连续耦合场论和极性连续统理论的基本原理等, 并对该理论进行了详尽的论述1 黄

再兴
[ 5-6]
推导了线性非局部理论的本构方程, 并给出线性非局部理论的平衡方程1 周振功等

人[ 7- 8]采用 Schmidt方法分析了非局部弹性体的断裂问题, 计算了裂纹尖端的应力场,其结果精
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度高于Eringen求解同样问题的精度1 近年来, Pisano[ 9]给出了受拉非局部弹性杆封闭形式的

解1 Weckner[ 10]将长程力应用到杆的动力学分析中, Lei[ 11]和 Adhikai
[ 12]
采用非局部理论的方

法研究了含非局部阻尼分布参数系统的动力学问题,并分别采用传递函数方法和 Galerkin方

法进行了梁和板等简单结构元件的结构力学特性分析, 研究了含非局部阻尼结构的模态参数

变化特性1 结果表明,在分析结构的阻尼时, 考虑了材料的非局部效应得到了一些更符合实际
的结果,非局部阻尼对于解释结构的阻尼性质更有帮助1 

和非局部弹性理论相比,关于非局部粘弹性理论的研究, 虽然早在 1975年 Ahmadi
[ 13]
就提

出了非局部粘弹性体和非局部流体本构模型, 随后 Nowinski[ 14]于 1986年将 Ahmadi的非局部

粘弹性模型应用到应力波问题研究,但到目前为止,还较少有人进一步将非局部粘弹性模型应

用到其它一些特定结构的力学问题研究中1 然而实际情况中,很多材料表现出来的力学特性
是粘弹性的,甚至是非局部粘弹性的,例如:颗粒增强的固体推进剂材料和短纤维复合材料等,

所以研究非局部粘弹性本构理论及其应用具有重要的理论价值和实际意义1 本文基于Ahma-

di提出的非局部粘弹性本构关系,结合Kelvin模型,给出了一种简单的粘弹性体非局部本构关

系,研究了符合该种本构关系的直杆受到轴向拉力作用的应变响应问题1 并利用 Neumann级

数展开,得到了非局部直杆的应变场分布曲线1 

1  一维非局部粘弹性本构关系模型

根据Ahmadi[ 13]提出的非局部粘弹性本构模型,其三维应力应变关系为

  tkl = KeerrDkl + 2Leekl + QV
[ Kc

ee
c
rrDkl + 2Lc

ee
c
kl ] dv , ( 1)

式中 tkl为非局部粘弹性体应力张量, err 为体积应变张量, ekl为偏应变张量, Dkl为Kronecker符

号, Ke、Le为Lame系数, K
c
e、L

c
e 为非局部粘弹性系数, e

c
rr、e

c
kl为非局部体积应变张量和非局部偏

应变张量, V 是非局部粘弹性体的积分域, 且 v I V1 分析( 1)式本构关系, 可以看出( 1)式前
两项表示了局部材料的本构关系, 积分项则表示了材料的非局部本构关系1 

1. 1  Kelvin模型
[ 15]

图 1  Kelvin模型

Kelvin粘弹性本构模型由弹簧和阻尼器组成, 它可以描述粘

弹性材料的蠕变过程1 图 1给出了Kelvin模型的示意图1 该模型
的应力应变关系为

  R = EE+ G
5E
5 t , ( 2)

其中 R、E为正应力和线应变, E为弹性模量, G为粘滞阻尼系数 1 

当作用恒应力 R = R0 时,由方程( 2)的解为

  E=
R0
E
(1 - e- t/ S

d ) ; Sd =
G
E
1 ( 3)

1. 2  一维非局部 Kelvin粘弹性体本构模型

结合Ahmadi提出的非局部粘弹性本构模型( 1)式和Kelvin模型( 2)式, 本文针对粘弹性直

杆在均匀拉伸应力作用下的应变分析问题,提出如下的一维非局部Kelvin粘弹性体本构模型

  R( x , t ) = $1 EE( x , t ) + G
5
5tE( x , t ) +

    $2Q
L

0
K ( x , N) EE( N, t ) + G

5
5 tE( N, t ) dN, ( 4)
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式中, $1 和 $2 为材料局部特性和非局部特性的比例因子, 且 $1+ $2= 1(当 $1= 1, $2= 0时,

表示完全局部Kelvin粘弹性材料;当 $1= 0, $2= 1时,表示完全非局部Kelvin粘弹性材料) , R

为粘弹性杆轴向正应力, E为轴向线应变, E 为弹性模量, K ( x , N) 为非局部特性核函数, L 是

一维场的积分域1 

核函数K ( x , N) ( kernel function) , 在有些文献中又称为衰减函数( attenuation function) [ 16]或

者影响函数( influence function)
[ 17] 1 非局部理论中的核函数一般定义为关于 Euclidean 空间距

离 | x - N| 的连续函数,即 K ( | x - N| ) ,如图 2所示,函数值随着 N点与x 点距离( | x - N| )

的增加而减小, 这正体现了核函数的非局部特殊衰减效应1 
另外,核函数还要满足如下两个条件:

  Qx
K ( | x - N| / lA)dN= 1, ( 5)

  K ( | x - N| / lA) \ 01 ( 6)

为度量非局部效应的大小,定义材料的影响长度( influence length) lA, 它是一个材料常数,

用以表征非局部效应的大小1 当 lA较大时, 表明材料的非局部效应较明显,反之,非局部效应

较弱1 

图 2 核函数分布示意图

本文选取核函数为如下形式

  K ( | x - N| ) =
1
2lA

e
- | x- N| / l

A, ( 7)

( 7)式满足( 5)式和( 6)式条件, 解析分析通常采用这种指数型核函数1 

2  应变场求解

考虑应力的变化为阶跃变化, 对( 4)式进行 Laplace变换, 化简后得到

  �R( x , s)
s

= $1[ E �E( x , s ) + G s �E( x , s) ] +

    $2 Q
L

0
K ( x , N) ( E �E( N, s ) + G s �E( N, s) )dN , ( 8)

式中, �R( x , s ) 和�E( x , s ) 分别表示 R( x , t ) 和 E( x , t ) 的Laplace变换1 
对于受均匀轴向拉力作用的直杆,其应变场分布可由( 8)式变化得到的一个标准的 Fred-

holm积分方程来表示1 即

  �E( x , s) = C + KQ
L

0

K ( x , N)
K0

�E( N, s)dN, ( 9)

其中   C =
Ê( x , s)
$1

, Ê( x , s ) =
�R( x , s)

s( E + Gs)
, K= -

K0$2
$1

, K0 =
1
2lA

1 

引入Heaviside函数,定义如下
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  H ( x - N) =
1,   ( x \ N) ,

0,   ( x < N) ,
( 10)

则( 9)式可以写成

  �E( x , s) = C
-
+ KQ

x

0

K
-
( x - N)
K0

�E
-
( N, s)dN+

    C
+
+ KQ

L

x

K
+
( N- x )
K0

�E+ ( N, s)dN, ( 11)

其中

  K
-
( x - N) = K ( | x - N| )H ( x - N) ,

  K
+
( N- x ) = K ( | x - N| )H ( N- x ) , C = C

+
+ C

- 1 
将( 7)式给定的核函数代入( 11)式,则直杆的应变场可以进一步由两个 Volterra 积分方程

形式表示

  �E- ( x , s) = C
-
+ KQ

x

0

1
2lA

e- ( x- N) / l
A�E( N, s )dN, ( 12)

  �E+ ( x , s) = C
+
+ KQ

L

x

1
2lA

e- (N- x ) / l
A�E( N, s )dN, ( 13)

并且 �E( x , s) 可利用上两式表示为

  �E( x , s) = �E- ( x , s) + �E+ ( x , s) 1 ( 14)

令 y = L - x ; u = L - N并代入( 13)式得

  �E+ ( y , s) = C
+
- K

1
2lAQ

0

y
e- ( y- u)/ l

A�E( u , s)du =

    C
+
+ K

1
2lAQ

y

0
e- ( y- u)/ l

A�E( u , s)du 1 ( 15)

从( 15)式可以看出, ( 13)式可以通过 y = L - x ; u = L - N和du = - dN变化得到(12) 式,

并且对于本文所给定的均质直杆, 利用 x = L / 2处应变相等条件, 即�E
-
( L / 2, s ) = �E

+
( L/ 2,

s ) ,可以得到 C
-
= C

+
= C / 2, 这样求解直杆的应变场只需要求出( 12)式解即可1 

对于( 7)式给定的指数型核函数, ( 12)式可以通过 Neumann 级数写成如下形式进行求

解
[ 9]
,即

  �E- ( x , s) = C
-
+ KC

- Q
x

0
N ( x , N, K)dN1 ( 16)

上式中Neumann级数具体形式为

  N ( x , N, K) = 6
]

n= 1
kn( x , N) K

n- 1
, ( 17)

式中, N ( x , N, K) 称为积分方程(16) 的预解核, kn( x , N) 为 k1( x , N) 的 n 次叠核,对于本文核

函数

  k1( x , N) = e- (x- N) / l
A,

  k2( x , N) = Q
x

N
e- ( x- F) / l

Ae- (F- N) / l
AdF= e- (x- N) / l

A( x - N) ,

  s

  kn( x , N) = Q
x

N
e- (x- F) / l

Ae- (F- N) / l
A
(F- N) n- 2

( n - 2) !
dF= e- (x- N) / l

A
( x - N) n- 1

( n - 1) !
,

所以

  N ( x , N, K) = e
- ( x- N) / l

Ae
K(x- N) 1 ( 18)
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将( 18)式代入( 16)式并对其进行积分得

  �E- ( x , s) = C
-
+

KlA
1- KlA

C
-
[ 1- e( Kx lA- x ) / l

A] , ( 19)

且

  �E- ( x , s) | x= L/ 2 = C
-
+

KlA
1 - KlA

C
-
=
Ê( x , s)
2

, ( 20)

得 C
-
= ( Ê( x , s ) / 2) (1 - KlA) ,代入(19) 式并考虑到 Ê( x , s ) = �R( x , s) / ( s( E + Gs) ) 得

  �E- ( x , s) =
�R

s( E + sG)
1
2
[ 1- KlAe

( Kxl
A
- x )/ l

A] 1 ( 21)

为了求得 �E
+
( x , s) 可以令 x = L - x , 则可求得

  �E+ ( x , s) =
�R

2s ( E + sG)
[ 1 - KlAe

( KL l
A
- Kx l

A
- L+ x )/ l

A] 1 ( 22)

将( 21)式和( 22)式做和,得到 [ 0, L ] 上应变场分布

  �E( x , s) =
�R

2s ( E + sG) 1-
KlA
2
( ( e( KxlA+ x )/ l

A+ e( KL l
A
- Kxl

A
- L+ x ) / l

A) , ( 23)

对( 23)式进行 Laplace逆变换,得到

  E( x , t ) =
R
E
(1 - e- t/ t

d ) 1 -
KlA
2
( ( e

( Kxl
A
+ x )/ l

A+ e
( KL l

A
- Kxl

A
- L+ x ) / l

A) , ( 24)

其中 td = G/ E,此式即非局部Kelvin粘弹性直杆受轴向拉力作用的应变场分布1 从(24) 式可

以看出,非局部粘弹性材料的应变场可以理解为由两部分组成,第 1部分( R/ E ) (1 - e- t/ t
d ) 为

Kelvin 粘 弹性 杆受 轴向 拉 力作 用结 果
[ 15]

; 第 2 部分 [ 1 - ( KlA/ 2) ( ( e
( Kx l

A
+ x ) / l

A +

e( KL l
A
- Kx l

A
- L+ x ) / l

A) ] 为非局部弹性直杆受轴向拉力作用的结果[ 9] 1 

图 3 直杆受到轴向拉力作用

  图 4  x = 0 cm , x = 1 cm, x = 5 cm 处     图 5  t = 0. 1 s 时刻直杆的应变曲线

截面的应变曲线

3  算   例

一均质直杆如图 3所示,设杆长 L = 100 cm, 截面积A = 1 cm
2
,两端受拉力 F = 100 N作

用,弹性模量 E = 2. 1 @ 106N/ cm2,影响长度 lA = 1 cm,粘性系数 G= 2. 1 @ 106N#s/ cm2
,比例
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因子 $1 = 0. 5, $2 = 0. 5,当采用局部理论 E= F / ( A#E) = 4. 76 @ 10- 51 

图 6 t = 0. 5 s 时刻直杆的应变曲线       图 7 t = 2 s时刻直杆的应变曲线

  图 8 t = 8 s 时刻直杆的应变曲线

通过( 24)式,计算得到了直杆在轴向拉力作用

下的应变响应,图 4给出了直杆不同位置处应变响

应的时间历程, 从图 4 中可以看出非局部理论情

况下, 均匀直杆的应变响应并不是均匀的, 且粘

弹性非局部直杆存在明显的蠕变过程1 对于本文
所提出的非局部 Kelvin模型, 当时间较长时,应变

趋于一个定值,这正是应用非局部弹性理论算得的

应变1 
图5~ 图 8分别给出了不同时刻,应变沿杆长

的分布1 对于本文的指数型核函数, 从图 5~ 图 8

全杆的应变场分析, 靠近直杆边缘部分应变较大,

远离直杆的边缘,应变随之减小,并且离开直杆的边缘,应变大小基本不变,不变部分的应变和

应用局部弹性理论的计算的应变一致, 这也证明了 Sain-t Venant原理的正确性1 

4  结   论

本文基于 Kelvin粘弹性体模型和Ahmadi非局部粘弹性应力应变关系,利用 Laplace变换,

选取对称的指数型核函数,采用 Neumann级数展开的方法求解 Volterra 方程, 导出了非局部

Kelvin粘弹性杆在受到轴向拉力作用后的应变表达形式1 并得到了加载后的应变变化规律,
同时给出杆件受到拉力作用后的应变变化曲线, 这正是杆件的蠕变过程,当时间趋近无穷大

时,本文结果退化为非局部弹性应变1 
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Strain Analysis of Nonlocal Viscoelastic

Kelvin Bar in Tension

ZHAO Xue-chuan,  LEI Yong-jun,  ZHOU Jian-ping

( College of Aerospace and Ma ter ial En gin eer ing , Nati on al Un iv er sity of Def ense

Technolo gy , Chan gsha , Hunan 410073, P . R . China )

Abstract: Based on viscoelastic Kelvin model and nonlocal relationship of strain and stress, a nonlo-

cal constitutive relationship of viscoelasticity was obtained and the strain response of a bar in tension

was studied. By transforming governing equation of the strain analysis into Volterra integration form

and by choosing a symmetric exponential form of kernel function and adapting Neumann series, the

close form solution of strain field of the bar was obtained. The creep process of the bar is presented.

When time approaches infinite, the strain of bar is equal to the one of nonlocal elasticity.

Key words: nonlocal theory; Kelvin viscoelasticity; Neumann series; bar; strain analysis
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