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基于向量 Liapunov函数不连续
系统的稳定性研究

X
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(郑州大学 数学系, 郑州 450052)

(郭兴明推荐)

摘要 :  基于局部 Lipschitz 连续且正则( Clarke 意义下)的向量 Liapunov函数 ,讨论不连续自治系统

的稳定性( Filippov解意义下)# 通过定义一类新的向量 Liapunov 函数的/ 集值导数0 , 给出了关于不

连续系统的广义比较原理# 基于 Lipschitz 连续且正则的向量 Liapunov 函数, 进一步的给出不连续

自治系统的Liapunov稳定性定理# 
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引   言

近年来不连续系统受到广泛关注与重视,因此关于右端不连续的系统有许多进展# 它来

源于力学、自动控制与电子工程的许多问题的数学模型表现为右端不连续的微分方程,例如变

结构控制系统、含有摩擦力的动力系统等
[ 1]# 1994年, D. Shevitz和 B. Paden在文献[ 2]中研究

了非光滑系统在 Filippov解意义下的Liapunov稳定性及相应的Lasalle不变原理# 1997年E. P.

Ryan讨论了微分集值映射所定义的系统的 Byrnes-Martin 型积分不变原理[ 3]# 1999年, A Bac-

ciottic和F Ceragioli在文献[ 4]中通过定义 一类新的/集值导数0,在更一般的微分包含框架下,

实质推广了文献[ 2-3]中的结果# 

另一方面, 为了更好的研究非线性动力系统, 许多研究用向量 Liapunov函数取代标量 Lia-

punov函数[ 5- 8]# 向量Liapunov函数提供了更广泛的框架,并且放宽了分析稳定性时所应用的

标量 Liapunov函数的假设条件# 2006年, S. G. Nersesov和W. M. Haddad[ 5]通过构造广义比较系

统,推广了向量 Liapunov函数的相关结果,并且基于经典的 Krasovski-i Lasalle 不变原理给出了

广义收敛结果# 更进一步的,文献[ 5]证明了非线性动力系统的渐近镇定与控制向量 Liapunov

函数存在性的等价性# 

众所周知, 比较原理在经典的 Liapunov稳定性理论中起着十分重要的作用,然而关于不连

续系统的比较原理的结果却很少# 本文基于向量 Liapunov 函数, 给出了关于不连续自治系统

的比较原理,并基于向量 Liapunov 函数,实质性推广了不连续自治系统的相关稳定性结果# 
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这里介绍本文所必需的数学记号和定义[ 5]# 对于 v I R
q
, v \ \0( v m 0) 表示向量 v的

任意分量都是非负的(正的) ,此时称向量 v为非负的(正的) 向量# v I �Rq
+ 与 v I R

q
+ 分别等

价于 v \ \ 0与 v m 0# 令 BE( A) ( A I R
n
, E> 0) 为以 A为中心, E为半径的开球邻域# 

本文结构如下:第 1节给出问题的陈述及其相关数学基础知识,第 2节是主要结论, 证明

了关于不连续自治系统的广义比较原理# 最后基于向量 Liapunov 函数,给出不连续自治系统

的相关稳定性结果# 

1  问题的陈述与数学基础

首先回顾关于右端不连续的微分方程的 Filippov 解, 非光滑系统的 Clarke广义梯度以及关

于可微正则函数沿着解轨线的链法则# 另外,回顾 W 类逆单调递增函数的概念# 

考虑向量微分方程

  Ûx( t ) = f ( x( t ) ) ,   x( t0) = x0, t I Ix
0
, ( 1)

其中 x I D A R
n
( D为包含原点的开邻域) 为状态向量, t I R 是时间变量, f ( x( t ) ) =

[ f 1( x( t ) ) , ,, f n( x ( t ) ) ]
T是 Lebegue可测的局部有界函数# 

定义 1. 1[ 2]  区间 Ix
0
上的绝对连续函数 x( t ) ,称为是系统(1) 的Filippov解,如果对于几

乎处处的 t I Ix
0

  Ûx I K [ f ] ( x) , ( 2)

其中

  K [ f ] ( x) S H
D> 0

H
LN= 0

cof ( BD( x) - N )# ( 3)

注  当 Filippov解 x( t ) 对几乎处处的 t I I x
0
满足Ûx = f ( x( t ) ) 时,称 Filippov解为 Caratheodory 解# 一般

情况下, Filippov解不是 Caratheodory解[ 9]# 

对于式( 2) ,以任意 x( t0) = x0 I Rn 为初值的解在区间I x
0
都是存在的[ 4] ,然而一般情况下解都是不唯一

的# 

假定 x = 0为微分包含式(2) 的平衡点, 且用 x( t) 来表示以 x ( t0) = x0为初值的微分包含式( 2)的解# 

定义 1. 2[ 10] ( Clarke. s generalized gradient)  对于局部Lipschitz连续的函数 V: R
n y R,在 x

处的广义梯度定义为

  5V( x) = co lim
i y+ ]
¨V( x i ) | x i y x, xi I

-

8V , ( 4)

其中 8V 为包含所有V 不可导的点的零测集, 梯度 ¨为相对于时间的导数(5/ 5t )# 

定义 1. 3[ 10]  函数 g : R
n y R关于方向为 u I R

n 的广义方向导数定义为

  g
0
( x, u ) = lim

t y 0
+
sup
y y x

g ( y + tu) - g ( y )
t

# ( 5)

定义 1. 4[ 10]  g : R
n y R称为正则函数( Clarke意义下) ,如果满足

( � ) 对于 Pu I R
n
,单侧方向导数 gc( x, u) 存在;

( � ) 对于 Pu I R
n
, gc( x, u ) = g

0
( x, u)# 

引理 1. 1[ 2, 10] ( Chain rule)  令 x( t ) 为系统(1) 在包含 t 的区间I x
0
上的 Filippov 解, V : R

n

y R是局部Lipschitz连续的正则函数# 则 V( x( t ) ) 是绝对连续的, d V( x( t ) ) / dt几乎处处存

在,且

  d
dt

V ( x( t ) ) I a. e.
�V
#

( x( t ) ) , ( 6)
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其中

  �V
#

( x( t ) ) := H
NI 5 V( x ( t) )

N
T
K [ f ] ( x ( t ) )# ( 7)

定义 1. 5
[ 5]  w = [ w1, ,, wq ]

T
: R

q @ V y R
q
(其中 V A R

s
) 称为W 类函数,如果对于任

意固定的 y I V ,对于所有满足 z
c
j [ z

d
j , z

c
i = z

d
i , j = 1, ,, q , j X i )的 zc, zd I R

q
,成立w i ( zc,

y ) [ w i ( zd, y ) ( i = 1, ,, q ) 其中 z i 表示 z 的第 i 个分量# 

定义 1. 6[ 5]  w = [ w 1, ,, wq ]
T
: R

q @ V y R
q
(其中 V A R

s
) ,称为Wd 类函数,如果对于任

意固定的 y I V ,对于所有满足 zc [ [ zd的 zc, zd I R
q
,成立 w( zc, y ) [ [ w( zd, y )# 

2  非光滑系统的比较原理

这一部分我们推广链法则,并且给出关于不连续系统的广义比较原理# 

定义 2. 1  向量函数 V = [ v1, ,, v q ]
T称为局部Lipschitz连续的(在点 x0 I R

n 处) ,如果

存在两个常数 D> 0及 L > 0使得

  +V( x1) - V( x2) + [ L +x1 - x2 + ,   Px1, x2 I BD( x0)# ( 8)

命题 2. 1  令 x( t ) 为系统(1) 在包含 t的区间I x
0
上的 Filippov解# vi ( i = 1, ,, q) 均为

具有同一 Lipschitz常数为 L / q 的局部Lipschitz连续的正则函数# 构造向量函数 V( x) =

[ v1, ,, v q ]
T# 

则 V( x) 是 Lipschitz 常数为 L 的局部 Lipschitz 连续函数, V( x ( t ) ) 是绝对连续的,

d V( x ( t ) ) / dt 几乎处处存在且

  d
dt

V( x( t ) ) I a. e. �V
#

( x( t ) ) , ( 9)

其中

  �V
#

:= �v
#
1 @ �v

#
2 @ , @ �v

#
q , ( 10)

且

  �v
#

i := H
NI 5 v

i
( x)
NTK [ f ] ( x)# ( 11)

证明  由 v i ( i = 1, ,, q) 的局部 Lipschitz连续性可得,对于 P x1, x2 I BD( x0) ,

  +V( x1) - V( x2) + = ( v1( x1) - v1( x2) )
2

+ ,+ ( vq( x1) - vq ( x2) )
2 [

    L
2

q
+x1 - x2 +2

+ ,+
L
2

q
+ x1 - x2 +2

=

    L + x1 - x2 +,

则 V( x ) 是 Lipschitz 常数为 L 的局部 Lipschitz 连续函数, 从而 V( x ( t ) ) 是绝对连续的,

d V( x ( t ) ) / dt 几乎处处存在# 注意到 v i ( i = 1, ,, q ) 均为正则函数,由引理 1. 1,成立

  d
dt

V( x( t ) ) =

d
dt

v1( x( t ) )

s

d
dt

vq( x ( t ) )

I a. e. �v
#

1 @ �v
#

2 @ , @ �v
#

q = �V
#

,

其中

  �v
#

i := H
NI 5 v

i
( x)
NTK [ f ] ( x)# 
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下面,当向量函数不满足连续可微条件时来推广比较原理# 考虑如下非线性比较系统:

  Ûz ( t ) = w( z ( t ) , y ( t ) ) ,   z( t0) = z0, t I Iz
0
, ( 12)

这里 z( t ) I Q A R
q
( t I Iz

0
) 为比较系统的状态向量, y : T y V A R

s 是一个给定的连续函数,

系统(12) 的解 z( t ) 的最大存在区间是 Iz
0
A T A �R+ , Q是包含原点的开集,且 w: Q @ V y R

q# 

假定 w(#, y ( t ) ) 是关于 t 连续且以Lc为 Lipschitz常数的局部 Lipschitz连续的, 即

  +w( zc, y ( t ) ) - w( zd, y ( t ) ) + [ Lc+zc- zd + ,   Pzc, zd I BD( z0) , ( 13)

因此存在 S > 0使得式(12) 在区间[ t 0, t 0 + S] 上存在唯一的解# 

定理 2. 1  考虑非线性系统( 12)# 假定 w : Q @ V y R
q连续且w( #, y ) 是 W 类函数# 若

存在局部Lipschitz连续的正则函数 vi ( i = 1, ,, q )# 构造向量函数 V= [ v1, ,, v q ]
T
: Iz

0
y Q,

使得

  �V
#

( t ) n w( V( t ) , y ( t ) ) ,   t I Iz
0
, ( 14)

则 V( t 0) n z0, z0 I Q意味着

  V( t ) n z ( t ) ,   t I Iz
0
, ( 15)

其中 z( t ) ( t I Iz
0
) 为系统( 12)的解# 

证明  vi ( i = 1, ,, q) 均为局部 Lipschitz连续的正则函数, 则由命题 2. 1知向量函数

V( t ) 亦为局部Lipschitz连续的# 从而对于充分小的 S > 0, 成立

  V( t ) n z ( t ) ,   t I [ t0, t 0 + S]# ( 16)

现在假定不等式( 15)在区间 I z
0
上不成立# 则存在 t̂ I Iz

0
使得 V( t ) n z( t ) , t I [ t0, t̂ ) , 以

及至少存在一个 i I 1, ,, q ,

  vi ( t̂ ) = z i ( t̂ ) , ( 17)

  vj ( t̂ ) [ z j ( t̂ ) ,   j X i , j = 1, ,, q# ( 18)

因为 w(#, y ) 是 W 类函数,则由式( 14)、( 17)及( 18)得到

  �v
#

i ( t̂ ) < w i ( V( t̂ ) , y ( t̂ ) ) [ w i ( z( t̂ ) , y ( t̂ ) ) = Ûz i ( t̂ )# ( 19)

另一方面, vi ( i = 1, ,, q ) 均为局部Lipschitz连续的正则函数,则

  d
dt

v i I a. e.�v
#

i  即  d
dt

vi ( t̂ ) < Ûz i ( t̂ )# 

结合式( 17) ,对于充分小的 Ŝ > 0,成立 v i ( t ) > zi ( t ) , t I [ t̂ - Ŝ, t̂ )# 与式( 16)矛盾# t

由上面定理直接可以得到定理 2. 2:

定理 2. 2  考虑系统( 12)# 假定 w: Q @ V y R
q 是连续的且w( #, y ) 是 W 类函数# 令

z( t ) ( t I Iz
0
) 为式(12) 的解且[ t 0, t 0+ S] A Iz

0
# 若存在局部 Lipschitz连续的正则函数 v i ( i

= 1, ,, q )# 构造向量函数 V = [ v1, ,, v q ]
T
: [ t 0, t 0 + S] y Q, 使得

  �V
#

( t ) [ [ w( V( t ) , y ( t ) ) ,   t I [ t 0, t 0 + S] , ( 20)

则已知 V( t 0) [ [ z0, z0 I Q, 可得到

  V( t ) [ [ z( t ) ,   t I [ t 0, t 0 + S]# ( 21)

定理 2. 3  考察非线性系统( 1) # 假定存在局部 Lipschitz连续的正则函数 v i ( i = 1, ,,

q )# 构造向量函数 V = [ v1, ,, v q ]
T
: D y Q A R

q
, 使得

  �V
#

( x ) [ [ w( V( x ) , x) ,   x I D, ( 22)

1444 慕  小  武    程  桂  芳    丁  志  帅



其中 w : Q @ D y R
q 连续且w(#, x) 是 W 类函数# 另外假定

  Ûz ( t ) = w( z ( t ) , x( t ) ) ,   z( t 0) = z0, t I Iz
0
, x

0
( 23)

有唯一的解 z ( t ) , ( t I Iz
0
, x

0
) ,其中 x( t ) ( t I Ix

0
) 是系统(1) 的任意Fil ippov解# 若[ t0, t 0 +

S] A Ix
0

H Iz
0
, x

0
# 

则由 V( t0) [ [ z0, z0 I Q, 可得到

  V( t ) [ [ z( t ) ,   t I [ t 0, t 0 + S]# ( 24)

证明  注意到 v i ( i = 1, ,, q ) 均为局部 Lipschitz 连续和正则的, 则由命题 2. 1 可知,

V( x( t ) ) 绝对连续, dV( x ( t ) ) / dt 几乎处处存在且

  d
dt

V( x( t ) ) I a. e.
�V
#

( x( t ) )# 

结合式( 22) ,有

  d
dt

V( x( t ) ) [ [ w( V( x( t ) ) , x) ,   a. e. t I [ t 0, t0 + S]# ( 25)

令 N( t ) := V( x( t ) ) , t I Ix
0
, 则式( 22)意味着

  d
dt
N( t ) [ [ w( N( t ) , x) ,   a. e. t I Ix

0
# ( 26)

更进一步地,若 [ t 0, t 0+ S] A Ix
0

H I z
0
, x

0
是紧区间, 则由定理2. 2, 以及 y ( t ) = x( t )和 V( x0)

= N( t0) [ [ z0, 成立

  V( x( t ) ) [ [ z( t ) ,   a. e. t I [ t0, t 0 + S]# 

3  基于向量 Liapunov函数的稳定性定理

基于第 2节给出的广义比较原理,下面讨论非线性不连续系统的稳定性# 考虑如下非线

性系统:

  2:
Ûz( t ) = w( z( t ) , x( t ) ) ,   z( t 0) = z0, t \ t 0,

Ûx ( t ) = f ( x( t ) ) ,      x ( t0) = x0,
( 27)

其中 z0 I Q A R
q
, x0 I D A R

n
, [ z

T
( t ) , x

T
( t ) ]

T
( t \ t0) 是系统(27) 的解, w : Q @ D y R

q连

续且 w(#, x ) 是 W 类函数, w(0, 0) = 0, f :D y R
n 为Lebegue可测的有界函数,满足 f (0) =

0# 

首先,给出有关稳定性的定义# 

定义 3. 1

1) 非线性系统 2 对z Liapunov稳定,若对任意 E> 0与 x0 I D,存在 D= D( E, x0) > 0,

使得当 +z0 + < D,成立 +z( t ) + < E, P t \ t0# 

2) 非线性系统 2 对z 关于x0一致Liapunov稳定, 若对任意 E> 0,存在 D= D( E) > 0,使

得当 +z0 + < D,成立 + z( t ) + < E, P t \ t 0及 P x0 I D# 

3) 非线性系统 2对 z渐近稳定, 若( � ) 2 对z Liapunov 稳定; ( � ) 对任意 x0 I D,存在 D

= D( x0) > 0,使得当 +z0 + < D,成立 lim
t y+ ]

z( t ) = 0# 

4) 非线性系统 2对z关于x0一致渐近稳定,若( � ) 2对z关于x0一致Liapunov稳定; ( � )

存在 D> 0,使得当 +z0 + < D,成立 lim
t y+ ]

z( t ) = 0, P x0 I D# 

5) 非线性系统 2对 z关于x0一致指数稳定,若存在正常数 a、b 与D,使得当 +z0 + < D,

成立 +z( t ) + [ a +z0 +e
- b( t- t

0
)
, t \ t 0, Px0 I D# 
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6) 非线性系统 2对 z关于x0一致全局渐近(指数) 稳定,若前面叙述的定义对 Pz0 I R
q

及 Px0 I R
n 均成立# 

类似于文献[ 2, 5] , 我们基于非光滑向量 Liapunov 函数,建立下述稳定性定理:

定理 3. 1  考察系统( 1)# 假定存在局部Lipschitz连续的正则函数 vi ( i = 1, ,, q)# 构造

向量函数 V = [ v1, ,, v q ]
T
: D y Q H �Rq

+ 及正向量 p I R
q
,使得 V(0) = 0,标量函数 v: D y

�R+ 定义为 v ( x) := p
T
V( x) , x I D,使得 v ( x) > 0, x X 0, 且

  �V
#

( x ) [ [ w( V( x ) , x) ,   x I D, ( 28)

其中 w: Q@ D y R
q是满足w( 0, 0) = 0的连续函数,且 w( #, x) 是W 类函数# 则下列陈述成

立:

1) 若非线性系统 2对z关于x0一致Liapunov稳定,则系统(1) 的零解 x( t ) S 0是Liapunov

稳定的# 

2) 若非线性系统 2对 z关于 x0一致渐近稳定,则系统(1) 的零解 x( t ) S 0是渐近稳定的# 

3) 若 D = R
n
, Q= R

q
, v : R

n y �R+ 是径向无界的, 且非线性系统 2对 z 关于x0一致全局

渐近稳定,则系统(1) 的零解 x( t ) S 0是全局渐近稳定的# 

4) 若存在常数 C\ 1, a > 0和 b > 0使得 v: D y �R+ ,

  a +x +C [ v ( x) [ b +x +C
,   x I D, ( 29)

非线性系统 2 对 z关于x0一致指数稳定,则系统(1) 的零解 x ( t ) S 0是指数稳定的# 

5) 如果 D= R
n
, Q= R

q
, 若存在常数 C\1, a > 0和 b> 0使得 v : R

n y�R+ 满足式(29) ,

且若非线性系统 2 对z 关于x0一致全局指数稳定,则系统(1) 的零解 x( t ) S 0是全局指数稳

定的# 
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On the Stability of Discontinuous Systems via

Vector Liapunov Functions

MU Xiao-wu,  CHENG Gu-i fang,  DING Zh-i shuai

( Depar tm ent of Mathem atics , Zhengzhou Univer sity ,

Zhen gzhou 450052, P . R . China )

Abstract: The stability of systems with discontinuous righ-t hand side ( with solutions in Filippov. s

sense) via locally Lipschitz continuous and regular vector Liapunov functions are discussed. A new

type of / se-t valued derivative0 of vector Liapunov functions was introduced, some generalized com-

parison principles on discontinuous systems were shown. Furthermore Liapunov stability theory was

developed for a class of discontinuous systems based on locally Lipschitz continuous and regular vec-

tor Liapunov functions.

Key words: Filippov solutions; comparison principles; stability; vector Liapunov functions; discon-

tinuous systems
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