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压电弯曲元的夹层梁解析模型
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摘要:  压电弯曲元是一类传感和作动器件, 已得到广泛的应用# 基于一阶剪切变形理论发展了

压电弯曲元夹层梁解析模型, 对梁截面采用统一转角并将耦合电势沿厚度的分布假设为二次函

数,进一步修正了横向剪应变对电位移的影响# 以弯曲元简支梁自由振动为例进行数值分析,解析

模型解与二维精确解相比具有良好的精度, 为分析弯曲元动力机电响应提供了良好的解析模型# 
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引   言

压电弯曲元是一种机-电传感器, 能利用压电效应将机械能转换为电能,反之亦然# 弯曲

元最早由 Shirley 和Hampton
[ 1]
引入到岩土实验中, 作为剪切波的激发元和接收元,通过测量试

样中剪切波速进而计算土体小应变剪切模量# 经过几十年的发展, 弯曲元技术已成为岩土工

程中土体剪切波速测量的有效手段
[ 2-3]# 然而,在应用过程中发现, 剪切波传播时间判定的主

观性会带来显著误差,一般认为,这种判断误差源于对压电弯曲元的机电耦合振动特性和剪切

波在土样中传播与衰减机理上的认识不够[ 4- 5]# 因此,对弯曲元机电耦合振动的研究成为当前

研究的热点[ 6- 7]# 

弯曲元通常由两层外表面镀有均匀电极的压电陶瓷层和中间导电金属层胶结而成, 是一

种典型的对称压电夹层结构# 说际测试中,弯曲元装配在仪器基座两端以悬臂梁形式进行波

的激发和接收# 目前对此类压电悬臂梁结构无法直接获得精确解, 分析弯曲元振动需建立合

理有效的简化模型[ 8-10]# 本文结合弯曲元压电层较厚的具体特征,建立了基于一阶剪切变形

理论的压电夹层梁解析模型# 弯曲元简支梁自由振动的计算分析表明,与二维精确解相比,本

文压电夹层梁模型具有良好的精度# 

1  基 本方 程

在弯曲元中,对于正交各向异性压电层, 假设在 x-z 坐标面的平面梁处于平面应力状态
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( Ry = Sxy = Syz = 0, Dy = 0) ,从二维压电弹性力学基本方程[ 11] 出发,进一步略去横向挤压应

力( Rz = 0) 之后[ 12] ,有如下基本方程(不考虑体积力) :

  
5Rx
5x +

5Sxz
5z = Q

52
ux

5 t2 ,
5Sxz
5x = Q

52uz
5 t2 ,

5Dx
5x +

5Dz
5z = 0, ( 1)

  Rx = �c11Ex + (- 1) j�e 31
5 <
5z , Sxz = c55Cxz + (- 1) je15

5 <
5x , ( 2)

  D z = (- 1) j�e31Ex - �E33
5 <
5z , Dx = (- 1) je15Cxz - E11

5 <
5x , ( 3)

式中, Rx、Sxz、ux、uz、Dx、Dz 和<分别代表应力、位移、电位移和电势分量; �c11、�e31和 �E33 分别是

折算弹性模量、压电常数和介电常数,分别为

  

�c11 = c11-
c
2
12

c22
-
( c13c22- c12c23)

2

c22( c22c33- c
2
23)
, �E33 = E33+

e
2
32

c22
+
( c22e33- c23e32)

2

c22( c22 c33 - c
2
23)
,

�e31 = e31-
c12 e32
c22

-
( c13 c22 - c12 c23) ( c22 e33- c23 e32)

c22( c22 c33 - c
2
23)

# 
( 4)

式( 2)和( 3)中的上标 j 指示压电层的极化方向, 极化方向与 z 轴一致或相反, 分别取 j 等

于2或 1# 不失一般性,假设上层极化方向总是与 z 轴正向一致# 

对于弹性层,上述方程可简化为 4个方程,保留式( 1)的前 2式和式( 2) , 并令式( 2)中 �e31

= e15 = 0# 对各向同性材料, �c11 = E , c55= E / [ 2(1+ M) ] , 其中 E为弹性模量, M是Poisson

比# 

2  位移假设和内力计算

采用一阶剪切变形理论, 假设弯曲元各层有统一的位移表达式, 取如下形式

  uz ( x , z , t ) = w ( x , t ) , ux( x , z , t ) = - zW( x , t ) , ( 5)

式中 w ( x , t ) 表示中心线挠度, W( x , t ) 表示中心线法线的转角,如图 1所示# 

图 1 夹层梁位移假设图

一般的,压电层电势 <由外加电压G( x , z , t ) 和耦合电势 U( x , z , t ) 共同组成# 考虑传感

器极化方式及相应的激发与接收功能要求,本文采用电势表达如下:

  <c ( x , z , t ) = G( x , z , t ) + U( x , z , t ) =

    g( z ) Vc ( x , t ) + f ( z ) 5c( x , t )   ( c = A, B) , ( 6)

式中, Vc ( x , t )是外加电压G ( x , z , t ) 在表面电极中的分布(下标A, B分别表示上、下压电层) ,

g ( z ) 是该外加电压在厚度方向上的分布函数,作线性分布假设: 5c ( x , t ) 是耦合电势 U( x , z ,

t ) 在压电层中线的值, f ( z )是该耦合电势在厚度方向上的分布函数# 对于压电层外表面电极
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短路情况,为满足Maxwell电荷方程,弹性变形引起的耦合电势在厚度方向呈抛物线分布# 因

此这里假设 g ( z ) 和 f ( z ) 分别为[ 13- 14] :

  g( z ) =

-
z + h
h1

,   z < A,

z - h
h1

,   z < B,

, f ( z ) =

1-
z + h + h1/ 2

h1/ 2

2

,   z < A ,

1-
z - h - h1/ 2

h1/ 2

2

,   z < B# 
( 7)

将式( 5)和( 6)代入方程( 2)和( 3)就可计算压电层中的应力和电位移, 同样可计算弹性层

中的应力,于是可以按如下定义计算截面弯矩 M 和剪力Q:

  Mx = Q
h+ h

1

- h- h
1

zRx dz = b12
5 W
5x + b13[ 5A+ (- 1) j 5B] + b14[ VA+ (- 1) jVB] , ( 8)

  Qx = Q
h+ h

1

- h- h
1

Sxzdz =

    b 21 5w5x + b22 W+ b23
5
5x [ 5A + (- 1)

j
5B] + b24

5
5x [ VA+ (- 1)

j
VB] , ( 9)

式中

  

b12 = -
2
3
Eh

3
- 2�c11

( h + h1)
3
- h

3

3
,

b13 = - �e31
( h + h1)

3
- h

3

3
+
h + h1/ 2

2
[ h

2
- ( h + h1)

2
]

8
h
2
1
,

b14 = - �e31
h
2
- ( h + h1)

2

2h1
, b21 = - b22 = 2k ( Gh + c55h1) ,

b23 =
2h1
3
e15, b24 =

h1
2
e15# 

( 10)

由于按式( 5)计算的横向剪应变仅代表了梁的中性线的值,在横截面上是一个常量, 为此

引入剪切修正因子 k
[ 15]
, 以考虑剪应变在横截面上非线性变化对剪力的修正# 

3  弯曲元的梁方程

用 z 乘式( 1)的第 1式, 然后对它和式( 1)的第 2式分别沿梁的厚度积分, 利用式( 5)、( 6)

及相关应力表达式, 得

  - b21
5w
5x + b12

52

5x 2
- b22 - b42

52

5t 2
W+ ( b13 - b23)

5
5x [ 5A + (- 1) j 5B] =

    m + ( b24- b14)
5
5x [ VA + (- 1) jVB] , ( 11)

  - b21
52

5x 2
- b 43

52

5t 2 w - b22
5 W
5x - b23

52

5x 2
[ 5A + (- 1)

j
5B] =

    p + b24
52

5x 2
[ VA+ (- 1) jVB] , ( 12)

式中 p 和m 分别是梁单位长度上的力和力偶,以及

  b42 = - 2 h
3

3
Q+ Qc

( h + h1)
3
- h

3

3
, b43 = 2( Qh + Qch1) , ( 13)

其中 Q和Qc分别为弹性层和压电层的材料密度# 

另外, 在梁的二维分析中, 压电层电位移需满足Maxwell方程的要求可由下面积分条件近

似满足,即

1413压电弯曲元的夹层梁解析模型



  Q
- h

- h- h
1

5Dx
5 x +

5Dz
5z dz + Q

h+ h
1

h

5Dx
5x +

5Dz
5z dz = 0# ( 14)

将电位移 Dx 和Dz 表达式代入式( 14)得

  2b31
52
w

5x 2
+ 2b32

5W
5x +

b 33
52

5x 2
+ b35 [ 5A+ (- 1) j 5B] =

    b 34 52

5x 2
[ VA + (- 1) jVB] , ( 15)

式中

  
b31 = ke15h1, b32 = - h1( ke15+ �e31) , b33 = -

2h1
3
E11,

b34 =
h1
2
E11, b 35 = �E33

8
h1

# 
( 16)

方程( 11)、( 12)和( 15)就是压电夹层梁的控制方程# 当压电层反向极化时, 有 j = 1, 此时

表面电势反对称施加,电学串联配置, 则有 VB = - VA, 5B = - 5A ;而压电层同向极化有 j = 2,

此时表面电势对称施加, 电学并联配置, 则有 VB = VA, 5B = 5A# 因此, 方程(11)、(12) 和

(15) 可进一步简化为(下式中 5 = 5A, V = VA)

  - b21
5w
5x + b12

52

5x 2
- b22 - b42

52

5t 2 W+ 2( b13- b23)
5 5
5x =

    m + 2( b24- b14)
5 V
5x , ( 17)

  - b21
52

5x 2
- b 43

52

5t 2
w - b22

5 W
5x - 2b23

52
5

5x 2
= p + 2b24

52
V

5x 2
, ( 18)

  b31
52w
5x 2

+ b 32
5W
5x +

b33
52

5x 2
+ b35 5 = b34

52V
5x 2

# ( 19)

4  简支梁算例

设 m = 0,将均布荷载 p 和常电压V 展开成正弦级数形式:

  

p ( x , t ) = 6
]

n= 1

2p
nP
[ 1 - (- 1) n] sin

nP
l
x eiXnt > 6

]

n = 1
Pn sin

nP
l
x eiXnt ,

V ( x , t ) = 6
]

n= 1

2V
nP
[ 1- (- 1) n] sin

nP
l
x eiXnt > 6

]

n= 1
Vnsin

nP
l
x eiXnt# 

( 20)

为满足两端简支边界条件 w = 0, Rx = 0和 5 = 0,将挠度 w ,转角 W和电势 5 展开成如

下形式

  
w ( x , t )

5( x , t )
= 6

]

n= 1

Wn

5n
sin

nP
l
x eiXnt , W( x , t ) = 6

]

n= 1
7n cos

nP
l
x eiXnt# ( 21)

将式( 20)和( 21)代入式( 17) ~ ( 19) ,可得

  

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

Wn

7 n

5n

=

- a14Vn

Pn - a24Vn

a34Vn

, ( 22)

式中
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a11 = - b 21
nP
l
, a12 = - b12

nP
l

2

- b 22+ b42X
2
n, a13 = 2( b13- b 23)

nP
l
,

a14 = - 2( b24- b14)
nP
l
, a21 = b21

nP
l

2

- b43 X
2
n , a22 = b22

nP
l
,

a23 = 2b 23
nP
l

2

, a24 = 2b24
nP
l

2

, a31 = - b31
nP
l

2

, a32 = - b32
nP
l
,

a33 = - b 33
nP
l

2

+ b35, a34 = b34
nP
l

2

# 

( 23)

对于外电极闭路时的自由振动分析,只要令方程组( 22)等式右边的荷载项为0即可# 图 2

给出了不同厚长比的前 5阶频率比 Xn/ X
*
n , 其中 X*n 为二维精确解

[ 16]# 由图 2可见, 对不同

夹层梁结构,本简化模型精度很高,对厚长比高达 0. 5的情况, 其误差仅在 2%之内# 

图 2  弯曲元自由振动频率(外电极闭路)

5  结   论

本文在一阶剪切变形理论( FSDT)基础上,对弯曲元压电层电势分布做了合理假设,并引

入合适的剪切修正因子 k 考虑横向剪应变的非线性分布,建立了压电夹层梁的解析模型# 简

支条件下弯曲元的自由振动分析表明, 本模型预测弯曲元较低模态频率有良好精度,为压电弯

曲元动力响应分析提供了良好的解析模型# 
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Analytical Modeling of Sandwich Beam for

Piezoelectric Bender Elements

ZHOU Yan-guo,  CHEN Yun-min,  DING Hao-jiang

( Key Labora tory of Soft Soils and Geoenv ir onm ental En gineer ing ,

Ministr y of Education , Zhejian g Unver sity , Han gzhou 310027, P . R . China )

Abstract: Piezoelectric bender elements are widely used as electromechanical sensors and actuators.

An analytical sandwich beam model for piezoelectric bender elements was developed based on the

firs-t order shear deformation theory ( FSDT) , which assumes a single rotation angle for the whole

cross-section and a quadratic distribution function for coupled electric potential in piezoelectric layers,

and corrects the effect of transverse shear strain on the electric displacement integration. Free vibra-

tion analysis of simply-supported bender elements was carried out and the numerical results showed

that solutions of the present model for various thickness-to-length ratios compare well with the exact

two- dimensional solutions, which presents an efficient and accurate model for analyzing dynamic elec-

tromechanical responses of bender elements.

Key words: bender elements; piezoelectric; sandwich beam; shear correction factor; analytical

model
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