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摘要:  首先在没有凸性结构的局部 FC-一致空间内引入了非紧性测度和凝聚集值映象概念# 在

局部 FC-一致空间内对涉及凝聚集值映象的集值映象族证明了新的极大元存在性定理# 作为应

用,在局部 FC-一致空间内对涉及凝聚集值映象的广义对策建立了某些新的平衡存在性定理# 这

些结果改进和推广了文献中的某些已知结果到局部 FC-一致空间# 对广义矢量拟平衡组的进一步

应用,我们将在文( Ò )中给出# 
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引   言

大家知道, 极大元存在性定理,是在不同的空间内, 证明广义对策平衡存在性定理的有用

和重要的工具# 许多作者已经分别在拓扑矢量空间、H-空间、G-凸空间和 FC-空间内建立了很

多极大元存在性定理# 这些结果对数学经济和广义对策的重要应用已被广泛研究# 对各类集

值映象的极大元存在性结果和它们对数学经济、广义对策和其他数学分支的应用,读者可以参

考文献[ 1-27]和其中的参考文献# 

最近, Chebb-i Florenzano[ 24]和 Lin-Ansari[ 25]在Hausdorff局部凸拓扑矢量空间内对凝聚集值

映象建立了某些极大元存在性定理,对涉及凝聚集值映象的广义对策(抽象经济) ,建立了某些

平衡存在性定理# 在大多数极大元存在性和广义对策平衡存在性结果中, 凸性假设起着关键

作用, 这就严格限制了这些结果的应用领域# 事实上, 在广义对策的实际问题中,经济人的策

略集和经济人的选择对应和约束对应的值,都可以没有凸性结构# 因此,在没有凸性结构的一

般拓扑空间内, 研究极大元存在性和广义对策的平衡存在性是十分合理和有价值的# 

在本文中, 我们首先在没有凸性结构的局部 FC-一致空间内,引入了非紧性测度和凝聚集

值映象概念# 其次, 在局部FC-一致空间内,对涉及凝聚集值映象的集值映象族证明了一个新

的极大元存在性定理# 作为应用,在局部 FC-一致空间内, 对涉及凝聚集值映象的广义对策建
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立了某些新的平衡存在性定理# 这些结果改进和推广了文献中的某些已知结果到没有凸性结

构的局部FC-一致空间# 这些结果对广义矢量拟平衡问题组的进一步应用, 将在后继文章

( Ò)中给出# 

1  预 备知 识

对集 X , 我们将用2
X
和3X4分别表示X 的所有子集的族和X 的一切非空有限子集的族# 

令 $n 是R
n+ 1内顶点为 e0, e1, ,, en 的n- 维标准单型# 对 0, 1, ,, n 的非空子集J ,令 $J =

co( ej : j I J )# 下面概念由 Ben-E-l Mechaiekh等人
[ 26]
引入# 

定义 1. 1  称 ( X , #) 是一L- 凸空间, 如果X 是一拓扑空间和# :3X4 y 2X 是一映象, 使

得对每一 N I 3X4具有 | N | = n + 1, 存在一连续映象 UN : $n y #(N ) 满足 A I 3N4具有

| A | = J + 1蕴含 UN ($J) < #( A) , 其中 $J 是 $N 的对应于A 的面# 

下面概念由 Ding[ 20]引入# 

定义 1. 2  称 ( X , UN ) 是一有限连续拓朴空间(简称FC- 空间) ,如果 X 是一拓朴空间,使

得对每一 N = x 0, ,, xn I 3X4, 其中 N 的某些元素可以相同, 存在一连续映象 UN : $n y

X# 称( X , UN ) 的一子集D 是X 的 FC- 子空间,如果对每一个 N = x 0, ,, x n I 3X4和对任

何 x i
0
, ,, xi

k < D H N , UN ( $k) < D# 

显然,每一个L-凸空间必是 FC-空间# 下面例子说明存在 FC-空间不是 L-凸空间# 

例 1. 1  令 X = (1, 2) G (3, + ] ) 具有通常拓朴# 定义一映象 UN : $n y 2
X
如下:对每

一N = x 0, ,, x n I 3X4,

  UN ( A) =
6

n

i = 0
Ai xi ,   如果N < (1, 2) ,

3 6
n

i = 0Ai x i ,   如果 N ¤ (1, 2) , PA= ( A0, ,, An ) I $n# 

容易看出 UN 是连续的且因此( X , UN ) 是一FC- 空间# 对任何 a I (1, 2) 和 b I ( 3, ] ) ,

( a, 2) G (3, ] ) 和( b, ] ) 都是X 的FC- 子空间# 但 X 不是凸的# 如果定义一集值映象 # :

3X4 y 2X 如下:

  #(N ) = UN ( $n) ,   PN = x 0, ,, xn I 3X4,

则对每一 N = x 0, ,, xn I 3X4, 我们有 UN ( $N ) < #(N )# 但是如果N = N1 G N 2,其中

N 1 < (1, 2) 具有 | N 1 | = J + 1, J < n 和N 2 < (3, + ] ) , 则我们有 #(N1) = UN
1
( $J) < (1,

2) 和 UN ($J ) < (3, + ] ) ,即, UN ( $J) ¤ #(N1)# 因此( X , #) 不是一L-凸空间# 所以在没有

凸性结构的FC-空间内研究各种非线性问题是十分合理和有价值的# 

由FC-子空间的定义, 容易看出 ( X , UN ) 的每一 FC- 子空间也是一 FC- 空间, 且如果

B i i I I 是FC-空间( X , UN ) 的FC- 子空间族和 H i I IB i X ª ,则 H i I IB i也是( X , UN ) 的FC-

子空间,其中 I 是任何指标集# 

对 ( X , UN ) 的子集 A ,我们能定义 A 的 FC-包如下:

  FC( A ) = H B < X : A < B 和B 是X 的 FC- 子空间 # 

显然, FC( A ) 是 X 的包含A 的最小 FC-子空间# 

下面概念由 Ding
[ 23]
引入# 

定义 1. 3  称 ( X , U, UN ) 是一局部 FC- 一致空间,如果( X , U) 是一致空间和( X , UN ) 是
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一FC- 空间,使得U有由满足下面条件的环境( entourages) 组成的基B:对每一 V I B, 每当M

A X 是X 的一FC- 子空间时,集 V[ M] = x I X : M H V[ x ] X ª 也是X 的FC-子空间# 

引理 1. 1[ 22]  令 ( X , UN ) 是一 FC- 空间和A 是X 的一非空子集, 则

  FC( A ) = G FC(N ) : N I 3A4 # 

注 1. 1 引理 1. 1推广了 Tarafdar
[ 6]
的引理 1 和Tan 和 Zhang

[ 9]
的引理 2. 1, 从H-空间和 G-凸空间到 FC-空

间# 

引理 1. 2[ 22]  令 X 是一拓朴空间, ( Y, UN ) 是一FC- 空间和G : X y 2Y是使得对每一y I

Y, G
- 1

( y ) = x I X : y I G ( x ) 在 X 内是紧开的# 则由下式定义的映象FC( G ) : X y 2
Y
:

对每一 x I X , FC( G ) ( x ) = FC( G ( x ) ) , 满足对每一 y I Y, (FC( G ) )
- 1

( y ) 在 X 内也是紧

开的# 

注 1. 2 引理 1. 2推广了 Ding[ 10]的引理 3. 1 和 Tan 和 Zhang[ 9]的引理 2. 2, 从H-空间和 G-凸空间到 FC-空

间# 

下面结果是 Ding
[ 23]
的定理 2. 2# 

引理 1. 3  令 I 是任何指标集# 对每一 i I I ,令( X i , Ui , UN
i
) 是一局部 FC- 一致空间和

每一( X i , Ui ) 有由对称环境( entourages) 组构成的基Bi# 令X = F i I IX i , U= F i I IUi和

对任何N I 3X4, UN = F i I IUN i
,其中N i是N在X i上的投影# 则( X , U, UN ) 也是一局部FC-

一致空间# 

下面广义对策的平衡存在定理是 Ding[ 22]的系 3. 3# 

引理 1. 4  令 I 是任何指标集# 对每一 i I I , 令( X i , UN
i
) 是一 FC- 空间, X = F i I IX i

和K 是X 的紧子集# 对每一 i I I ,令 G i : X y 2
X

i 是使得:

( � ) 对每一 x I X , G i ( x ) 是 X i的 FC-子空间;

( � ) 对每一 x I X , Pi ( x ) /I G i ( x ) ;

( � ) 对每一 y i I X i , G
- 1
i ( y i ) 在 X 内是紧开的;

( � ) 对每一 N i I 3X i4, 存在 X i的包含N i的非空紧FC- 子空间LN
i
和对每一x I X \ K ,

存在 i I I 满足LN
i

H G i ( x ) X ª# 

则存在 x̂ I K 使得对每一 i I I , G i ( x̂ ) = ª# 

下面结果是引理 1. 4的直接推论# 

引理 1. 5  令 I 是任何指标集 # 对每一 i I I , 令 ( X i , UN
i
) 是一紧 FC- 空间和 X =

F i I IX i# 对每一 i I I ,令 Gi : X y 2X i 是使得:

( � ) 对每一 x I X , G i ( x ) 是 X i的 FC-子空间;

( � ) 对每一 x I X , Pi ( x ) /I G i ( x ) ;

( � ) 对每一 y i I X i , G
- 1
i ( y i ) 在 X 内是紧开的# 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I , G i ( x̂ ) = ª# 

证明  对每一 i I I ,令 X i = K i且因此K = F i I IK i = F i I IX i = X 是紧的# 引理 114

的条件( � )被平凡满足# 引理 1. 5的结论由引理 1. 4推得# 
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2  凝聚映象的极大元

在本节内, 我们将在局部 FC-一致空间内引入了非紧性测度和凝聚集值映象概念,证明一

个涉及凝聚集值映象的集值映象族的极大元存在性定理# 

定义 2. 1  令 C是具有由0表示最小元的格, ( X , U, UN ) 是局部FC- 一致空间和 5: 2X y

C 是一映象# 称 5 是X 上的一非紧性测度,如果下面条件被满足:

( � ) 对任何 A < X , 5( A) = 0当且仅当 A 是相对紧的;

( � ) 5( FC( A) ) = 5( A ) ,其中FC (A) 表 A 的 FC-包的闭包;

( � ) 5( A G B) = max 5 ( A) , 5 ( B ) # 

从条件( � )推得如果 A A B ,则 5 ( A ) [ 5( B )# 

定义 2. 2  令 5: 2
X y C是( X , U, UN ) 上的非紧性测度# 称映象 G: X y 2

X
是 5-凝聚的,

如果每当 A A X 具有 5 ( G ( A ) ) \ 5 ( A) ,则 A 是相对紧的# 

注 2. 1 显然, 如果 G: X y 2X是 5- 凝聚的和G* : X y 2X 满足G * ( x ) A G (x ) , P x I X , 则 G* 也是 5-

凝聚的# 

引理 2. 1  令A 是一局部FC- 一致空间( X , U, UN ) 的非空子集# 则FC( A ) 是( X , U, UN )

的一闭FC-子空间# 

证明  熟知在一致空间 ( X , U) 内,集 A A X 的闭包由下式给出:

  �A = H V[ A] : V I B ,

其中 B是 U的任何基, 见Kelley[ 28] 179的定理 7# 从局部 FC-一致空间的定义推得对每一 V I

B, V[ FC( A) ] 也是X 的FC- 子空间# 因此A 的 FC- 包的闭包FC( A ) 是 X 的闭FC-子空间# 

按照 Chebbi和Florenzano[ 24]的思路,我们首先证明下面有用的结果# 

引理 2. 2  令 I 是任何指标集# 对每一 i I I ,令( X i , Ui , UN
i
) 是一局部 FC- 一致空间和

G i : X = F i I I
X i y 2X i是一集值映象, 使得由 G( x ) = F i I I

G i ( x ) 定义的映象 G: X y 2X是

5- 凝聚的# 则存在 X 的非空紧 FC- 子空间K = F i I I
K i ,其中每一 K i是X i 的紧 FC- 子空

间,使得 G (K ) A K# 

证明  令 x 0 = ( x 0, i ) i I I 是X 的一给定元# 考虑满足下面条件的一切 C = F i I I
C i的族

F :对每一 i I I , C i是X i包含x 0, i的闭FC- 子空间, G ( C) < C# 因 X I F, F是非空的# 令

C0 = H C I F C# 则 C0是X 的非空闭 FC- 子空间和x 0 I C0# 如果 x I C0,则对一切 C I F,

G ( x ) A C 且因此G ( C0) A C0和 C0 I F# 现在我们证明 C0也是紧的# 假设 C0不是紧的,

因为 G 是 5- 凝聚的, 5( G( C0) ) /\ 5( C0)# 令 C1 = FC( x 0 G G( C0) )# 由引理 2. 1, C1是

X 的闭FC- 子空间# 因 x 0 G G ( C0) < C0 和 C 0是 X 的闭 FC- 子空间, 所以我们有

  C1 = FC( x 0 G G ( C0) ) A C0,

这蕴含 G ( C1) A G ( C0) A C1# 因此, C1 I F 和 C0 A C1# 所以 C0= C1# 由此推得 5 ( C0)

= 5 ( C 1) = 5(FC( x 0 G G ( C0) ) ) = 5( G( C0) )# 这是一矛盾# 因此 C0必是紧的# 

注 2. 2 引理 2. 2推广了 Chebbi和 Florenzano[ 24]的引理 1到没有凸性结构的局部 FC-一致空间# 

应用引理 1. 5和引理 2. 2,我们有下面极大元存在结果# 
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定理 2. 1  令 I 是任何指标集# 对每一 i I I ,令( X i , Ui , UN
i
) 是一局部FC-一致空间# 

令 X = F i I I
X i 是如在引理 1. 3内定义的局部 FC- 一致空间, 5是X 上的非紧性测度# 对每

一 i I I ,令 Gi : X y 2X i 是使得

( � ) 对每一 x I X , G i ( x ) 是 X i的 FC-子空间;

( � ) 对每一 x I X , Pi ( x ) /I G i ( x ) ;

( � ) 对每一 y i I X i , G
- 1
i ( y i ) 在 X 内是紧开的;

( � ) 由 G( x ) = F i I IG i ( x ) , Px I X 定义的映象G : X y 2X 是 5- 凝聚的# 

则存在 x̂ I X ,使得对每一 i I I , G i ( x̂ ) = ª# 

证明  由( � )和引理 2. 2, 存在 X 的一紧FC- 子空间K = F i I I
K i , 其中每一K i是X i的紧

FC- 子空间,使得 G (K ) < K# 从条件( � ) ~ ( � ) 推得对每一 i I I , G i 在K 上的限制G i | K

也满足引理 1. 5的条件( � ) ~ ( � )# 因此引理1. 5的一切条件被满足# 由引理 1. 5,存在 x̂

I K < X 使得对每一 i I I , G i ( x̂ ) = ª# 

注 2. 3 定理2. 1推广了 Chebbi和 Florenzano
[ 24]
的命题 2 及Lin 和Ansari

[ 25]
的定理4. 3 到没有凸性结构的

局部FC-一致空间# 

3  广义对策的平衡

在本节中, 利用上节的定理 2. 1,我们将在局部 FC-一致空间内,对具有模糊约束对应的广

义对策建立某些新的平衡存在定理# 

追随 Kim和Tan的文献[ 27] ,我们引入下面具有模糊约束对应的广义对策的模型# 

令 I 是有限或无限个经纪人的集# 对每一 i I I ,令X i是第i个经纪人的策略集(或商品

空间)# 一广义对策 # = (X i , Ai , Ti , P i ) i I I 被定义为一有序组( X i , A i , T i , P i ) 构成的族,其中

Ai : X = F i I I
X i y 2X i 是第 i个经纪人的约束对应; T i : X y 2Xi 是第 i个经纪人的模糊约束对

应; P i : X @ X y 2
X

i是第i 个经纪人的选择对应# 广义对策 # 的平衡是一点( x̂ , ŷ ) I X @ X ,

使得对每一 i I I , x̂i I A i ( x̂ ) , ŷ i I Ti ( x̂ ) 和 A i ( x̂ ) H P i ( x̂ , ŷ ) = ª# 

如果对每一 i I I 和对一切( x , y ) I X @ X , T i ( x ) = X i和Pi ( x , y ) = P i ( x ) ,则广义对

策 #和 #的平衡点的上述定义与在文献[ 1-11, 15-17]中的广义对策的通常定义重合# 

定理 3. 1  令 # = (X i , A i , T i , P i ) i I I 是一广义对策和X = F i I IX i , 使得对每一 i I I ,

( � ) ( X i , Ui , UN
i
) 是一局部 FC-一致空间;

( � ) 对每一 x I X , A i ( x ) 和 Ti ( x ) 是 X i 的非空 FC- 子空间, 对每一 yi I X i , A
- 1
i ( yi ) ,

T
- 1
i ( y i ) 和 P

- 1
i ( yi ) 是紧开集;

( � ) 对每一 ( x , y ) I X @ X , xi /I FC( P i ( x , y ) ) ;

( � ) 集 Wi = ( x , y ) I X @ X : xi I A i ( x ) 和 yi I T i ( y ) 在 X @ X 内是紧闭的;

( � ) 由 ( A @ T) ( x , y ) = F i I IA i ( x ) @ F i I I T i ( y ) , P( x , y ) I X @ X 定义的映象A

@ T : X @ X y 2X @X 是 5- 凝聚的,其中 5 是X @ X 上的非紧性测度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ X 使得对每一 i I I ,

  x̂ i I Ai ( x̂ ) , ŷ i I T i ( x̂ ) , A i ( x̂ ) H P i ( x̂ , ŷ ) = ª,
即 ( x̂ , ŷ ) 是广义对策 # 的一平衡点# 
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证明  由引理 1. 3, X = F i I I
X i和X @ X 都是局部FC- 一致空间# 对每一 i I I ,定义

一集值映象 G i : X @ X y 2X i
@X

i 如下:

  Gi ( x , y ) =
[ A i ( x ) H FC( P i ( x , y ) ) ] @ T i ( y ) ,   当( x , y ) I Wi ,

A i ( x ) @ Ti ( y ) ,   当( x , y ) /I Wi# 

因为对每一 ( x , y ) I X @ X , FC( P i ( x , y ) )是X i的FC-子空间,从条件( � ) 和引理1. 3推

得,对每一 i I I 和( x , y ) I X @ X , Gi ( x , y ) 是 X i @ X i 的 FC- 子空间# 由( � ) 和( � ) ,我

们有,对每一( x , y ) I X @ X , ( xi , yi ) /I Gi ( x , y )# 对每一 i I I 和( ui , v i ) I X i @ X i , 我们有

  G
- 1
i ( ui , v i ) = [ ( A

- 1
( xi ) @ X ) H (FC( Pi ) )

- 1
( ui ) H ( T

- 1
i ( v i ) @ X ) ] G

    [ ( ( X @ X ) \ Wi ) H ( A
- 1
i ( ui ) @ X ) H ( T

- 1
i ( vi ) @ X ) ]# 

由( � )和引理 1. 2,对每一 i I I 和ui I X i , (FC( Pi ) )
- 1

( ui ) 在 X @ X 内是紧开的# 因此

从条件( � ) 推得,对每一 i I I和( ui , v i ) I X i @ X i , G
- 1
i ( ui , v i ) 在X @ X 内是紧开的# 由 G i

的定义,我们有对每一 i I I 和( x , y ) I X @ X , G i ( x , y ) < A i ( x ) @ T i ( y )# 由此推得对一切

( x , y ) I X @ X , G ( x , y ) = F i I IG i ( x , y ) < F i I IA i ( x ) @ F i I IT i ( y ) = ( A @ T ) ( x , y )# 

条件( � ) 和注 2. 1蕴含 G : X @ X y 2X @X 也是 5- 凝聚的# 定理2. 1的一切条件被满足# 由

定理2. 1,存在( x̂ , ŷ ) I X @ X ,使得对每一 i I I , Gi ( x̂ , ŷ ) = ª# 如果对某 j I I , ( x̂ , ŷ ) /I Wj ,

则或 A i ( x̂ ) = ª 或T i ( x̂ ) = ª, 这与条件( � ) 相矛盾# 所以对一切 i I I , ( x̂ , ŷ ) I Wi# 这

就是说对每一 i I I ,

  x̂ i I Ai ( x̂ ) , ŷ i I T i ( x̂ ) , A i ( x̂ ) H FC( P i ( x̂ , ŷ ) ) = ª# 

注意到 Ai ( x̂ ) H P i ( x̂ , ŷ ) < Ai ( x̂ ) H FC( Pi ( x̂ , ŷ ) ) , 我们得到对每一 i I I ,

  x̂ i I A i ( x̂ ) , ŷ i I T i ( x̂ ) , A i ( x̂ ) H P i ( x̂ , ŷ ) = ª ,
即, ( x̂ , ŷ ) 是广义对策 # 的一平衡点# 

注 3. 1 定理 3. 1推广了 Chebbi和 Florenzano[ 24]的命题 3 及 Lin 和 Ansari[ 25]的定理 5. 2, 从局部凸拓朴矢

量空间到没有凸性结构的局部 FC-一致空间# 

定理 3. 2  令 # = (X i , A i , P i ) i I I 是一广义对策,其中 P i : X y 2
X

i和X = F i I IX i ,使得

对每一 i I I ,

( � ) ( X i , Ui , UN
i
) 是一局部 FC-一致空间;

( � ) 对每一 x I X , A i ( x ) 和 P i ( x ) 都是X i的FC- 子空间, Ai ( x ) X ª和对每一y i I X i ,

A
- 1
i ( y i ) 和 P

- 1
i ( yi ) 都是紧开集;

( � ) 对每一 x I X , xi /I P i ( x ) ;

( � ) 集 Wi = x I X : xi I A i ( x ) 在 X 内是紧闭的;

( � ) 由 A ( x ) = F i I I
A i ( x ) , Px I X 定义的映象A : X y 2X 是 5- 凝聚的, 其中 5 是X

上的非紧性测度# 

则存在 x̂ I X ,使得对每一 i I I ,

  x̂ i I Ai ( x̂ ) , A i ( x̂ ) H P i ( x̂ ) = ª,
即, x̂ 是广义对策 # 的一平衡点# 

证明  在定理 3. 1中, 对每一 i I I 和( x , y ) I X @ X , 令 Ti ( x ) = X i 和P i ( x , y ) =

P i ( x )# 因为对每一 x I X , P i ( x ) 是 X i 的 FC- 子空间, 由( � ) , 我们有对每一 x I X ,
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xi /I P i ( x ) = FC( P i ( x ) ) = FC( P i ( x , y ) )# 容易看出由定理3. 1推得定理 3. 2的结论成立# 

本文结果对广义矢量拟平衡组的进一步应用,我们将在后继文章( Ò)中给出# 
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Maximal Elements and Generalized Games Involving

Condensing Mappings in Locally FC-Uniform

Spaces and Applications( Ñ)

DING Xie-ping

( College of Mathema tics and Softw ar e Science , Sichuan Norm al Univer sity ,

Chen gdu 610066, P . R . China )

Abstract: First, the notions of the measure of noncompactness and condensing se-t valued mappings

were introduced in locally FC- uniform spaces without convexity structure. A new existence theorem

of maximal elements of a family of se-t valued mappings involving condensing mappings was proved in

locally FC-uniform spaces. As applications, some new equilibrium existence theorems of generalized

game involving condensing mappings were established in locally FC-uniform spaces. These results im-

prove and generalize some known results in literature to locally FC-uniform spaces. Some further ap-

plications of the results to the systems of generalized vector quas-i equilibrium problems will be given

in a follow- up paper.

Key words: condensing se-t valued mapping; maximal element; generalized game; equilibrium; locally

FC-uniform spaces
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