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摘要：　 研究了随机参激作用下一个非线性碰撞振动系统的随机响应．基于 Ｋｒｙｌｏｖ⁃Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ 平均

法，借助第一类改进的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，得到了决定平凡解的几乎确定稳定性的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．模
拟结果发现，碰撞振动系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数特性不同于一般的非碰撞系统，其最小值为负．同
时，在确定性情形下，得到了骨架曲线方程和不稳定区域的临界方程．进一步，利用矩方法，讨论了

系统的一阶和二阶非平凡稳态矩，发现了碰撞振动系统中有频率岛现象的存在．最后，借助 Ｆｏｋｋｅｒ⁃
Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程，利用有限差分法，讨论了碰撞振动系统中存在的随机跳现象．在随机强度

较小时，稳态概率密度集中于响应振幅的非平凡分支；但是随着随机强度的增加，平凡稳态解的概

率会变大．
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引　 　 言

碰撞振动系统作为一类典型的非光滑系统，广泛存在于实际生活中，例如：啄木鸟玩具、碰
撞减震器、有接触的微电子机械系统、汽车的刹车系统等［１⁃３］ ．由于碰撞振动系统的物理过程是

不连续的和强非线性的，因此碰撞振动系统中存在复杂和丰富的动力学特性，如擦边分岔［４］、
颤振和粘滞运动［５⁃６］、环面分岔［７］等．

对于随机碰撞振动系统动力学行为的研究，近几年来取得了一系列的成果［８⁃１４］ ．特别地，
文献［８］综述了求解碰撞振动系统的解析方法和已经取得的一些成果．文献［９］发展了一种平

均法，用来研究具有随机扰动的碰撞振动系统的动力学行为．文献［１０］研究了 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在

加性二值噪声作用下的随机分岔现象．文献［１１］考虑了 Ｇａｕｓｓ（高斯）白噪声激励下，具有单边

约束的非线性随机碰撞振动系统的平稳响应．在文献［１２］中，考虑了随机混乱周期激励下 Ｄｕｆ⁃
ｆｉｎｇ 碰撞振子的次谐响应．文献［１４］首次讨论了窄带噪声激励下一个非线性碰撞振动系统的

多值响应特性，发现了碰撞振动系统新颖的动力学特性．
对于光滑系统在参激激励下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数研究，已经有很成熟的理论．文献［１５］研究
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了随机 Ｍａｔｈｉｅｕ 系统的不变测度和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数；文献［１６］讨论了细长悬臂梁在轴向窄

带噪声参激作用下的主共振响应．借助多尺度方法，文献［１７］研究了谐和和有界噪声联合作用

下，粘弹系统的动力学响应．对于碰撞振动系统，因为非光滑因素的存在，研究随机参激作用下

系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数是非常困难的．基于此，本文首先讨论了平凡稳态解的几乎确定稳

定性，给出了最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的解析表达式，随后讨论了非平凡解的稳态矩及其稳定性，最
后对随机跳现象以及分岔问题进行了分析．

１　 系 统 描 述

不失一般性，考虑随机参激激励下的非线性碰撞振动系统，如图 １ 所示．其微分方程如下

所示：
　 　 ＭＸ（τ） ＋ （Ｕ１Ｘ４（τ） － Ｕ２Ｘ２（τ） ＋ α０）Ｘ（τ） ＋
　 　 　 　 Ｋ［１ ＋ ξ０（τ）］Ｘ（τ） ＋ Ｂ０Ｘ３（τ） ＝ ０，　 　 Ｘ ＞ ０， （１ａ）
　 　 Ｘ ＋ ＝ － ｒＸ －，　 　 Ｘ ＝ ０， （１ｂ）

其中， Ｘ是系统位移，点代表对时间 τ求导．Ｍ代表运动物块的质量，参数 Ｕ１，Ｕ２ 和 α０ 是阻尼系

数．Ｋ是线性刚度系数，Ｂ０ 是非线性刚度系数．ξ０（τ） 是一个遍历随机过程．ｒ是碰撞恢复参数，一
般假定为 ０ ＜ ｒ≤１．当 ０ ＜ ｒ ＜ １ 时，从方程（１ｂ）可知，碰撞会导致系统的能量损失；特别地， ｒ
＝ １ 时认为碰撞过程中没有能量损失．Ｘ － 和 Ｘ ＋ 分别是发生碰撞前和碰撞后系统的速度．

图 １　 碰撞振动系统的结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｂｒｏ⁃ｉｍｐａｃｔ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａ ｒｉｇｉｄ ｂａｒｒｉｅｒ

引入无量纲参数：
　 　 ｔ ＝ ωτ， ω２

０ ＝ Ｋ ／ （Ｍω２）， μ１ ＝ Ｕ１ ／ （Ｍω２）， μ２ ＝ Ｕ２ ／ （Ｍω２），
　 　 α ＝ α０ ／ （Ｍω２）， β ＝ Ｂ０ ／ （Ｍω２） ．
可以得到下列无量纲方程：
　 　 ｘ（ ｔ） ＋ （μ１ｘ４（ ｔ） － μ２ｘ２（ ｔ） ＋ α）ｘ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ω２

０［１ ＋ ξ（ ｔ）］ｘ（ ｔ） ＋ βｘ３（ ｔ） ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， （２ａ）
　 　 ｘ ＋ ＝ － ｒｘ －，　 　 ｘ ＝ ０， （２ｂ）

其中 ｘ 是无量纲位移，点代表对时间 ｔ 的导数．参数 μ１， μ２ 和 α 是正的， β 是非线性刚度系数，
ξ（ ｔ） 是一个遍历随机过程，ｘ － 和 ｘ ＋ 是发生碰撞前和碰撞后系统的无量纲速度．

在方程（２ａ）中， ξ（ ｔ） 是一个具有零均值的遍历随机过程［１８］：
　 　 ξ（ ｔ） ＝ ｈｃｏｓ（Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ））， （３）

其中 ｈ是随机参激的确定性振幅，满足 ｈ ＞ ０．Ω是中心频率，Ｗ（ｔ） 是标准Ｗｉｅｎｅｒ（维纳） 过程且

γ ≥０ 是随机激励强度．对于 γ 较小的情形，ξ（ｔ） 是窄带随机过程，本文仅考虑 γ 较小的情形．
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引入 Ｚｈｕｒａｖｌｅｖ 非光滑变量代换，参见文献［１９］：
　 　 ｘ ＝ ｙ ， ｘ ＝ ｙｓｇｎ ｙ， （４）

其中　 　 ｓｇｎ ｙ ＝
１， ｙ ＞ ０，
０， ｙ ＝ ０，
－ １， ｙ ＜ ０ ．

ì
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ïï

ïï

显然地， 在约束面处原变量 ｘ 的速度跃变为 Δｘ ＝ （ － ｒ － １）ｘ －， 变换后新变量 ｙ 的速度跃

变为 Δｙ ＝ （ ｒ － １）ｙ － ．因为 ｙ（ ｔ∗ ± ０） ＝ ｙ（ ｔ∗） ＝ ０ 且 ｙ ±＝ ｙ（ ｔ∗ ± ０）， 通过引入 Ｄｉｒａｃ（狄拉克）
函数 δ（ｙ（ ｔ∗）） ＝ δ（ ｔ － ｔ∗） ／ ｙ ， 并且结合 ｙ（ ｔ）δ（ ｔ － ｔ∗） ＝ ｙ（ ｔ∗）δ（ ｔ － ｔ∗）， 可以得到脉冲阻

尼项：
　 　 （ｙ － － ｙ ＋）δ（ ｔ － ｔ∗） ＝ （１ － ｒ）ｙ ｙ δ（ｙ） ． （５）
根据方程（５）， 可以得到下列转化后没有碰撞的系统：
　 　 ｙ ＋ ω２

０ｙ ＝ － （μ１ ｙ ４ － μ２ ｙ ２ ＋ α）ｙ － β ｙ ３ｓｇｎ ｙ －
　 　 　 　 ω２

０ｈｃｏｓ（Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ）） ｙ ｓｇｎ ｙ － （１ － ｒ）ｙ ｙ δ（ｙ） ． （６）

２　 稳态解及其稳定性分析

假设参数 μ１， μ２，α， β，ｈ 和 １ － ｒ 都与一个小参数成比例，引入调谐参数 η，且定义 η ＝ ω０

－ Ω ／ ２，此外假设 η 也是一个小参数．为了使用 Ｋｒｙｌｏｖ⁃Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ 平均方法，引入下列变换：

　 　
ｙ（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）ｓｉｎ Φ（ ｔ）， ｙ（ ｔ） ＝ ω０ａ（ ｔ）ｃｏｓ Φ（ ｔ），

Φ（ ｔ） ＝ １
２

Ωｔ ＋ φ（ ｔ）， ψ（ ｔ） ＝ γＷ（ ｔ），
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（７）

其中 φ（ ｔ） 是一个慢变相位，因此方程（２）可以转变为如下的一阶方程：
　 　 ａ′ ＝ － μ１ｃｏｓ２Φ ａｓｉｎ Φ ４ａ ＋ μ２ｃｏｓ２Φ ａｓｉｎ Φ ２ａ － α（ｃｏｓ２Φ）ａ －

　 　 　 　 βｃｏｓ Φ ａｓｉｎ Φ ３ｓｇｎ（ｓｉｎ Φ）
Ω

－ （１ － ｒ）ω０ｃｏｓ２Φ ａｃｏｓ Φ δ（ａｓｉｎ Φ）ａ －

　 　 　 　 ω０ｈｃｏｓ（２Φ － ２φ ＋ ψ） ａｓｉｎ Φ ｓｇｎ（ｓｉｎ Φ）， （８）
　 　 φ′ ＝ η ＋ μ１ ａｓｉｎ Φ ４ｓｉｎ Φｃｏｓ Φ － μ２ ａｓｉｎ Φ ２ｓｉｎ Φｃｏｓ Φ ＋ αｓｉｎ Φｃｏｓ Φ ＋

　 　 　 　 β ａｓｉｎ Φ ３ｓｇｎ（ｓｉｎ Φ）ｓｉｎ Φ
Ωａ

＋ （１ － ｒ）ω０ｃｏｓ Φｓｉｎ Φ ａｃｏｓ Φ δ（ａｓｉｎ Φ）ａ －

　 　 　 　
ω０ｈｃｏｓ（２Φ － ２φ ＋ ψ） ａｓｉｎ Φ ｓｇｎ（ｓｉｎ Φ）ｓｉｎ Φ

ａ
， （９）

其中　 　 ａ′ ＝ ｄａ ／ ｄｔ， φ′ ＝ ｄφ ／ ｄｔ ．
在小参数的假设条件下，方程（８）和（９）的右边与小参数成比例， ａ′和 φ′都是小变量，ａ和

φ 是关于时间 ｔ 的慢变随机过程，Φ 是一个快变随机过程，对快变量 Φ 取平均可得

　 　
ａ′ ＝ － α

２
ａ ＋

（ ｒ － １）ω０

π
ａ ＋

μ２

８
ａ３ －

μ１

１６
ａ５ －

ω０ｈ
４

ｓｉｎ（２φ － ψ）ａ，

φ′ ＝ η －
ω０ｈ
４

ｃｏｓ（２φ － ψ） ＋ ３β
８ω０

ａ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

记 Θ（ ｔ） ＝ ２φ（ ｔ） － ψ（ ｔ）， 则方程（１０）可以转变为下列 Ｉｔô 微分方程：
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ｄａ ＝ － α

２
ａ ＋

（ ｒ － １）ω０

π
ａ ＋

μ２

８
ａ３ －

μ１

１６
ａ５ －

ω０ｈ
４

ａｓｉｎ Θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ，

ｄΘ ＝ ２η －
ω０ｈ
２

ｃｏｓ Θ ＋ ３β
４ω０

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ － γｄＷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１１）

２．１　 平凡解及其稳定性

为了讨论平凡解及其稳定性，引入变量 ρ ＝ ｌｎ（Ａ） 和ϕ ＝Θ ＋ π ／ ２，忽略非线性项且根据 Ｉｔô
公式，方程（１１）可转化为下列 Ｉｔô 随机微分方程：

　 　
ｄρ ＝ － α

２
＋

（ ｒ － １）ω０

π
＋
ω０ｈ
４

ｃｏｓ ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ，

ｄϕ ＝ ２η －
ω０ｈ
２

ｓｉｎ ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ － γｄＷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）

根据方程（１２），可以知道 ϕ（ ｔ） 的稳态概率密度 ｐ（ϕ） 满足下列 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
方程：

　 　 ｄ２ｐ
ｄϕ２

－ ｄ
ｄϕ

［（η－ － ｈ
－
ｃｏｓ ϕ）ｐ］ ＝ ０， （１３）

其中 η－ ＝ ４η ／ γ２，ｈ
－ ＝ ω０ｈ ／ γ２ ．并使用周期化和正交化条件［１５］， 可以得到方程（１３）的解为

　 　 ｐ（ϕ） ＝ ｅｘｐ［η－（ϕ ＋ π） ＋ ｈ
－
ｃｏｓ ϕ］

４π２Ｉｉη－（ｈ
－
）Ｉ － ｉη－（ｈ

－
）

∫ϕ＋２π

ϕ
ｅｘｐ（ － η－ ｘ － ｈ

－
ｓｉｎ ｘ）ｄｘ， （１４）

其中 Ｉｎ（ｘ） 是第一类改进的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，且 ｎ 是任意复数或者实数，根据乘法遍历性定理［２０］，
方程（１０）的平凡解的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数可以写为

　 　 λ ＝ ｌｉｍ
ｔ→¥

１
ｔ

ｌｎ ａ（ ｔ）
ａ（０）

＝ ｌｉｍ
ｔ→¥

１
ｔ
（ρ（ ｔ） － ρ（０）） ＝

　 　 　 　 － α
２

＋
（ ｒ － １）ω０

π
＋
ω０ｈ
４

Ｅ［ｃｏｓ ϕ］ ＝

　 　 　 　 － α
２

＋
（ ｒ － １）ω０

π
＋
ω０ｈ
４ ∫２π

０
ｃｏｓ ϕｐ（ϕ）ｄϕ ＝

　 　 　 　 － α
２

＋
（ ｒ － １）ω０

π
－
ω０ｈ
８

Ｉ１－ ｉη－（ － ｈ
－
）

Ｉ － ｉη－（ － ｈ
－
）

＋
Ｉ１＋ ｉη－（ － ｈ

－
）

Ｉｉη－（ － ｈ
－
）{ } ， （１５）

其中 Ｅ［·］ 代表数学期望，Ｉｎ（ｘ） 如前定义．
为了验证理论解的正确性，取系统（２）的参数为 γ ＝ ０．８，α ＝ ０．３．当分别取 ｒ ＝ ０．８和 ｒ ＝ ０ ９

时，图 ２ 是由方程（１５）决定的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的网格曲面和等高线弧线．根据方程（１５）， ｒ 越
大， λｍｉｎ 越大，而图 ２中的模拟结果也验证了这一点（对于 ｒ ＝ ０．８的情形，有 λｍｉｎ ＝ － ０．２１３ ３； 对

于 ｒ ＝ ０．９ 的情形，有 λｍｉｎ ＝ － ０．１８１ ６） ．与没有碰撞的动力学系统相比， 例如在文献［１５⁃１６，
２１］中最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ的最小值是０， 我们可以看到对于碰撞系统， 因为碰撞的存在导致

式（１５） 中存在（ ｒ － １）ω０ ／ π 这一项且恒为负， 因此系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ 的最小值是负

的．这与文献［２２］中的结论是一致的．
为了进一步验证图 ２ 中的结果，图 ３ 给出了系统的时间历程图．因为图 ２（ｂ）中的点 Ａ（η ＝

０．０， ｈ ＝ １．５） 处的平凡解是不稳定的，对应的时间历程图（图 ３（ａ））是混乱的；但是点 Ｂ（η ＝
０ ５， ｈ ＝ １．５） 处，伴随着 η 的增加，平凡解是稳定的，即如图 ３（ｂ）中所示，伴随着时间的增加，
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系统会渐近稳定到平凡解．

（ａ） ｒ ＝ ０．８

（ｂ） ｒ ＝ ０．９
图 ２　 系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的网格曲面和等高线， α ＝ ０．３， γ ＝ ０．８

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｅｓｈ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｎｄ ｉｓｏｈｙｐｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３， γ ＝ ０．８

（ａ） η ＝ ０．０ （ｂ） η ＝ ０．５
图 ３　 不同的调谐系数下系统的时间历程图 （ｈ ＝ １．５）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｕｎｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｈ ＝ １．５

２．２　 稳态矩

这一小节中，我们主要讨论方程（１１）的非平凡稳态解．
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当 γ ＝ ０ 时，记系统的稳态解为 ａ ＝ ａ０ 和Θ ＝ Θ０ ．并利用条件 ａ′ ＝ ０，Θ′ ＝ ０ 和 ａ≠０， 可以

得到

　 　 － α
２

＋
（ ｒ － １）ω０

π
＋
μ２

８
ａ２

０ －
μ１

１６
ａ４

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ η ＋ ３β
８ω０

ａ２
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
ω２

０ｈ２

１６
． （１６）

因此，可以得到骨架曲线方程：

　 　 η ＋ ３β
８ω０

ａ２
０ ＝ ０． （１７）

对方程（１６）两边关于 ａ０ 取微分，并令 ｄΩ ／ ｄａ０ ＝ ０， 进而容易取得不稳定性边界所满足的

方程：
　 　 ４Ｊ０Ｊ１ ＋ Ｊ２Ｊ３ ＝ ０， （１８）

其中

　 　 Ｊ０ ＝
μ２

４
ａ０ －

μ１

４
ａ３

０， Ｊ１ ＝ － α
２

＋
（ ｒ － １）ω０

π
＋
μ２

８
ａ２

０ －
μ１

１６
ａ４

０，

　 　 Ｊ２ ＝ ２η ＋ ３β
４ω０

ａ２
０， Ｊ３ ＝ ３β

２ω０
ａ０ ．

进一步，令 γ ≠ ０， 通过引入扰动项，讨论非平凡解的稳定性：
　 　 ａ ＝ ａ０ ＋ ａ１， Θ ＝ Θ０ ＋ Θ１， （１９）

其中 ａ０ 和 Θ０ 满足方程（１６），ａ１ 和 Θ１ 是扰动项．
把方程（１９）代入方程（１１）并忽略非线性项，可以取得方程（１１）在 ａ０ 和 Θ０ 的线性化方程：

　 　
ｄａ１ ＝ μ２

４
ａ２

０ －
μ１

４
ａ４

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ１ －

ω０ｈａ０ｃｏｓ Θ０

４
Θ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ，

ｄΘ１ ＝ ３β
２ω０

ａ０ａ１ ＋
ω０ｈｓｉｎ Θ０

２
Θ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ － γｄＷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２０）

结合矩方法［２３］和 ｄＥａ１ ／ ｄｔ ＝ ｄＥΘ１ ／ ｄｔ ＝ ｄＥａ２
１ ／ ｄｔ ＝ ｄＥΘ２

１ ／ ｄｔ ＝ ｄＥ（ａ１Θ１） ／ ｄｔ ＝ ０，在方程（２０） 两

边取数学期望，有 Ｅａ１ ＝ ＥΘ１ ＝ ０，且二阶稳态矩 Ｅａ２
１，Ｅ（ａ１Θ１） 和 ＥΘ２

１ 满足

　 　

－ ２α－Ｅａ２
１ － Ｊ２ａ０Ｅ（ａ１Θ１） ＝ ０，

（ － α－ ＋ ２Ｊ１）Ｅ（ａ１Θ１） －
Ｊ２ａ０

２
ＥΘ２

１ ＋ Ｊ３Ｅａ２
１ ＝ ０，

２Ｊ３Ｅ（ａ１Θ１） ＋ ４Ｊ１ＥΘ２
１ ＋ γ２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

其中

　 　 α－ ＝ － μ２ａ２
０ ／ ４ ＋ μ１ａ４

０ ／ ４．
因此，容易得到

　 　 Ｅ（ａ１Θ１） ＝
－ α－ Ｊ２ａ０γ２

－ ８α－ ２Ｊ１ ＋ １６α－ Ｊ２
１ ＋ ２α－ Ｊ２Ｊ３ａ０ － ４Ｊ１Ｊ２Ｊ３ａ０

，

　 　 Ｅａ２
１ ＝

Ｊ２
２ａ２

０γ２

－ １６α－ ２Ｊ１ ＋ ３２α－ Ｊ２
１ ＋ ４α－ Ｊ２Ｊ３ａ０ － ８Ｊ１Ｊ２Ｊ３ａ０

，

　 　 ＥΘ２
１ ＝ － γ２

４Ｊ１

＋
α－ Ｊ２Ｊ３ａ０γ２

（ － １６α－ ２Ｊ１ ＋ ３２α－ Ｊ２
１ ＋ ４α－ Ｊ２Ｊ３ａ０ － ８Ｊ１Ｊ２Ｊ３ａ０）Ｊ１

． （２２）

结合方程（１９）和（２２），可以取得方程（１１）的非平凡解的一阶和二阶稳态矩：
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　 　 Ｅａ ＝ Ｅ（ａ０ ＋ ａ１） ＝ ａ０， （２３）

　 　 Ｅａ２ ＝ ａ２
０ ＋ Ｅａ２

１ ＝ ａ２
０ ＋

Ｊ２
２ａ２

０γ２

－ １６α－ ２Ｊ１ ＋ ３２α－ Ｊ２
１ ＋ ４α－ Ｊ２Ｊ３ａ０ － ８Ｊ１Ｊ２Ｊ３ａ０

． （２４）

图 ４ 和图 ５ 是由理论解（２３）和（２４）决定的一阶和二阶稳态矩，数值解是用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 算法进行计算的，其中系统参数取为 α ＝ ０．１， ｒ ＝ ０．８， μ１ ＝ ０．１， μ２ ＝ ０．２， β ＝ ０．３，ω０ ＝ １ ０
和γ ＝ ０．２．因为 β ＞ ０， 稳态响应显示硬刚度特性．可以发现，频响曲线会有二值响应（其中一支

是稳定的，另外一支是不稳定的．实际上系统的响应是三值的，包括一个稳定非平凡解，一个稳

定平凡解和一个不稳定非平凡解）．此外，可以看出当激励振幅较小时，响应是一个闭环．实际

上，如果我们把平凡解考虑在内，即为频率岛响应（ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓｌａｎｄ），其中经过计算得到 ｈ ＝
０ ４５４ ７（如图 ５ 中所示）是出现频率岛现象和传统的频率响应（如在 ｈ ＝ ０．５ 处）的临界值．

图 ４　 系统非平凡稳态矩的一阶矩 图 ５　 系统非平凡稳态矩的二阶矩 （γ ＝ ０．２）
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎ⁃ｔｒｉｖｉａｌ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎ⁃ｔｒｉｖｉａｌ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ

ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ γ ＝ ０．２

３　 碰撞振动系统中的随机跳现象和分岔

因为随机跳的出现和双峰概率的出现相关，随机跳的出现和消失也叫随机分岔．这一节将

使用有限差分法［２４］讨论分析随机激励诱导的随机跳现象．当 γ ≠ ０ 时，方程（１１）是一个二维

的 Ｉｔô 随机微分方程，因此，对应的 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程为

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂ａ

（ｇ１（ａ，Θ）ｐ） － ∂
∂Θ

（ｇ２（ａ，Θ）ｐ） ＋ γ２

２
∂２

∂Θ２（ｐ）， （２５）

其中 ｐ（ａ，Θ，ｔ） 是转移概率密度，

　 　 ｇ１（ａ，Θ） ＝ － α
２

ａ ＋
（ ｒ － １）ω０

π
ａ ＋

μ２

８
ａ３ －

μ１

１６
ａ５ －

ω０ｈ
４

ａｓｉｎ Θ，

　 　 ｇ２（ａ，Θ） ＝ ２η －
ω０ｈ
２

ｃｏｓ Θ ＋ ３β
４ω０

ａ２ ．

取边界条件为自然边界条件，假设初始条件是具有如下 Ｇａｕｓｓ 型的概率密度［２５］：

　 　 ｐ（ａ（０），Θ（０）） ＝ １
２πｓ１ｓ２

ｅｘｐ －
（ａ（０） － μ１） ２

２ｓ２１
－

（Θ（０） － μ２） ２

２ｓ２２
{ } ， （２６）

其中
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　 　 μ１ ＝ （ａｕｐ ＋ ａｂｅｌｏｗ） ／ ２．０， μ２ ＝ （Θｕｐ ＋ Θｂｅｌｏｗ） ／ ２．０， ｓ１ ＝ ０．１， ｓ２ ＝ ０．２．
系统参数与第 ２ 节的选择一致，取 Ω ＝ ２．０５，ｈ ＝ ０．４．我们取状态空间［０．０，２．０］ × ［ － １０．０，

１０．０］ 作为研究范围．通过计算发现，选取迭代步长为Δｔ ＝ ０．０１，联合概率密度 Ｔ≥１５时即可达

到稳态，因此我们取积分时间为 Ｔ ＝ ２０ 即可．此外，采用足够准确的迎风策略来处理对流项，使
用中心微分策略处理扩散项．图 ６ 是在不同带宽 γ 下，通过对方程（２５）使用有限差分法，得到

的振幅和相位的联合概率密度．

（ａ） γ ＝ ０．２ （ｂ） γ ＝ ０．４

（ｃ） γ ＝ ０．６ （ｄ） γ ＝ ０．８
图 ６　 系统（２）的联合密度曲面

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （２）

可以看出在图 ６（ａ）中，当 γ ＝ ０．２ 时，稳态联合概率密度主要集中于非平凡解，伴随着 γ增

加，当 γ ＝ ０．４ 时在图 ６（ｂ）中，非平凡解有向平凡解跳的趋势．γ ＝ ０．６（图 ６（ｃ））和 γ ＝ ０．８（图 ６
（ｄ））时这种现象更明显．图 ６ 中的跳现象显示，随着噪声强度的增加，非平凡解将发生耗散现

象，同时稳态解的概率密度从非平凡解向平凡解转移．因此，伴随着随机激励的改变，稳态概率

密度会从单峰变双峰，有跳现象发生［２６］ ．

４　 结　 　 论

本文借助 Ｋｒｙｌｏｖ⁃Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ 平均法讨论了窄带噪声作用下非线性碰撞振动系统的随机响

应．首先，根据相应的 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程，利用平凡稳态解的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，
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分析了系统的几乎确定稳定性．进一步，得到了非平凡解的一阶和二阶稳态矩．研究发现，碰撞

振动系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的最小值是负的，这是不同于非碰撞系统的响应特性．此外还

发现，噪声强度越大，碰撞系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的最小值越大．最后，使用有限差分方法，
讨论了碰撞振动系统中存在的随机跳现象．
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