
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１６）０６⁃０５９９⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

特慢扩散的一种分数阶结构导数模型
∗

陈　 文１，２，　 黑鑫东１，２，　 梁英杰１，２

（１． 水文水资源与水利工程科学国家重点实验室（河海大学）， 南京 ２１００９８；
２． 河海大学 力学与材料学院， 南京 ２１１１００）

（我刊编委陈文来稿）

摘要：　 自然界和工程中存在很多比幂率慢扩散（ｓｕｂ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ）过程更慢的扩散，即特慢扩散（ｕｌ⁃
ｔｒａ⁃ｓｌｏｗ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ）．特慢扩散难以用传统的反常扩散建模方法来描述．Ｓｉｎａｉ（西奈）随机模型描述了

一种特殊的对数关系特慢扩散．运用 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ（米塔格⁃累夫勒）函数的反函数，将 Ｓｉｎａｉ 扩散拓

展为一般的特慢扩散．此外，该文的模型引入初始状态参量，解决了 Ｓｉｎａｉ 对数扩散不适用于初始时

刻附近的问题．作为分数阶导数的一般情况，该文也引入了分数阶结构导数的概念，并用来建立特

慢扩散的控制微分方程．
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引　 　 言

扩散过程通常以均方位移和时间的幂率正比关系式来描述［１］，其数学形式如下：
　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ∝ ｔα ． （１）

当参数 α ＜ １ 时，上式表示“慢扩散”过程．当参数 α ＞ １ 时，上式表示“快扩散” （ｓｕｐｅｒ⁃ｄｉｆｆｕ⁃
ｓｉｏｎ）过程．正常扩散是参数 α ＝ １ 时的特殊情况．

近年来，研究人员在反常扩散的建模研究上做了大量的工作．关于反常扩散领域目前的研

究进展可参见专著［２］和文献［３］中的综述．然而，自然界中存在很多比上述慢扩散过程慢得

多的特慢扩散现象，如非晶合金熔体的原子扩散［４］、高密度胶体的老化［５⁃６］、化学溶剂在聚合

介质中的扩散［７］等．Ｓｉｎａｉ 在 １９８２ 年首次提出了对数关系特慢扩散的下列随机模型［８］：
　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ∝ （ｌｎ ｔ） ４ ． （２）
Ｓｉｎａｉ 模型是描述对数关系特慢扩散的一个统计模型，但是它存在以下两个方面的问题：
１） 当 ｔ从０单调地变化到１时，〈ｘ２（ ｔ）〉 相应地从无穷变到０．而实际上 ｔ ＝ ０对应的〈ｘ２（ ｔ）〉

９９５
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也应该是 ０．所以 Ｓｉｎａｉ 模型只适用于刻画长时间尺度的慢扩散，不能用于刻画初始时刻附近的

短时间内的扩散；
２） 适用范围很小，对很多特慢扩散实验数据拟合不太理想．
文献［８］将 Ｓｉｎａｉ 对数扩散一般化，得到一般的对数扩散模型，如下：
　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ～ （ｌｎ ｔ） ２ｙ ． （３）

但是以上两个问题仍然没有得到解决．
针对以上两个问题，本文利用 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的反函数 Ｍα 将 Ｓｉｎａｉ 对数关系扩散一般

化，得到下面的特慢扩散随机模型：
　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ～ ［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ２ｙ， （４）

其中 ０ ＜ α ＜ １，δ ＞ ０，０ ＜ ｙ ≤ ２， 并由此建立特慢扩散的分数阶结构导数模型．
注意到当 α ＝ １，δ ＝ ０，ｙ ＝ ２ 时，式（４）退化为 Ｓｉｎａｉ 模型（２）．

１　 预 备 知 识

１．１　 分数阶微积分

常用的分数阶导数定义有两种，即 Ｃａｐｕｔｏ（开普图）导数和 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（黎曼⁃刘维

尔）导数．
阶数为 ｑ ∈ （０，１）， 下限为 ０ 的 Ｃａｐｕｔｏ 导数算子的定义式如下：

　 　 ＣＤｑ
０，ｔ ｆ（ ｔ）

ｄｑ

ｄｔｑ
ｆ（ ｔ） ＝ Ｊ１－ｑ

０ ｆ′（ ｔ），

其中 Ｊ１－ｑ
０ 为 １ － ｑ 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分算子，其定义式如下：

　 　 Ｊβ
０ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（β） ∫
ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β－１ ｆ（ ｓ）ｄｓ，　 　 β ＞ ０．

阶数为 ｑ ∈ （０，１）， 下限为 ０ 的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数算子的定义式如下：

　 　 ＬＤｑ
０，ｔ ｆ（ ｔ） Ｄｑ

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ ｄ
ｄｔ

Ｊ１－ｑ
０ ｆ（ ｔ） ．

１．２　 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数及其反函数

单参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数（简称 Ｍ⁃Ｌ 函数）的定义为

　 　 Ｅ（α，１，ｚ） Ｅα（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ １）
， （５）

其中 α ＞ ０，ｚ ∈ Ｃ ．

注 １　 当 α ＝ １时，Ｍ⁃Ｌ 函数则退化为指数函数 ｅｚ ．对于Ｍ⁃Ｌ 函数的反函数Ｍα（ｘ），当 α ＝ １时，Ｍα（ｘ） 则

退化为对数函数 ｌｎ ｘ ．

图 １ 是单参数 Ｍ⁃Ｌ 函数及其反函数．由图可见当 ｘ 超过 １ 附近的某个值时，Ｍ⁃Ｌ 函数的反

函数随时间单调增加的速度要比对数函数慢．
下面我们从数学上严格证明，当 α ∈ （０，１），ｔ ∈ ［１， ＋ ∞） 时，Ｍ⁃Ｌ 函数的反函数随时间

单调增加的速度要比对数函数慢．首先需要用到以下一个引理．
引理 １　 设定义域在 ［０， ＋ ∞） 上的实值光滑函数 ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ） 满足 ｆ１（０） ＝ ｆ２（０），且

ｆ （ｎ）
１ （０） ＞ ｆ （ｎ）

２ （０） 对任意的正整数 ｎ成立，则 ｆ１（ｘ） ＞ ｆ２（ｘ）， ｆ ′１（ｘ） ＞ ｆ ′２（ｘ） 对任意的 ｘ∈（０，
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＋ ∞） 成立．

图 １　 Ｍ⁃Ｌ 函数及其反函数与指（对）数函数的对比图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｍ⁃Ｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｖｅｒｓｅ

证明　 对任意的 ｘ ∈ （０， ＋ ∞），将 ｆ１（ｘ） － ｆ２（ｘ） 在 ０ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开得到

　 　 ｆ１（ｘ） － ｆ２（ｘ） ＝ ｆ１（０） － ｆ２（０） ＋ ［ ｆ ′１（０） － ｆ ′２（０）］ｘ ＋

　 　 　 　
ｆ ″１（０） － ｆ ″２（０）

２
ｘ２ ＋ … ＋

ｆ （ｎ）
１ （０） － ｆ （ｎ）

２ （０）
ｎ！

ｘｎ ＋ … ＝

　 　 　 　 ［ ｆ ′１（０） － ｆ ′２（０）］ｘ ＋
ｆ ″１（０） － ｆ ″２（０）

２
ｘ２ ＋ … ＋

ｆ （ｎ）
１ （０） － ｆ （ｎ）

２ （０）
ｎ！

ｘｎ ＋ … ．

于是由条件 ｆ （ｎ）
１ （０） ＞ ｆ （ｎ）

２ （０） 对任意的正整数 ｎ 成立，得
　 　 ｆ１（ｘ） － ｆ２（ｘ） ＞ ０，　 　 ∀ｘ ∈ （０， ＋ ∞） ．

同理，对任意的 ｘ ∈ （０， ＋ ∞），将 ｆ ′１（ｘ） － ｆ ′２（ｘ） 在 ０ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开得到

　 　 ｆ ′１（ｘ） － ｆ ′２（ｘ） ＝ ［ ｆ ′１（０） － ｆ ′２（０）］ ＋ ［ ｆ ″１（０） － ｆ ″２（０）］ｘ ＋

　 　 　 　
ｆ（３）１ （０） － ｆ（３）２ （０）

２
ｘ２ ＋ … ＋

ｆ（ｎ＋１）１ （０） － ｆ（ｎ＋１）２ （０）
ｎ！

ｘｎ ＋ … ．

由条件 ｆ （ｎ）
１ （０） ＞ ｆ （ｎ）

２ （０） 对任意的正整数 ｎ 成立，得
　 　 ｆ ′１（ｘ） ＞ ｆ ′２（ｘ），　 　 ∀ｘ ∈ （０， ＋ ∞） ．

证毕．
推论 １　 当 α ∈ （０，１），ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 时，Ｅα（ｘ） ＞ ｅｘ，且 Ｅα（ｘ） ＞ ｅｘ ．
证明　 当 α ∈ （０，１） 时，由 Ｍ⁃Ｌ 函数的表达式（５）容易得到

　 　 Ｅα（０） ＝ ｅ０ ＝ １， Ｅ（１）
α （０） ＝ １

Γ（α ＋ １）
＞ １ ＝ ｅ０ ．

对于任意的正整数 ｎ， 有

　 　 Ｅ（ｎ）
α （０） ＝ ｎ！

Γ（ｎα ＋ １）
＞ １ ＝ ｅ０ ．

于是由引理 １ 得到 Ｅα（ｘ） ＞ ｅｘ，且 Ｅα（ｘ） ＞ ｅｘ 对任意的 ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 成立，证毕．
定理 １　 当 α ∈ （０，１），ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 时，Ｍ⁃Ｌ 函数的反函数 Ｍα（ｘ） 满足

１） Ｍα（ｘ） ＜ ｌｎ ｘ；
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２） Ｍα（ｘ） ＜ １
ｘ

＝ （ｌｎ ｘ） ′ ．

证明　
１） 当 α ∈ （０，１），ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 时，令 ｙ１ ＝ Ｍα（ｘ），ｙ２ ＝ ｌｎ ｘ，则 ｘ ＝ Ｅα（ｙ１） ＝ ｅｙ２，由于 ｘ ＝

Ｅα（ｙ１） ＞ １ ＝ Ｅα（０），则由 Ｅα（ｘ） 的单调性得到 ｙ１ ＞ ０，则由推论 １，Ｅα（ｙ１） ＞ ｅｙ１，则有 ｅｙ２ ＝

Ｅα（ｙ１） ＞ ｅｙ１，由指数函数的单调性得到 ｙ２ ＞ ｙ１， 结论得证．
２） 当 α ∈（０，１），ｘ∈（１， ＋ ∞） 时， 令 ｙ ＝ ｌｎ ｘ， 则由函数的反函数导数的性质以及推论

１ 得到

　 　 Ｍα（ｘ） ＝ １
Ｅα（ｙ）

＜ １
ｅｙ

＝ １
ｘ

＝ （ｌｎ ｘ） ′ ．

结论得证．
１．３　 连续时间随机游走

均方位移和时间函数正比形式的反常扩散定律可以用连续时间随机游走（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ⁃ｔｉｍｅ
ｒａｎｄｏｍ ｗａｌｋｓ，简称 ＣＴＲＷｓ）理论中的概率密度函数，通过以下关系来导出：

　 　 〈ｘ２〉 ＝ ∫＋∞

－∞
ｘ２Ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ， （６）

其中 Ｐ（ｘ，ｔ） 为 ＣＴＲＷｓ 的时间⁃空间概率密度函数．
对于具有非耦合时间⁃空间概率密度 Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｐ（ｘ）ψ（ ｔ） 的连续时间随机游走，其概率密

度函数在 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ（傅里叶⁃拉普拉斯）空间中的形式为［９］

　 　 Ｗ（ｋ，ｕ） ＝ １ － φ（ ｓ）
ｓ

１
１ － λ（ｋ）φ（ ｓ）

， （７）

其中 λ（ｋ） 为 ｐ（ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

　 　 λ（ｋ） ＝ ∫∞
－∞

ｅｉｋｘｐ（ｘ）ｄｘ， （８）

φ（ ｓ） 为 ψ（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换

　 　 φ（ ｓ） ＝ ∫∞
０
ｅ －ｓｔψ（ ｔ）ｄｔ ． （９）

２　 特慢扩散的分数阶结构导数模型

在以下两个物理假设下：
１） 扩散区域内每个粒子的运动独立于其它粒子的运动；
２） 当考虑的时间区域足够长时，扩散区域内同个粒子在不同时间区域内的运动互为独立

的过程．
Ｅｉｎｓｔｅｉｎ（爱因斯坦）导出了正常扩散方程［１０］：

　 　 ∂
∂ｔ

Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ Ｋ１
∂２

∂ｘ２ Ｐ（ｘ，ｔ） ． （１０）

假设粒子在 ０ 时刻处在无界区域中的原点位置，则上述扩散方程解有如下概率密度函数：

　 　 Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ １
４πＫ１ ｔ

ｅｘｐ － ｘ２

４Ｋ１ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１１）

从上式可得到均方位移（概率密度函数的二阶矩）：
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　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ＝ ∫＋∞

－∞
ｘ２Ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ２Ｋ１ ｔ ． （１２）

式（１２）为正常扩散的随机模型．
扩散方程（１０）也可以通过从连续随机时间游走理论导出［１１］ ．在随机游走理论中，Ｅｉｎｓｔｅｉｎ

假设进一步量化，等待时间概率分布 ｗ（ ｔ） 和跳跃步长概率分布函数 λ（ｘ） 分别符合 Ｐｏｉｓｓｏｎ
（泊松）分布和正态分布：

　 　
ｗ（ ｔ） ＝ τ －１ｅｘｐ（ － ｔ ／ τ），
λ（ｘ） ＝ （４πσ ２） －１ ／ ２ｅｘｐ（ － ｘ２ ／ （４σ ２）） ．{ （１３）

相应的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换分别为

　 　
ｗ（ｕ） ～ １ － ｕτ ＋ Ｏ（τ ２），
λ（ｋ） ～ １ － σ ２ｋ２ ＋ Ｏ（ｋ４） ．{ （１４）

文献［８］指出对任意的等待时间概率密度 ｗ（ ｔ） 和跳跃步长概率密度函数 λ（ｘ）， 只要其 Ｌａ⁃
ｐｌａｃｅ 变换和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换分别满足式（１４）， 就可以推导出 ｗ（ ｔ） 和 λ（ｘ） 所对应的扩散方程为

式（１０）．
Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 假设认为每个粒子的时间和空间都是独立的．而我们一般认为反常扩散是有记

忆、路径依赖的非局域过程．如文献［９］就指出如果等待时间概率分布 ｗ（ ｔ） 和跳跃步长概率分

布函数 λ（ｘ） 分别符合幂律分布和正态分布：

　 　
ｗ（ ｔ） ～ Ａα（τ ／ ｔ） １＋α，

λ（ｘ） ＝ （４πσ ２） －１ ／ ２ｅｘｐ（ － ｘ２ ／ （４σ ２）），{ （１５）

则它们的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换分别满足

　 　
ｗ（ｕ） ～ １ － （ｕτ） α ＋ Ｏ（τ ２），
λ（ｋ） ～ １ － σ ２ｋ２ ＋ Ｏ（ｋ４） ．{ （１６）

由此推导出对应的反常扩散方程如下：

　 　 ∂
∂ｔ

Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ＫαＤ１－α
ｔ

∂２

∂ｘ２ Ｐ（ｘ，ｔ） ． （１７）

在方程（１７）两边同时作用二阶矩算子 ∫∞
－∞

ｄｘ ｘ２， 即可得到如形式（１）的反常扩散定律．

方程（１７）中的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数算子 Ｄ１－α
ｔ （·） 中的幂率积分核Ｍ（ ｔ） ∝ ｔα－１ 表

明由方程（１７）定义的是非 Ｍａｒｋｏｖ（马尔可夫）的、带有记忆的反常扩散行为．
受反常扩散方程（１７）、文献［１２］以及文献［１３］的启发，我们推测 Ｍ⁃Ｌ 逆函数形式的特慢

扩散定律对应的扩散方程如下：

　 　 ∂
∂ｔ

Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ Ｈα·０Ｋ１－α
ｔ

∂２

∂ｘ２ Ｐ（ｘ，ｔ）， （１８）

其中 Ｈα 为待定系数，０Ｋ１－α
ｔ （·） 为分数阶结构导数算子，其定义为

　 　 ０Ｋ１－α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ Ｑα

∂
∂ｔ ∫

ｔ

０
ｋα－１（δ ＋ ｔ － τ）ｕ（τ）ｄτ， （１９）

其中 Ｑα 为待定系数．注意到，当奇异核为幂率形式 ｋα（ ｔ） ＝ ｔα，且 δ ＝ ０，Ｑα ＝ １ ／ Γ（α） 时，上式便

退化为传统的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数算子的定义．
下面来推导特慢扩散对应的扩散方程中 ０Ｋ１－α

ｔ 核导数中奇异核 ｋα 的具体形式．

在方程（１８）两边同时作用二阶矩算子 ∫∞
－∞

ｄｘ ｘ２ 得到
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　 　 ｄ
ｄｔ

〈ｘ２（ ｔ）〉 ＝０Ｋ１－α
ｔ ２Ｈα ． （２０）

在式（４）中添加比例系数 Ｔα 将其转化为等式，且取 ｙ ＝ ２， 得到

　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ＝ Ｔα［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ４ ． （２１）
在上式中两边同时对 ｔ 求导，得到

　 　 ｄ
ｄｔ

〈ｘ２（ ｔ）〉 ＝ ４Ｔα［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ３Ｍα（δ ＋ ｔ） ． （２２）

取 Ｈα ＝ （１ ／ ２）（Ｔα ／ Ｑα）， 将式（２０）、（２２）联立，得到

　 　 １
Ｑα

０Ｋ１－α
ｔ （１） ＝ ４［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ３Ｍα（δ ＋ ｔ） ． （２３）

在上式中两边同时求 ０ 到 ｔ 区间上的积分，得到

　 　 ∫ｔ
０
ｋα－１（δ ＋ ｔ － τ）ｄτ ＝ ［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ４ － ［Ｍα（δ）］ ４ ． （２４）

在上式中两边同时进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换并整理得到

　 　 Ｌ［ｋα－１（δ ＋ ｔ）］ ＝ ｓＬ { ［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ４ } － ［Ｍα（δ）］ ４ ．
在上式中两边同时进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得到奇异核的形式为

　 　 ｋα－１（δ ＋ ｔ） ＝ ４［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ３Ｍα（δ ＋ ｔ） ． （２５）

３　 特慢扩散定律的概率

本节通过引入下面两个概率假设来导出本文提出的特慢扩散定律（４）．
假设 １　 扩散区域内偏移场覆盖长度的概率分布为如下幂率关系：
　 　 Ｐ（ｋ） ＝ ｋ －β， （２６）

其中 β ＞ １．
假设 ２　 扩散区域内粒子受到的偏移场对时间的变化率由去奇异的 Ｍ⁃Ｌ 函数的反函数的

导数来控制，即
　 　 Ｅ ＝ Ｍα（δ ＋ ｔ）， （２７）

其中 α 为表征扩散粒子活性的参数（待拟合），δ 为控制初始时刻的偏移场变化率的参数（可从

实验数据中获得）．

注 ２　 在以上假设中，如果限定 β ＞ ２，α ＝ １，δ ＝ ０，则 Ｅ ＝ １ ／ ｔ，由此得到 ｔ ～ ｅＥ， 由此可以推导出 Ｓｉｎａｉ
扩散定律（见文献［８］）．

在式（２７）两边同时积分得到

　 　 Ｅ ～ Ｍα（δ ＋ ｔ） ． （２８）
两边同时作用 Ｍ⁃Ｌ 算子 Ｅα， 于是我们将逃逸时间与区域向内偏移场的关系一般化为如下修

正的 Ｍ⁃Ｌ 函数型关系：
　 　 ｔｅｘｉｔ ～ Ｅα［Ｅ］ － δ， （２９）

其中 Ｅα 为 Ｍ⁃Ｌ 函数， Ｅ 为区域内的总偏移场．区域是由 Ｓ 串位移点组成，其中每串位移点中的

偏移场相同．
利用 Ｌéｖｙ ｆｌｉｇｈｔ 的性质，可以得到［８］

　 　 Ｅ ～
ｌ（β －１） ／ β， １ ＜ β ＜ ２，
ｌ１ ／ ２， β ≥ ２ ．{ （３０）
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将上式代入到式（２９）整理后即可得到

　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ～ ［Ｍα（δ ＋ ｔ）］ ２ｙ， （３１）
其中

　 　 ｙ ＝
β ／ （β － １）， １ ＜ β ＜ ２，
２， β ≥ ２ ．{ ．

４　 特慢扩散行为

首先我们从图像上来观察本文基于 Ｍ⁃Ｌ 逆函数提出的特慢扩散和 Ｓｉｎａｉ 对数扩散之间的

区别．
首先分别在式（３１）中取 α ＝ ０．５，０．８，δ ＝ １，且偏移场分布因子 β ＝ ２ 时，特慢扩散和 Ｓｉｎａｉ

对数扩散短时间的扩散过程对比如图 ２．

图 ２　 特慢扩散与和 Ｓｉｎａｉ 对数扩散在短时间内的行为

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｈｏｒｔ⁃ｔｅｒｍ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｌｔｒａ⁃ｓｌｏｗ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｉｎａｉ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ

图 ２ 中纵坐标 Ｒ 为均方根位移，ｉｎｖｅｒｓｅ Ｍ⁃Ｌ（０．５） ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表示 Ｍ⁃Ｌ 逆函数参数 α ＝ ０．５
的特慢扩散， ｉｎｖｅｒｓｅ Ｍ⁃Ｌ（０．８） ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表示 α ＝ ０．８ 时的特慢扩散， ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｓｉｎａｉ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表

示 α ＝ １ 时特慢扩散退化为加入初值参数 δ ＝ １ 后的 Ｓｉｎａｉ 对数扩散．从图中可以明显地看出，
特慢扩散要比 Ｓｉｎａｉ 对数扩散的扩散速度慢得多，所以能够用来刻画比 Ｓｉｎａｉ 对数扩散更慢的

扩散．
基于 Ｍ⁃Ｌ 逆函数的特慢扩散与 Ｓｉｎａｉ 对数扩散长时间的扩散行为对比，分别取 α ＝ ０．９，

０􀆰 ９５，δ ＝ １，且偏移场分布因子 β ＝ ２ 时，则基于 Ｍ⁃Ｌ 逆函数的特慢扩散和 Ｓｉｎａｉ 对数扩散长时

间行为如图 ３．
图 ３ 中标注纵坐标 Ｒ 为均方根位移，ｉｎｖｅｒｓｅ Ｍ⁃Ｌ（０．９） ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表示 α ＝ ０．９ 时的特慢扩

散，ｉｎｖｅｒｓｅ Ｍ⁃Ｌ（０．９５） ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表示 α ＝ ０．９５ 时的特慢扩散，ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｓｉｎａｉ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ 表示 α ＝ １
时特慢扩散退化为加入初值参数 δ ＝ １ 的 Ｓｉｎａｉ 对数扩散．从图 ３ 显示，当 α 不断接近于 １ 时，基
于 Ｍ⁃Ｌ 逆函数的特慢扩散逐渐收敛于 Ｓｉｎａｉ 对数扩散．
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图 ３　 特慢扩散与 Ｓｉｎａｉ 对数扩散的长时间行为

Ｆｉｇ． ３　 Ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｌｔｒａ⁃ｓｌｏｗ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｉｎａｉ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ

５　 结论与展望

本文利用 Ｍ⁃Ｌ 函数的反函数，将 Ｓｉｎａｉ 扩散拓展为更一般的特慢扩散，引入了初始状态参

量，解决了 Ｓｉｎａｉ 扩散在初始时刻附近的奇异性问题．另一方面，我们的特慢扩散模型的适用范

围比 Ｓｉｎａｉ 扩散更加广泛．
本文还通过引入分数阶结构导数的概念，建立了特慢扩散的分数阶结构导数模型，导出了

特慢扩散控制方程的奇异核表达式．
本文所建立的特慢扩散分数阶结构导数模型还有 ３ 个方面的工作需要深入研究：
１） 从随机游走理论的角度，通过非耦合时间⁃空间概率密度函数导出奇异核形式为式

（２５）的分数阶结构导数扩散方程；
２） 与幂率核的分数阶对流扩散方程的数值解法［１４］ 对应的、奇异核的形式为式（２５）的分

数阶结构导数扩散方程的数值求解算法；
３） 局部结构函数导数建模方法与非局部结构函数导数建模方法的区别和联系．
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