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摘要：　 为了建立能考虑固体材料、多孔固体与流体可逆和不可逆变形的饱和多孔介质超粘弹性

理论，以多孔固相为参考构型，以有效应力、材料真实应力和流相真实孔压作为状态变量，结合混

合物均匀化响应原理获得各项均符合热力学功共轭特征的饱和多孔介质能量平衡方程，根据非平

衡热力学熵分解理论求得熵流和熵产．结果表明，超弹塑性理论是该理论的一个特例；多孔固体的

总变形可分为固相间隙和材料变形两部分，间隙应变与 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力构成功共轭对，材料应变

与材料真实应力构成功共轭对．饱和多孔介质的自由能可分为固相和流相两部分．当固相间隙和材

料变形解耦时，固相所含的自由能又可分为间隙和材料两部分．证明了 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力不是饱

和多孔介质的基本应力状态变量．
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符　 号　 说　 明

１ 二阶单位张量 ｂα 第 α 组分的外体力密度

α ＝ { Ｓ，Ｆ} 组分指征变量 ＤＳ 多孔固体的总应变张量变化率

ＤＮ 与多孔固体间隙有关的应变张

量变化率

Ｄ 耗散率函数

Ｄ∗， ｆ 功共轭的耗散率势函数 ＥＳ 多孔固体的 Ｇｒｅｅｎ 应变

ＥＮ 与多孔固体间隙有关的 Ｇｒｅｅｎ
应变

εα 第 α 组分的能量供给量

Ｅα 第 α 组分的内能密度 η 混合物的熵密度

ＥＳＮ 与多孔固体间隙变化有关的内

能密度

ＥＳＩ 与固相材料（基质）变形有关的

内能密度

η α 第 α 组分的熵密度 η ｒ 混合物的熵流

η ｉ 混合物的熵产 ϑＳ 固相材料（基质）体积应变

ϑＦ 流相自身体积应变 Ｋｂ 多孔固相的体积模量

ＫＳ 固相材料的体积模量 ｎ 孔隙率

ｎα 第 α 组分的体积分数 ＰＴ 总应力张量的球应力
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ＰＳ 材料真实应力张量的球应力 ＰＦ 流相的孔隙压力

ｐα 第 α 组分的动量供给量 ｑα 第 α 组分上的热流向量

θ 饱和多孔介质混合物的温度 ｒα 第 α 组分上的外热供给量

ρ 饱和多孔介质混合物的总密度 ＴＳ Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 有效应力

ρα 混合物特征单元体内第 α 组分

的真实密度

ρα 混合物特征单元体内第 α 组分

的平均密度

σ 总应力张量 σ 有效应力张量

ＷＦ 流相相对固相的扩散速度 Ｘα 第 α 组分上的初始位置坐标

ｘα 第 α 组分上的现时位置坐标 ｕα 第 α 组分相对混合物质心

Ｅｐ
Ｎ， ϑｐ

Ｓ， ϑｐ
Ｆ 内应变变量 的扩散速度

Ｔｐ
Ｓ， Ｐｐ

Ｓ， Ｐｐ
Ｆ 内应力变量

引　 　 言

多孔介质包括土、岩石、混凝土和动物骨头等材料，当固体中的孔隙被一种流体充满时称

为饱和多孔介质．当多孔介质材料变形与骨架变形相比可以忽略不计，如土体，其本构关系可

以采用 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力原理来建立，目前已经发展得较为完善．当固体材料变形与多孔固体

变形相比不可忽略时（如岩体和混凝土等），Ｂｉｏｔ 提出 Ｂｉｏｔ 参数对 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力进行修正，
并借鉴超弹性力学理论建立了饱和多孔介质的一般弹性理论［１］ ．Ｇｅｅｒｔｓｍａ 建立了饱和多孔介

质弹性本构模型参数与单相介质模型参数之间的关系［２］，给出了 Ｂｉｏｔ 参数计算公式，该公式

与后来 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 获得的 Ｂｉｏｔ 参数公式相同． Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 研究了岩体和混凝土等多孔介质材料

（基质）和骨架（基体）的压缩模量，提出了著名的 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］ ．李传亮等［４］ 根据

物理直觉和多孔介质内部受力机理提出采用本征有效应力和结构有效应力双有效应力概念来

建立饱和多孔介质的本构特性．与此同时，一些理性力学专家从力学公理和热力学定律出发，
研究了多孔介质的一般本构理论框架．Ｆｉｌｌｕｎｇｅｒ［５］和 Ｈｅｉｎｒｉｃｈ 等［６］从 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）描述出发，首
先建立了饱和多孔介质混合物理论［５］ ．Ｂｏｗｅｎ 建立了结构严谨逻辑统一的混合物理论［７］ ．陈正

汉根据混合物理论，融理性力学、不可逆热力学和土力学精华于一身［８］，从 ５ 个基本定律和 ８
个本构原理出发建立岩土的公理化体系．上述这些混合物理论未考虑各组分体积分数之和必

须为 １ 的约束条件，致使模型参数选择时难以满足这一要求．Ｍｏｒｌａｎｄ 首先把各组分的体积分

数引入混合物理论，发现建立由 ｎ 种组分组成的混合物完备本构模型（包含相和组分）仅依靠

力学公理和热力学定律将缺少 ｎ－１ 个本构方程［９］ ．ｄｅ Ｂｏｅｒ［１０］ 和 Ｃｏｕｓｓｙ 等［１１］ 采用各自的办法

试图增补这 ｎ－１ 个本构方程，但目前这一问题没有得到合理解决．黄义和张引科［１２］ 通过 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 优化方法在热力学熵不等式中引入体积分数约束，在假定固液两相不可压缩的条件下，
建立了非饱和多孔介质基于热力学过程的完备本构方程，但理论中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 因子的物理含

义有待于进一步研究．
ｄｅ Ｂｏｅｒ［１０］回顾了多孔介质力学理论研究历史，认为在历史中存在两种明显不同的多孔介

质理论体系．一种是 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 和 Ｂｉｏｔ 等开创的“纯宏观”多孔介质理论；另一种为 Ｆｉｌｌｕｎｇｅｒ 等开

创的混合物理论．Ｃｏｕｓｓｙ 等（１９９８）也持有类似的观点［１１］ ．“纯宏观”多孔介质理论充分考虑了

多孔介质力学试验实施的简便性和可操作性．它一般用物质坐标系描述各组分变形，以孔隙中

流体的真实压力和有效应力为应力状态变量，以多孔固体为参考构架，以室内和现场试验成果

为基础建立多场耦合理论体系．该理论实用性强，易于被工程人员理解，被广泛应用于水利、岩
土等工程．混合物理论从连续统力学出发，用 Ｅｕｌｅｒ 坐标系描述各组分变形，以平均压力为状态
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变量，以混合物质心为参考构架，基于力学公理和热力学基本定理建立多场耦合理论体系．该
理论概念统一、逻辑一致、适用范围广，受到理性力学界专家的青睐．然而，纯混合物理论也存
在缺陷： １） 以混合物质心作为参考构型，这一要求在实验室中难以实现；２） 选用的应力状态
变量与土力学和水力学中的有很大不同；３） 早期的混合物理论中没有考虑各组分体积分数之
和为 １ 这一约束条件，难以阐述在饱和土力学中广泛接受的 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力公式．这些缺陷
造成混合物理论在工程界中不易推广，限制了其在工程中的应用．

为了发挥“纯宏观”多孔介质理论和混合物理论各自的优点，避免各自不足，最近几十年
来，在岩土工程领域逐渐形成了能同时兼顾理论严密和工程实用需要的混合物理论，业内称为
工程混合物理论．与传统混合物理论相比，工程混合物理论以有效应力和真实孔压为状态应力
变量，以多孔固体为参考构型，这便于工程师设计试验方案和测定模型参数．同时，该理论采用
Ｅｕｌｅｒ 坐标系描述组分变形，从力学公理和热力学定律出发建立多孔介质场方程和本构方程，
具有结构严谨和理论严密的优点．Ｈｏｕｌｓｂｙ 首先从这一理念出发，获得饱和（两相）土和非饱和
（三相）土的机械功公式［１３⁃１４］ ．Ｌｉ 根据非饱和土的机械功公式和热力学第二定律，在忽略多孔
介质固相材料变形的条件下，建立了能够考虑固、液和气三相不可逆变形的非饱和土统一本构
关系［１５］ ．Ｂｏｒｊａ 在考虑固相材料弹性变形的条件下，获得了采用类似 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式表
达的非饱和（三相）多孔介质能量平衡公式［１６］（本文所述的非饱和多孔介质均指固液气三相
组成的多孔介质，下同）．Ｚｈａｏ（赵成刚）等从经典混合物理论出发获得非饱和多孔介质的机械
功公式［１７］，在不考虑固相材料变形条件下强调气相压力同样会影响多孔固相的变形．与研究
非饱和多孔介质本构理论的蓬勃发展相比，从工程混合物理论视角研究饱和多孔介质的一般
本构理论的文献比较少见．以 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力原理为基础获得的饱和多孔介质本构理论未
考虑固相材料变形的影响，而 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］ 虽然能够考虑多孔固体的材料变形，
但只适用于固相材料和多孔固体均发生线弹性变形时才成立．当固相材料和多孔固体发生不
可逆和非线性变形时，目前的饱和多孔介质理论还未深入研究．因此，仍有必要对饱和多孔介
质的一般本构关系进行理论分析［１８⁃１９］ ．

本文采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标系描述各相组分变形，建立饱和多孔介质的质量和动量平衡方程．以
多孔固相为参考构型，结合混合物均匀化响应原理获得饱和多孔介质的能量平衡方程，该能量
平衡方程中的各项均符合功共轭特征，能够结合局部平衡假定获得饱和多孔介质的自由能势
函数本构关系．由于在能量平衡方程中与自由能相关的功共轭项有 ３ 个，根据自由能势函数可
以确定 ３ 个本构方程，和所有组分体积分数之和为 １ 这一条件一起，构成两个组分混合物理论
由于考虑组分体积分数所需要确定的 ４ 个本构方程［９］ ．在此基础上，根据不可逆热力学中的熵
分解理论获得饱和多孔介质的熵流和熵产；再根据熵产的功共轭特性引入耗散率势函数，建立
饱和多孔介质的耗散率流势函数本构关系．与以往的饱和多孔介质一般本构理论相比，本文本
构理论能够考虑多孔介质和各组分材料的可逆和不可逆变形，包含了多孔介质和各组分材料
的粘弹性和弹塑性特性．研究表明，当多孔介质固体的材料变形不可忽略时，Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力
与间隙变形构成功共轭对，材料真实应力与固体材料变形构成功共轭对，故多孔固体总变形不
但与 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力有关，而且与材料真实应力也有关．Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式由于已包含
了固相材料和多孔固相的本构力学参数，因此不能作为饱和多孔介质能量方程的基本应力状
态变量．饱和多孔介质的能量方程表明，需要采用 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 应力和材料真实应力这一双应力状
态变量才能完全描述饱和多孔介质的变形和强度等力学特性．

１　 饱和多孔介质混合物的组分体积分数

饱和多孔介质是由固流两相组成的混合物．固相由 Ｓ 表示，流相由 Ｆ 表示．假定固流两相
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之间不存在化学反应等质量交换作用．令 α ＝ { Ｓ，Ｆ } 为组分指征变量，ｎα 为第α组分的体积分

数，其定义为特征单元体中第 α 组分所占有的体积与混合物总体积之比． ρα 为第 α 组分的密

度， ρα 为第 α 组分的真实密度， ρα ＝ ｎαρα，饱和多孔介质混合物的总密度为 ρ ＝∑ α
ρα ．根据

体积分数的定义，有
　 　 ｎＳ ＋ ｎＦ ＝ １． （１）

２　 质 量 守 恒

假定饱和多孔介质中的固流两相共同连续地占有混合物所在的空间位置．设第 α 组分的

初始位移为 Ｘα，当前 ｔ 时刻的空间坐标为 ｘ， 则每一组分的运动方程可表示为

　 　 ｘ ＝ ｘα（Ｘα，ｔ）　 ｏｒ　 Ｘα ＝ Ｘα（ｘ，ｔ） ． （２）
设 ｘα 为第 α 组分的速率，则饱和多孔介质混合物的平均速率可定义为

　 　 ｘ ＝ １
ρ
（ρ Ｓ ｘＳ ＋ ρ Ｆ ｘＦ） ． （３）

依据经典混合物理论定义的扩散速率为

　 　 ｕα ＝ ｘα － ｘ ． （４）
对于定义在 ｘ 和 ｔ 上的标量或矢量场 Γα（或 Γα），基于 α 组分的物质导数的定义为［７］

　 　 Γα ＝
∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘα 　 ｏｒ　 Γα ＝ ∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘα ． （５）

基于混合物平均速率的 Γα（或 Γα） 的物质导数定义为

　 　 Γα ＝
∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘ 　 ｏｒ　 Γα ＝ ∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘ ． （６）

基于多孔固相组分速率的 Γα（或 Γα） 的物质导数定义为

　 　 Γ′α ＝
∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘＳ 　 ｏｒ　 （Γα） ′ ＝ ∂Γα

∂ｔ
＋ ｇｒａｄ Γα·ｘＳ ． （７）

由于假定固流两相不存在质量交换，故固流两相的质量守恒方程为［７］

　 　 ρ Ｓ ＋ ρ Ｓ ｄｉｖ ｘＳ ＝ ０， （８ａ）
　 　 ρ Ｆ ＋ ρ Ｆ ｄｉｖ ｘＦ ＝ ０． （８ｂ）

利用式（３）、（８ａ）和（８ｂ）可得

　 　 ρ ＋ ρ ｄｉｖ ｘ ＝ ０． （９）
若 Γα 是定义在 α 组分的标量或矢量场，则基于 Γα 的平均场 Γ 的定义为

　 　 Γ ＝ １
ρ ∑α

ραΓα ． （１０）

根据式（３）、（５）、（６）、（９）和（１０）可得［７］

　 　 ρΓ ＝ ∑
α

［ρα Γα － ｄｉｖ（ραΓαｕα）］ ． （１１）

由于工程混合物理论把多孔固相作为本构关系的参考构型，流相相对固相的扩散速率为

ＷＦ ＝ ｘＦ － ｘＳ ．把 ＷＦ、式（５）、（６）、（７） 和 ρα ＝ ｎα ρα 代入到式（８ａ）、（８ｂ）得

　 　
ｎＳ

ρ Ｓ ρ
Ｓ ＋ （ｎＳ） ′ ＋ ｎＳ ｄｉｖ ｘＳ ＝ ０， （１２ａ）

　 　
ｎＦ

ρ Ｆ（ρ
Ｆ） ′ ＋ （ｎＦ） ′ ＋ ｎＦ ｄｉｖ ｘＳ ＋ ｎＦ ｄｉｖ ＷＦ ＋ １

ρ Ｆ ＷＦ·ｇｒａｄ（ｎＦρ Ｆ） ＝
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ｎＦ

ρ Ｆ ρ Ｆ ＋ （ｎＦ） ′ ＋ ｎＦ ｄｉｖ ｘＳ ＋ ｎＦ ｄｉｖ ＷＦ ＋ ＷＦ·ｇｒａｄ ｎＦ ＝ ０． （１２ｂ）

３　 动量和动量矩平衡

令 σ 为饱和多孔介质混合物的总 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）应力张量， σα（α ＝ { Ｓ，Ｆ } ） 为第 α 组分

的 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量，根据混合物理论有
　 　 σ ＝ σＳ ＋ σＦ ． （１３）

设 ｐα 为动量供给量，ｂα 为外体力密度，则固流两相的动量守恒方程为

　 　 ρ Ｓ ｘＳ ＝ ｄｉｖ σＳ ＋ ρ ＳｂＳ ＋ ｐＳ， （１４ａ）
　 　 ρ Ｆ ｘＦ ＝ ｄｉｖ σＦ ＋ ρ ＦｂＦ ＋ ｐＦ ． （１４ｂ）
利用式（１４ａ）、（１４ｂ）和当 Γα ＝ ｘα 时的式（１１）得
　 　 ρｘ ＝ ∑

α
ρα ｘα － ∑

α
ｄｉｖ（ραｕα 􀱋 ｕα） ＝

　 　 　 　 ∑
α

［ｄｉｖ（σα － ραｕα 􀱋 ｕα） ＋ ραｂα］ ＋ ∑
α
ｐα ． （１５）

由于混合物的总动量与动量供应量 ｐα 无关，由式（１５）得
　 　 ∑

α
ｐα ＝ ｐＳ ＋ ｐＦ ＝ ０． （１６）

假定第 α 组分的动量矩供应量向量为 ０，根据第 α 组分动量矩平衡可得 σα 是对称矩阵．

４　 能量平衡方程

令 ｑα， ｒα 和 εα 分别为第 α 组分的热流向量、外热供给量和能量供给量，Ｅα 为第 α 组分的

内能密度，则固流两相的能量方程可表示为［７］

　 　 ρ Ｓ ＥＳ ＝ σＳ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ － ｄｉｖ ｑＳ ＋ ρ ＳｒＳ ＋ ε Ｓ， （１７ａ）
　 　 ρ Ｆ ＥＦ ＝ σＦ ∶ ｇｒａｄ ｘＦ － ｄｉｖ ｑＦ ＋ ρ ＦｒＦ ＋ ε Ｆ ． （１７ｂ）

根据附录 Ａ，式（１７ａ）、（１７ｂ）中的 εα（α ＝ { Ｓ，Ｆ } ） 满足［７］

　 　 ∑
α

（εα ＋ ｕα·ｐα） ＝ ０． （１８）

流相 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量 σＦ 和真实孔压 ＰＦ 之间满足 σＦ ＝ － ｎＦＰＦ１．利用 σＦ，ＷＦ 和式（１３）可得

　 　 ∑
α
σα ∶ ｇｒａｄ ｘα ＝ σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ － ｎＦＰＦ ｄｉｖ ＷＦ ． （１９）

把式（１２ｂ）代入到式（１９）得
　 　 ∑

α
σα ∶ ｇｒａｄ ｘα ＝ σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ （ｎＦ） ′ＰＦ ＋ ｎＦＰＦ ｄｉｖ ｘＳ ＋

　 　 　 　 ＰＦ

ｎＦ

ρ Ｆ ρ Ｆ ＋ ＰＦＷＦ·ｇｒａｄ ｎＦ ． （２０）

把式（１）、（１２ａ）代入到式（２０），并根据 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 应力的定义 σ ＝ σ ＋ ＰＦ１ 得

　 　 ∑
α
σα ∶ ｇｒａｄ ｘα ＝ σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ ＰＦ

ｎＳ

ρ Ｓ ρ
Ｓ ＋ ＰＦ

ｎＦ

ρ Ｆ ρ Ｆ ＋ ＰＦＷＦ·ｇｒａｄ ｎＦ ． （２１）

把式（１７ａ）和（１７ｂ）相加并利用式（１６）、（１８）和（２１）得

　 　 ∑
α
ρα Ｅα ＝ σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ ＰＦ

ｎＳ

ρ Ｓ ρ
Ｓ ＋ ｎＦＰＦ

ρ Ｆ

ρ Ｆ
＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） ． （２２）
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如图 １ 所示，饱和多孔介质承受外荷载时，若饱和单元体中每一点处的真实应变增量（或
速率）相等，此时两相混合单元体等效于单相均匀单元体，故饱和单元体中每一点处的真实应

力增量（或加荷速率）也应相等，反之亦然．这一特性不但适用于两相组成的饱和多孔介质，也
适用于由 ｎ 相组成的多孔介质，由于在多孔介质混合物理论中需要经常使用这一性质，本文把

它称为约束混合物整体变形协调所需满足的均匀化响应原理．把上述均匀化响应原理应用于

饱和多孔介质的固相组分，Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 获得了当固体材料和多孔固体均发生线性变形时饱和多

孔介质的 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］；把上述均匀化响应原理应用于非饱和（三相）多孔介质
的固相组分，陈正汉获得了当固体材料和多孔固体均发生线性变形时的非饱和多孔介质陈正
汉有效应力公式［８］； Ｇｅｅｒｔｓｍａ 把上述均匀化响应原理应用于线弹性饱和多孔介质的固流两相
组分，建立了能够考虑固相材料变形的饱和多孔介质弹性本构关系［２］，该本构关系广泛地应
用于饱和多孔介质弹性动力响应分析，得到全世界的认同［２０⁃２３］ ．本文认为，这一原理揭示了多
相混合体可以等同于单相均匀体的应力应变条件，是实际混合物各组分复杂相互作用的一种

理想化近似．符合均匀化响应原理的混合物应当具有某种较简单的受力变形特性，因此令 ϑＳ ＝
ρ Ｓ ／ ρ Ｓ，其物理含义为固相材料的体应变，ＰＴ ＝ － σ ∶ １ ／ ３ 和 σｍ ＝ σ ∶ １ ／ ３； 并利用混合物均匀化

响应原理来建立式（２２）的功共轭形式．
在分析之前，需注意到 σ，σ 和 ｘ 以拉为正而 ＰＴ 和ϑＳ 以压为正．由于流体只能产生孔压和

体应变，因此，混合物的“均匀化响应原理”所指的应力是球应力，应变是体应变．根据“均匀化

响应原理”，当固相、流相和外荷载的加荷速率相等时，多孔介质中任意一点的真实应变速率

也相等．由 σ ＝σ ＋ ＰＦ１可知，当ＰＴ ＝ ＰＦ 时，即流相和外荷载加荷速率相等时，σｍ ＝ ０．同时，由于

ＰＴ ＝ ＰＦ，单元体内每一点的受荷速率是均匀的，作用在固体材料（基质） 上的应力也是ＰＴ ．由于

固体材料的体变形不可忽略，故将发生速率为ϑＳ 的变形．根据“均匀化响应原理”，此时固相多

孔介质中任意一点的真实体应变速率也相等，表现在图 １ 上，要求多孔介质材料部分的体应变速

率等于孔隙部分的应变速率，故整个单元体也发生了速率为 ϑＳ 的变形；反映在式（２２） 中，当σｍ

＝ ０ 时 ｇｒａｄ ｘＳ ∶ １ ＝ － ϑＳ ≠ ０．这说明当固相材料（基质） 变形不可忽略时，若把 ｇｒａｄ ｘＳ ∶ １ 取

为 σｍ 的功共轭对，根据功互等定理则ϑＳ 必然与 ｇｒａｄ ｘＳ ∶ １存在耦合作用，相应地，以它们为状

态变量的混合物自由能就比较复杂．由此可以推论，当把有效球应力为 σｍ 的 σ作为 ｇｒａｄ ｘＳ 的

功共轭对时，相应的混合物自由能则更复杂，较不利于饱和多孔介质本构关系的建立．鉴于此，
本文希望在选择热力学“功共轭对”时，对于一些特殊情况（如满足混合物均匀化响应原理

等），能够满足当应力 σ ＝ ０时其对偶的应变速率恒为０这一关系式（这意味着与σ对偶的应变
只取决于σ而与其它状态变量解耦，因为只有在此情况下σ ＝ ０时其对偶的应变速率恒为 ０这
一关系式才成立） ．为了实现上述条件，需要把 ｇｒａｄ ｘＳ ＋ （１ ／ ３） ϑＳ１作为σ功共轭的对偶项，为
此令

　 　 ＰＳ ＝
ＰＴ － ｎＦＰＦ

ｎＳ
． （２３）

根据图 １ 中的表达式和式（２３）可知， ＰＳ 是作用到固体材料（基质） 上的真实压强，本文把
它称为固体材料真实球应力，ｎＳＰＳ 称为固体材料的平均球应力．

根据 ＰＴ，σｍ，ＰＳ，ϑＳ 和式（１）可得

　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ ＰＦ

ｎＳ

ρ Ｓ ρ
Ｓ ＝

　 　 　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ １
３

ϑＳ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ － σ ∶ １

３
ϑＳ１ ＋ ｎＳＰＦ ϑＳ ＝
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　 　 　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ １
３

ϑＳ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （ｎＳＰＦ － σｍ） ϑＳ ＝

　 　 　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ １
３

ϑＳ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｎＳ

ＰＴ － ｎＦＰＦ

ｎＳ
ϑＳ ＝

　 　 　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ １
３

ϑＳ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｎＳＰＳ ϑＳ ． （２４）

图 １　 饱和多孔介质的特征单元体示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｖｏｌｕｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ

令 ϑＦ ＝ ρ Ｆ ／ ρ Ｆ， 把式（２４）代入到式（２２）得

　 　 ∑
α
ρα Ｅα ＝ σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ １

３
ϑＳ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｎＳＰＳ ϑＳ ＋ ｎＦＰＦ ϑＦ ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） ． （２５）

令

　 　 ＦＳ ＝ ∂ｘ
∂ＸＳ

， ＪＳ ＝ ｄｅｔ ∂ｘ
∂ＸＳ

é

ë
êê

ù

û
úú ， ＥＳ ＝ １

２
（ＦＴ

Ｓ·ＦＳ － Ｉ），

　 　 ＴＳ ＝ Ｆ －１
Ｓ ·σ·Ｆ －Ｔ

Ｓ ， ＥＮ ＝ ＥＳ ＋ ＦＴ
Ｓ·ＦＳ ϑＳ ／ ３，

由式（２５）可得

　 　 ∑
α
ρα Ｅα ＝ （ＴＳ ∶ ＥＮ ＋ ｎＳＰＳ ϑＳ） ＋ ｎＦＰＦ ϑＦ ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） ． （２６）

令

　 　 ＤＳ ＝ １
２
［ｇｒａｄ ｘＳ ＋ （ｇｒａｄ ｘＳ） Ｔ］， ＤＮ ＝ ＤＳ ＋ １

３
ϑＳ１，

则有

　 　 ＤＳ － １
３

ｔｒ ＤＳ１ ＝ ＤＮ － １
３

ｔｒ ＤＮ１， （２７ａ）

　 　 ｔｒ ＤＮ ＝ ｔｒ ＤＳ ＋ ϑＳ ＝ ｄｉｖ（ｘＳ） ＋ ϑＳ ＝ － ρ Ｓ

ρ Ｓ
－
ｎＳ

ｎＳ

＋ ϑＳ ＝ －
ｎＳ

ｎＳ
． （２７ｂ）

在式（２７ｂ）的推导过程中引用了式（１２ａ）和 ϑＳ ＝ ρ Ｓ ／ ρ Ｓ，该式表明ＤＮ 的球应变速率与孔隙改变

直接相关，故本文把它称为间隙变形速率．把式（２７ａ）、（２７ｂ）代入式（２５）得
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　 　 ∑
α
ρα Ｅα ＝ σ ∶ ＤＮ ＋ ｎＳＰＳ ϑＳ ＋ ｎＦＰＦ ϑＦ ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） ＝

　 　 　 　 ρ Ｓ
σ
ρ Ｓ

∶ ＤＮ ＋
ＰＳ

ρ Ｓ ϑＳ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ρ Ｆ

ＰＦ

ρ Ｆ ϑＦ ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） ． （２８）

式（２７ａ）、（２７ｂ）和式（２８）表明多孔固体总变形速率 ＤＳ 可分为两部分：固相材料的球应变

速率和间隙变形速率．后者是多孔固体总变形速率和固相材料球应变速率之差，它的球应变部

分与孔隙率变化率与总孔隙率之比直接相关．通过与非平衡态热力学［７］比对可知，间隙变形速

率与 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 应力形成热力学功共轭对；因为固相材料对应的是固相真实密度，故固相的材料

体应变速率与材料真实球应力形成热力学功共轭对．因此，当考虑固相的材料受力变形时，饱
和多孔介质的变形特性不但与 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力有关，而且与固体的材料真实球应力也有关．
故饱和多孔介质的变形和强度特性一般需要 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力和固体材料真实球应力双应力

才能得到合理的反映．

５　 熵流和熵产

在非平衡态热力学中［２４］，熵不等式通常在能量平衡方程和自由能势函数方程基础上根据

熵分解理论获得［２４］，本文也采用这一方法来获得饱和多孔介质的熵流和熵产，热力学第二定

理要求熵产大于或等于 ０．令饱和多孔介质的固液两相具有相同的温度 θ，η α 为第 α 组分的熵

密度．注意到式（２６）中与流相有关的共轭量是其压强和体应变，而在绝大多数饱和多孔介质

中，孔隙中流体材料的本构关系与其单独存在时的本构关系一致［１⁃４，８，１７，２０⁃２３］ ．利用这一简化假

定，把式（２６）中固相和流相的自由能 （ＥＳ 和 ＥＦ） 表示为 ＥＳ（η Ｓ，ＥＮ，ϑＳ，Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ） 和 ＥＦ（η Ｆ，ϑＦ，
ϑｐ

Ｆ），式中的 Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ 和 ϑｐ
Ｆ 分别为多孔固相、固相材料和流相的内应变量，它们一般可结合材料

的力学元件组合结构来解释，由此可得

　 　 ∑
α
ρα Ｅα ＝ ρ Ｓ

∂ＥＳ

∂η Ｓ
η Ｓ ＋

∂ＥＳ

∂ＥＮ
ＥＮ ＋

∂ＥＳ

∂ϑＳ
ϑＳ ＋

∂ＥＳ

∂Ｅｐ
Ｎ

Ｅｐ
Ｎ ＋

∂ＥＳ

∂ϑｐ
Ｓ

ϑｐ
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ρ Ｆ

∂ＥＦ

∂η Ｆ
η Ｆ ＋

∂ＥＦ

∂ϑＦ
ϑＦ ＋

∂ＥＦ

∂ϑｐ
Ｆ

ϑｐ
Ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２９）

根据热力学局部平衡原理，有

　 　 θ ＝
∂ＥＳ

∂η Ｓ

＝
∂ＥＦ

∂η Ｆ
， ＴＳ ＝ ρ Ｓ

∂ＥＳ

∂ＥＮ
， ＰＳ ＝ ρ Ｓ ∂ＥＳ

∂ϑＳ
， ＰＦ ＝ ρ Ｆ ∂ＥＦ

∂ϑＦ
， （３０ａ）

令

　 　 Ｔｐ
Ｓ ＝ － ρ Ｓ

∂ＥＳ

∂Ｅｐ
Ｎ

， Ｐｐ
Ｓ ＝ － ρ Ｓ

∂ＥＳ

∂ϑｐ
Ｓ

， Ｐｐ
Ｆ ＝ － ρ Ｆ

∂ＥＦ

∂ϑｐ
Ｆ

， （３０ｂ）

Ｔｐ
Ｓ，Ｐｐ

Ｓ 和 Ｐｐ
Ｆ 是内应力．把式（２６）代入到式（２９）并利用式（３０ａ）、（３０ｂ）得

　 　 θ∑
α
ρα η α ＝ Ｔｐ

Ｓ Ｅｐ
Ｎ ＋ ∑

α
Ｐｐ

α ϑｐ
α ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋ ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ）， （３１）

利用 Γα ＝ η α 时的式（１１）由式（３１）得
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　 　 θρη ＝ Ｔｐ
Ｓ Ｅｐ

Ｎ ＋ ∑
α
Ｐｐ

α ϑｐ
α ＋ ∑

α
（ － ｄｉｖ ｑα ＋ ρα ｒα） ＋

　 　 　 　 ＷＦ·（ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ） － θ∑
α

ｄｉｖ（ραη αｕα） ． （３２）

令

　 　 ϑｐ
θ ＝ θｇｒａｄ（１ ／ θ）， ｑ ＝ ∑

α
ｑα， Ｆｐ

Ｆ ＝ ＰＦｇｒａｄ ｎＦ － ｐＦ， （３３）

利用式（３３）由式（３２）得

　 　 ρη ＝ １
θ
（Ｔｐ

Ｓ Ｅｐ
Ｎ ＋ ∑

α
Ｐｐ

α ϑｐ
α ＋ ＷＦ·Ｆｐ

Ｆ） ＋

　 　 　 　 １
θ

ｑ·ϑｐ
θ － ｄｉｖ ｑ

θ
＋ ∑

α
ραη αｕα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

α

ρα ｒα
θ

． （３４）

利用式（６）和式（９）可得［２４］

　 　 ∂（ρη）
∂ｔ

＝ ρ ∂η
∂ｔ

＋ η ∂ρ
∂ｔ

＝ ρη － ρｘ·ｇｒａｄ η － η ｄｉｖ（ρｘ） ＝ ρη － ｄｉｖ（ρηｘ） ． （３５）

借鉴文献［２４］中有关非平衡态热力学的推导， 把式（３４）代入式（３５）得

　 　 ∂（ρη）
∂ｔ

＝ － ｄｉｖ ρηｘ ＋ ∑
α

ｑα ＋ θη αραｕα

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

α

ρα ｒα
θüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

熵流

＋

　 　 　 　 １
θ
（Ｔｐ

Ｓ Ｅｐ
Ｎ ＋ ∑

α
Ｐｐ

α ϑｐ
α） ＋ １

θ
ＷＦ·Ｆｐ

Ｆ ＋ １
θ

ｑ·ϑｐ
θ

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

熵产

． （３６）

根据式（３６）和非平衡态热力学的熵分解理论［２４］，熵流项为

　 　 η ｒ ＝ － ｄｉｖ ρηｘ ＋ ∑
α

ｑα ＋ θη αραｕα

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

α

ρα ｒα
θ

， （３７）

熵产项为

　 　 η ｉ ＝ １
θ
（Ｔｐ

Ｓ Ｅｐ
Ｎ ＋ ∑

α
Ｐｐ

α ϑｐ
α） ＋ １

θ
ＷＦ·Ｆｐ

Ｆ ＋ １
θ

ｑ·ϑｐ
θ ≥ ０， （３８）

在式（３８）的右边，第一项是非弹性变形的熵产，第二项是机械扩散引起的熵产，第三项是热流

引起的熵产．根据式（３８）和热力学第二定律可得耗散率函数为

　 　 Ｄ ＝ θη ｉ ＝ （Ｔｐ
Ｓ Ｅｐ

Ｎ ＋ ∑
α
Ｐｐ

α ϑｐ
α） ＋ ＷＦ·Ｆｐ

Ｆ ＋ ｑ·ϑｐ
θ ≥ ０． （３９）

６　 饱和多孔介质的超粘弹性本构关系理论框架

Ｚｉｅｇｌｅｒ［２５］与 Ｃｏｌｌｉｎｓ 和 Ｈｏｕｌｓｂｙ［２６］认为材料的本构关系可以完全取决于两个热力学势函

数：自由能势函数和耗散率势函数．与式（３０ａ）、（３０ｂ）有关的自由能势函数可用泛函表示为

　 　 ｍｉｎ
ξ∈ξｅＳ

ＥＳ － １
ρ Ｓ

（θη Ｓ ＋ ＴＳＥＮ ＋ ｎＳＰＳϑＳ ＋ Ｔｐ
ＳＥｐ

Ｎ ＋ Ｐｐ
Ｓϑｐ

Ｓ）
é

ë
êê

ù

û
úú ， （４０ａ）

式中

　 　 ξ ｅ
Ｓ ＝ （η Ｓ，ＥＮ，ϑＳ，Ｅｐ

Ｎ，ϑｐ
Ｓ）； （４０ｂ）

和

　 　 ｍｉｎ
ξ∈ξｅＦ

ＥＦ － １
ρ Ｆ

（θη Ｆ ＋ ｎＦＰＦϑＦ ＋ Ｐｐ
Ｆϑｐ

Ｆ）
é

ë
êê

ù

û
úú ， （４１ａ）

式中
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　 　 ξ ｅ
Ｆ ＝ （η Ｆ，ϑＦ，ϑｐ

Ｆ） ． （４１ｂ）
根据式（３９），假定存在耗散率流势函数 Ｄ∗ ＝ Ｄ∗（Ｅｐ

Ｎ，ϑｐ
Ｓ，ϑｐ

Ｆ，ＷＦ，ｑ）， 它满足

　 　 Ｔｐ
Ｓ ＝ ∂Ｄ∗

∂Ｅｐ
Ｎ

， Ｐｐ
Ｓ ＝ ∂Ｄ∗

∂ϑｐ
Ｓ

， Ｐｐ
Ｆ ＝ ∂Ｄ∗

∂ϑｐ
Ｆ

， Ｆｐ
Ｆ ＝ ∂Ｄ∗

∂ＷＦ
， ϑｐ

θ ＝ ∂Ｄ∗

∂ｑ
． （４２）

式（４２）可采用泛函表示为

　 　 ｍａｘ
ξ∈ξｐ

（Ｄ∗ － Ｔｐ
Ｓ Ｅｐ

Ｎ － Ｐｐ
Ｓ ϑｐ

Ｓ － Ｐｐ
Ｆ ϑｐ

Ｆ － Ｆｐ
Ｆ·ＷＦ － ϑｐ

θ·ｑ）， （４３ａ）

式中

　 　 ξ ｐ ＝ （Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ，ϑｐ
Ｆ，ＷＦ，ｑ） ． （４３ｂ）

由于 （Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ，ϑｐ
Ｆ，ＷＦ，ｑ） 均是与速率有关的物理量，故根据式（４２）（或式（４３ａ））确定的本构

关系是粘性本构关系，与式（４０ａ） ～ （４１ａ）一起构成粘弹性本构方程．若 Ｄ∗ ＝ Ｄ∗（Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ，ϑｐ
Ｆ，

ＷＦ，ｑ） 是关于（Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ，ϑｐ
Ｆ，ＷＦ，ｑ） 的 ｎ 阶齐次 Ｅｕｌｅｒ 函数，则有

　 　 ｎＤ∗ ＝ ∂Ｄ∗

∂Ｅｐ
Ｎ

Ｅｐ
Ｎ ＋ ∂Ｄ∗

∂ϑｐ
Ｓ

ϑｐ
Ｓ ＋ ∂Ｄ∗

∂ϑｐ
Ｆ

ϑｐ
Ｆ ＋ ∂Ｄ∗

∂ＷＦ
ＷＦ ＋ ∂Ｄ∗

∂ｑ
ｑ ＝

　 　 　 　 （Ｔｐ
Ｓ Ｅｐ

Ｎ ＋ Ｐｐ
Ｓ ϑｐ

Ｓ ＋ Ｐｐ
Ｆ ϑｐ

Ｆ） ＋ ＷＦ·Ｆｐ
Ｆ ＋ ｑ·ϑｐ

θ ＝ Ｄ ≥ ０． （４４）

若 Ｄ∗ 可分为Ｍ个独立耗散机制，即 Ｄ∗ ＝∑
Ｍ

ｋ ＝ １
Ｄ∗

ｋ ，Ｄ∗
ｋ ≥０ 为第 ｋ个耗散率流势函数，Ｅｐ

Ｎｋ，ϑｐ
Ｓｋ，

ϑｐ
Ｆｋ，ＷＦｋ 和 ｑｋ 是与第 ｋ 个耗散机制有关的广义热力学流．如果 Ｄ∗

ｋ ＝ Ｄ∗
ｋ （Ｅｐ

Ｎｋ，ϑｐ
Ｓｋ，ϑｐ

Ｆｋ，ＷＦｋ，ｑｋ）
是关于（Ｅｐ

Ｎｋ，ϑｐ
Ｓｋ，ϑｐ

Ｆｋ，ＷＦｋ，ｑｋ） 的一次 Ｅｕｌｅｒ 齐次方程，则有

　 　 Ｄ∗
ｋ ＝

∂Ｄ∗
ｋ

∂Ｅｐ
Ｎｋ

∶ Ｅｐ
Ｎｋ ＋

∂Ｄ∗
ｋ

∂ϑｐ
Ｓｋ

ϑｐ
Ｓｋ ＋

∂Ｄ∗
ｋ

∂ϑｐ
Ｆｋ

ϑｐ
Ｆｋ ＋

∂Ｄ∗
ｋ

∂ＷＦｋ
·ＷＦｋ ＋

∂Ｄ∗
ｋ

∂ｑｋ
·ｑｋ ＝

　 　 　 　 Ｔｐ
Ｓｋ ∶ Ｅｐ

Ｎｋ ＋ Ｐｐ
Ｓｋ ϑｐ

Ｓｋ ＋ Ｐｐ
Ｆｋ ϑｐ

Ｆｋ ＋ Ｆｐ
Ｆｋ·ＷＦｋ ＋ ϑｐ

θｋ·ｑｋ ≥ ０， （４５）
式中 Ｔｐ

Ｓｋ，Ｐｐ
Ｓｋ，Ｐｐ

Ｆｋ，Ｆｐ
Ｆｋ 和ϑｐ

θｋ 是与 Ｅｐ
Ｎｋ，ϑｐ

Ｓｋ，ϑｐ
Ｆｋ，ＷＦｋ 和 ｑｋ 关于 Ｄ∗

ｋ 耗散率共轭的广义热力学力，
故第 ｋ 个耗散率力势函数根据 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换为

　 　 ｆｋ（Ｔｐ
Ｓｋ，Ｐｐ

Ｓｋ，Ｐｐ
Ｆｋ，Ｆｐ

Ｆｋ，ϑｐ
θｋ） ＝

　 　 　 　 Ｄ∗
ｋ －

∂Ｄ∗
ｋ

∂ Ｅｐ
Ｎｋ

∶ Ｅｐ
Ｎｋ －

∂Ｄ∗
ｋ

∂ ϑｐ
Ｓｋ

ϑｐ
Ｓｋ －

∂Ｄ∗
ｋ

∂ ϑｐ
Ｆｋ

ϑｐ
Ｆｋ －

∂Ｄ∗
ｋ

∂ＷＦｋ
ＷＦｋ －

∂Ｄ∗
ｋ

∂ｑｋ
ｑｋ ＝

　 　 　 　 Ｄ∗
ｋ － Ｔｐ

Ｓｋ ∶ Ｅｐ
Ｎｋ － Ｐｐ

Ｓｋ ϑｐ
Ｓｋ － Ｐｐ

Ｆｋ ϑｐ
Ｆｋ － Ｆｐ

Ｆｋ·ＷＦｋ － ϑｐ
θｋ·ｑｋ ＝ ０． （４６）

式（４６）联合式（４３ａ）、（４３ｂ）可得第 ｋ 个耗散率流势函数的泛函表达式为

　 　 ｍａｘ
ξ∈ξｐ

（ ｆｋ － Ｅｐ
Ｎｋ ∶ Ｔｐ

Ｓｋ － Ｐｐ
Ｓｋ ϑｐ

Ｓｋ － Ｐｐ
Ｆｋ ϑｐ

Ｆｋ － ＷＦｋ·Ｆｐ
Ｆｋ － ｑｋ·ϑｐ

θｋ）， （４７ａ）

　 　 ｓ．ｔ．　 ｆｋ（Ｔｐ
Ｓｋ，Ｐｐ

Ｓｋ，Ｐｐ
Ｆｋ，Ｆｐ

Ｆｋ，ϑｐ
θｋ） ＝ ０． （４７ｂ）

式（４７ａ）、（４７ｂ）类似于 Ｈｉｌｌ 最大塑性功原理［２７］ ．根据式（４７ａ）、（４７ｂ）可得

　 　 Ｅｐ
Ｎｋ ＝ λ ｐ

ｋ

∂ｆｋ
∂Ｔｐ

Ｓｋ

； ϑｐ
Ｓｋ ＝ λ ｐ

ｋ

∂ｆｋ
∂Ｐｐ

Ｓｋ

； ϑｐ
Ｆｋ ＝ λ ｐ

ｋ

∂ｆｋ
∂Ｐｐ

Ｆｋ

； ＷＦｋ ＝ λ ｐ
ｋ

∂ｆｋ
∂Ｆｐ

Ｆｋ

； ｑｋ ＝ λ ｐ
ｋ

∂ｆｋ
∂ϑｐ

θｋ

， （４８）

λ ｐ
ｋ 为塑性因子．若 ｆｋ 与 Ｐｐ

Ｓｋ， Ｐｐ
Ｆｋ，Ｆｐ

Ｆｋ 和 ϑｐ
θｋ 无关，则式（４６） 可简化为 ｆｋ（Ｔｐ

Ｓｋ）， 由式（４８）得

　 　 Ｅｐ
Ｎｋ ＝ λ ｐ

ｋ

∂ｆｋ
∂Ｔｐ

Ｓｋ

． （４９）

式（４９）等同于经典塑性力学的塑性势公式．式（４５） ～ （４９）推导表明，经典塑性理论是式（４３ａ）
确定的粘性本构关系的一个特例．
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上述理论分析并未假定 ＤＮ 与 ϑＳ 之间必须解耦，实际上是考虑了 ＤＮ 与 ϑＳ 之间可能存在

的耦合作用．式（２２）、（２３）之间的分析文字表明，当混合物均匀化响应原理成立时，饱和多孔

介质中多孔固相的间隙变形和材料体应变之间不存在相互耦合作用，此时式（２９）中固相的自

由能 ＥＳ（η Ｓ，ＥＮ，ϑＳ，Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ） 可进一步表示为与间隙变形有关的自由能 ＥＳＮ（η ＳＮ，ＥＮ，Ｅｐ
Ｎ） 和与

材料变形有关的自由能 ＥＳＩ（η ＳＩ，ϑＳ，ϑｐ
Ｓ） 之和：

　 　 ＥＳ（η Ｓ，ＥＮ，ϑＳ，Ｅｐ
Ｎ，ϑｐ

Ｓ） ＝ ＥＳＮ（η ＳＮ，ＥＮ，Ｅｐ
Ｎ） ＋ ＥＳＩ（η ＳＩ，ϑＳ，ϑｐ

Ｓ）， （５０）
式（５０）中的 η Ｓ ＝ η ＳＮ ＋ η ＳＩ ．把式（５０）代入到式（３０ａ）得

　 　 θ ＝
∂ＥＳＮ

∂η ＳＮ

＝
∂ＥＳＩ

∂η ＳＩ
， ＴＳ ＝ ρ Ｓ

∂ＥＳＮ

∂ＥＮ
， Ｔｐ

Ｓ ＝ － ρ Ｓ

∂ＥＳＮ

∂Ｅｐ
Ｎ

， （５１ａ）

　 　 ＰＳ ＝ ρ Ｓ ∂ＥＳＩ

∂ϑＳ
， Ｐｐ

Ｓ ＝ － ρ Ｓ

∂ＥＳＩ

∂ϑｐ
Ｓ

． （５１ｂ）

此时，从式（５０）和式（５１ａ）可知与间隙相关的自由能取决于间隙变形和内间隙变形，它们与

Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力和内有效应力相联结，从式（５０）和式（５１ｂ）可知与材料相关的自由能取决于

材料体应变和内材料体应变，它们与材料真实球应力和材料内真实球应力相联结．
Ｂｏｒｊａ［１６］受 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］的影响把式（２２）中右式的前两项写为

　 　 σ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ ＋ ＰＦｎＳ
ρ Ｓ

ρ Ｓ
＝ σ ＋ １ －

Ｋｂ

ＫＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＰＦ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∶ ｇｒａｄ ｘＳ， （５２）

由式（５２）和 σ ＝ σ ＋ ＰＦ１ 可得

　 　 ｎＳ ϑＳ ＝ －
Ｋｂ

ＫＳ
ｇｒａｄ ｘＳ ∶ １ ＝ －

Ｋｂ

ＫＳ
ｄｉｖ（ｘＳ） ． （５３）

然而，式（５３）在大多数情况下是不成立的．例如，在小应变线弹性条件下根据式（５０）、（５１ａ）和
（５１ｂ）很容易得到

　 　 ｄｉｖ ｘＳ ＋ ϑＳ ＝ １
ＫＮ

σｍ； ϑＳ ＝ １
ＫＳ

ＰＳ， （５４）

式中 σｍ ＝ σ ∶ １ ／ ３．注意到多孔介质的压缩模量 Ｋｂ 是在孔压等于 ０ 的条件下测定的，由此可得

　 　 １
ＫＮ

＝ １
Ｋｂ

－ １
ｎＳＫＳ

． （５５）

注意到小应变条件下 ｎＳ 和 ｎＦ 可视为常数，把式（５５）代入到式（５４）并利用 ＰＴ ＝ ＰＦ － σｍ 得

　 　 ｄｉｖ ｘＳ ＝ １
Ｋｂ

－ １
ｎＳＫＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷ σｍ － ϑＳ ＝

　 　 　 　 １
Ｋｂ

－ １
ｎＳＫＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ＰＦ － ＰＴ） － １

ｎＳＫＳ
（ＰＴ － ｎＦ ＰＦ） ＝ － １

Ｋｂ
ＰＴ － １ －

Ｋｂ

ＫＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＰＦ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （５６）

式（５６）等同于 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］，但即使在这样的条件下以下不等式依然成立：

　 　 ｎＳϑＳ ＝
（ＰＴ － ｎＦ ＰＦ）

ＫＳ
≠

Ｋｂ

ＫＳ

１
Ｋｂ

ＰＴ － １ －
Ｋｂ

ＫＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＰＦ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 　 　 －
Ｋｂ

ＫＳ
ｄｉｖ ｘＳ ＝ －

Ｋｂ

ＫＳ
ｇｒａｄ ｘＳ ∶ １． （５７）

式（５７）不等式成立，这表明式（５３）的等式不成立，因而式（５２）也不成立．这一结论表明即使

Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］作为一个本构方程是成立的，但饱和多孔介质的能量平衡方程式

（２２）依然不能用 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力公式［３］来表达．
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７　 结　 　 论

本文根据工程混合物理论，建立了能够同时考虑固体材料、多孔固体和流体不可逆变形的

饱和多孔介质超粘弹性本构理论，得出了以下结论：
１） 提出混合物的均匀化响应原理．基于这一原理，建立了各项均符合功共轭的饱和多孔

介质能量平衡方程，为在非平衡态热力学框架内建立饱和多孔介质超粘弹性本构理论的一般

框架打下较坚实的数理基础．
２） 按照 Ｍｏｒｌａｎｄ 等的研究成果，考虑体积分数的饱和多孔介质需要 ４ 个本构方程才能构

成完备的本构理论，依靠这 ４ 个本构方程可以分别确定多孔固相应变张量，流相应变和固流两

相的体积分数这 ４ 个广义应变量．在本文的饱和多孔介质能量公式中，与自由能相关的应变状

态变量有 ３ 个：分别是间隙应变张量 ＥＮ，固相材料体应变 ϑＳ 和流相体应变 ϑＦ， 由此确定的 ３
个本构方程与混合物总体积分数之和等于 １ 这一约束条件一起，构成饱和多孔介质的 ４ 个本

构方程．本构方程的数目与考虑组分体积分数后饱和多孔介质需要确定的状态变量数目恰好

一致，因此本文的本构方程是一个封闭的完备化的本构理论体系．
３） 根据饱和多孔介质的能量平衡方程，利用非平衡热力学中的局部平衡假定，建立了自

由能势函数方程；然后根据非平衡热力学中的熵分解理论，推导了饱和多孔介质受力过程中的

熵流和熵产；再根据熵产公式建立了耗散率势函数方程，建立了反映不可逆过程熵增规律的耗

散率势函数方程；证明了经典的塑性理论是其中的一个特例．上述理论分析证明，考虑固相材

料变形的饱和多孔介质本构理论需要 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 有效应力和材料真实应力两个应力状态变量才

能得到完善合理的描述．
４） 根据本文小应变条件下饱和多孔介质的线弹性本构方程，获得如下结论：尽管 Ｓｋｅｍｐ⁃

ｔｏｎ 有效应力作为一个本构关系在线弹性饱和多孔介质模型中成立，但饱和多孔介质能量平衡

方程不能表示成 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力表示的形式．因此 Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 有效应力不是饱和多孔介质本

构理论框架中的基本状态变量．

附　 录　 Ａ

根据式（１７ａ）、（１７ｂ），固体和流体的能量方程可表示为

　 　 ρ Ｓ ＥＳ ＝ σＳ ∶ ｇｒａｄ ｘＳ － ｄｉｖ ｑＳ ＋ ρ Ｓ ｒＳ ＋ ε Ｓ， （Ａ１ａ）

　 　 ρＦ ＥＦ ＝ σＦ ∶ ｇｒａｄ ｘＦ － ｄｉｖ ｑＦ ＋ ρＦ ｒＦ ＋ εＦ， （Ａ１ｂ）
利用式（Ａ１ａ）、（Ａ１ｂ）和 Γα ＝ Ｅα 时的式（１１）得

　 　 ρＥ ＝ ∑
α

［ρα Ｅα － ｄｉｖ（ραＥαｕα）］ ＝

　 　 　 　 ∑
α

［σα ∶ ｇｒａｄ ｘα － ｕα·ｐα － ｄｉｖ（ｑα ＋ ραＥαｕα） ＋ ρα ｒα］ ＋ ∑
α

（εα ＋ ｕα·ｐα）， （Ａ２）

因为

　 　 ∑
α

［σα ∶ ｇｒａｄ ｘα － ｕα·ｐα］ ＝

　 　 　 　 ∑
α

（σα － ραｕα 􀱋 ｕα） ∶ ｇｒａｄ ｘ － ∑
α

［ραｕα·ｘα － （ραｕα 􀱋 ｕα） ∶ ｇｒａｄ ｘ］ ＋

　 　 　 　 ｄｉｖ∑
α
σαｕα ＋ ∑

α
ραｕα·ｂα ． （Ａ３）

令 ｕ２
α ＝ ｕα·ｕα，Γα ＝ ｕ２

α ／ ２ 并使用式（１１）得［７］

　 　 ρ∑
α

１
２

ρα

ρ
ｕ２
α ＝ ∑

α
ραｕα·ｕα － ｄｉｖ

１
２

ραｕ２
αｕα( )[ ] ＝

５９５胡　 　 亚　 　 元



　 　 　 　 ∑
α

［ραｕα·ｘα － ρα（ｕａ 􀱋 ｕａ） ∶ ｇｒａｄ ｘ］ － ｄｉｖ∑
α

１
２

ραｕ２
αｕα ． （Ａ４）

把式（Ａ４）代入到式（Ａ３）得

　 　 ∑
α

（σα ∶ ｇｒａｄ ｘα － ｕα·ｐα） ＝ ∑
α

（σα － ραｕα 􀱋 ｕα） ∶ ｇｒａｄ ｘ － ρ∑
α

ρα

２ρ
ｕ２
α －

　 　 　 　 ｄｉｖ∑
α

－ σαｕα ＋ １
２

ραｕ２
αｕα( ) ＋ ∑

α
ραｕα·ｂα， （Ａ５）

把式（Ａ５）代入到式（Ａ２）得［７］

　 　 ρ Ｅ ＋ ∑
α

ρα

２ρ
ｕ２
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

α
（σα － ραｕα 􀱋 ｕα） ∶ ｇｒａｄ ｘ －

　 　 　 　 ｄｉｖ∑
α

ｑα － σαｕα ＋ ραＥαｕα ＋ １
２

ραｕ２
αｕα( ) ＋

　 　 　 　 ∑
α

（ρα ｒα ＋ ραｕα·ｂα） ＋ ∑
α

（εα ＋ ｕα·ｐα） ． （Ａ６）

由于整个混合物的能量与内部作用无关，由式（Ａ６）得［７］

　 　 ∑
α

（εα ＋ ｕα·ｐα） ＝ ０， （Ａ７）

把式（Ａ７）代入到式（Ａ２）得

　 　 ρＥ ＝ ∑
α

［σα ∶ ｇｒａｄ ｘα － ｕα·ｐα － ｄｉｖ（ｑα ＋ ραＥαｕα） ＋ ρα ｒα］ ． （Ａ８）
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