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摘要：　 为解决飞艇的非定常流体动力系数的计算问题，利用准平衡假设在涡量流体动力学理论

的基础上构建了一种流体动力系数计算方法．首先提出了时变系统的概念及其与流场空间区域的

对应关系，在此基础上建立了时变系统的输运方程和流场动量定理积分形式为后面的讨论做准备．
其次，将动量定理应用于一个由无穷远固定边界和物面所包含的流体系统，将流体动力表征为流

场扰动动量总和变化率的函数．进而提出准平衡假设的概念，将有粘流中流场扰动速度、第一涡量

矩和扰动动量表示为运动体速度和角速度的函数．最后，采用 ＣＦＤ 技术，数值确定了这种关系并代

入流体动力表达式，得到有粘流中流体动力系数的计算方法．研究结果还表明，由于考虑了系统的

时变性，在得到的流体动力表达式中将多出一个稳态流体动力项．这个稳态流体动力项，在无粘流

的情况下刚好等于零，与 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ（达朗伯）佯谬的结论一致，在有粘流的情况下不等于零，与实

际情况一致．
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引　 　 言

在流体介质中运动物体的流体动力（可以是气动力或水动力）计算是研究其运动特性的

重要基础．１８７９ 年，Ｌａｍｂ 在 Ｔｈｏｍｓｏｎ，Ｔａｉｔ 与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ，Ｇｒｅｅｎ 等工作的基础上，总结了一套无粘

流情况下运动体的流体动力计算方法［１⁃２］ ．其主要思想包含如下几个关键步骤：
１） 构建一个流体系统 Ω（ ｔ）， 它是由运动体表面和无穷远处的固定边界所包含体积空间

中的流体的总和．
２） 证明在无粘流体情况下这个系统中流体冲量（Ｋｅｌｖｉｎ 意义上的冲量，实际上指流场的

扰动动量）的变化率等于合外力．
３） 合外力由两部分组成，一部分为运动体所受流体动力的反作用力，另一部分为无穷远
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处固定边界上流体切应力的总和，Ｌａｍｂ 证明了后面这部分力针对无粘流场等于零．
４） 通过势流理论计算定常流场的动能，然后根据流场动能与动量之间的关系得到流场扰

动动量．
５） 将所得的动量代入步骤 ２）中的结论获得流体动力的计算方法．
当运动体作匀速直线运动的时候，使用这个方法所获得的流体动力刚好为零，与无粘流中

ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 佯谬的结论一致；所得的流体动力力矩刚好等于 Ｍｕｎｋ 力矩．这种一致性从某种意

义上说明了这个结果的合理性并得到广泛的应用．
对有粘流体而言，运动体作匀速直线运动时的流体动力并不为零，而且是运动体流体动力

的重要组成部分，因此 Ｌａｍｂ 的无粘流流体动力计算方法并不能直接应用于有粘流流体动力

的计算．为了解决有粘流情况下运动体的流体动力，众多学者作出了不懈的努力并取得了一些

成果．Ａｌｌｅｎ 首先使用圆柱绕流比拟法获得了旋成体的有粘流升力［３⁃４］；不久，Ｈｏｐｋｉｎｓ 对 Ａｌｌｅｎ
的理论进行改进，他认为 Ａｌｌｅｎ 的方法中把势流理论用于整个旋成体是不合理的，在旋成体的

尾部不再存在势流的流体动力，经过这种处理，他获得了与实验更为一致的结果［５］ ．１９８３ 年

Ｊｏｎｅｓ 等融合了薄弹翼理论和 Ａｌｌｅｎ 的旋成体理论提出了飞艇的流体动力估算方法，其中又使

用附加攻角的概念估算了飞艇有角速度情况下的流体动力，也讨论了加速度和旋转引起的非

定常流体动力［６］；这个结果影响深远，其部分内容至今仍被 Ｋｈｏｕｒｙ 等新版的《飞艇技术》一书

收录［７］ ．２００４ 年，Ｍｕｅｌｌｅｒ 等将 Ｊｏｎｅｓ 等的结果扩展到六分量的情况［８］；２０１２ 年 Ｌｉ 等对 Ｊｏｎｅｓ 等

的文章中引用 Ａｌｌｅｎ 方法的部分用 Ｈｏｐｋｉｎｓ 理论改进，同时综合 Ｌａｍｂ 的结果得到更为合理的

飞艇六分量流体动力计算方法［９⁃１０］ ．２００３ 年，俄罗斯院士 Ｋｉｒｉｌｉｎ 采用实验得到的有粘流流体动

力与 Ｌａｍｂ 的无粘流流体动力综合也建立了一种飞艇的流体动力算法［１１］ ．上面的研究进展表

明，飞艇的非定常流体动力计算通常需要采用 Ｌａｍｂ 的无粘流结果，２０１２ 年 Ｓｅｂｂａｎｅ 关于飞艇

的新专著中仍然采用类似的方法［１２］ ．
飞行器的流体动力对飞行器的飞行力学特性研究有着重要的影响，例如飞艇的飞行特性

研究过程中所采用的坐标系为艇轴坐标系，这与其他飞行器如飞机、导弹和炮弹是不同的．究
其根本原因，是因为飞艇的部分非定常流体动力用附加质量来表示，在艇轴坐标系中表示比较

方便．为了推进飞艇飞行力学的研究，需要发展一种可以计算有粘流非定常流体动力的方法．
一种可行的方案是追随 Ｌａｍｂ 的思路，将其中各个步骤都用有粘流中的相应结果来替代．Ｗｕ
在 １９８１ 年完成了这种尝试［１３］，并且在后来的专著中得到更为详细的阐述［１４］ ．Ｗｕ 工作的主要

思想是利用流体力学动量定理的积分形式代替 Ｌａｍｂ 工作的步骤 ２），在步骤 ３）针对有粘流的

情况对无穷流场边界上的压强积分进行了重新推导，在步骤 ４）采用涡量场表征流场的扰动动

量．虽然 Ｗｕ 的工作已发表三十多年，并被不少专著引用和演绎［１５⁃１６］，但较少被应用于飞艇研

究领域．其中的原因之一是 Ｗｕ 的方法在实际应用时不但需要计算非定常的流场，而且难以确

定流体动力与运动体各速度分量之间的关系（即流体动力系数）．例如使用 Ｗｕ 方法计算得到

运动体作俯仰运动的流体动力后，并不能确定这些流体动力是因为攻角变化（或线速度分量

变化）引起的，还是因为存在角速度而产生的．Ｌａｍｂ 的方法只需计算定常流场且明确给出了流

体动力与运动体各速度分量之间的关系，若能将 Ｌａｍｂ 的方法和 Ｗｕ 的方法相结合，则有望发

展出一种实用的飞艇气动力系数算法．
笔者在开展这方面工作的过程中遇到了一个困难，那就是针对匀速直线运动的有粘流场，

按 Ｌａｍｂ 的方法，将流场的扰动动量总和表征为运动体速度的函数后，将是一个常矢量，在使

用流场动量定理时会得出流体动力等于零的结论，这与实际流场显然是不吻合的．经过认真分

析发现 Ｌａｍｂ 方法的处理过程中并未注意到时变系统流场动量定理积分形式的特点，而目前
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多数流体力学中所介绍的流场动量定理积分形式仅针对固定系统或控制体（指空间固定区

域）的情况．为此，本文研究了流场动量定理在时变系统上的一般形式，然后在此基础上，将
Ｌａｍｂ 的方法与 Ｗｕ 的方法相结合，初步给出了一种能基于稳态流场计算有粘流中运动体流体

动力系数的方法．

１　 时变系统及相关恒等式

为了方便动量定理的推导，首先介绍和定义一些基本概念，推导一些基本公式．需要强调

说明的是，这里的部分公式早已为流体力学学家所熟知并经常应用［１６⁃１９］，这里重新推导和介

绍只是为了系统地阐述这方面的内容并方便理解后续的工作．
１．１　 时变系统和控制体

流体系统的概念在许多流体力学的著作中均有介绍，这里先引用文献［２０］中的阐述，它
和其他流体力学著作中的阐述是一致的；在此基础上将其概念推广到可变系统的情况．

流体力学中的系统是指由确定流体质点组成的流体团，流体系统 Ω 具有如下特点：
① 流体系统对应着一定的空间体积 Ｖｓｙｓ（ ｔ），Ｖｓｙｓ（ ｔ） 的边界 Ｓｓｙｓ（ ｔ） 称为系统的边界；
② 系统的边界随着流体一起运动，系统体积、边界面的形状和大小可以随时间变化；
③ 在系统的边界处没有质量交换，即没有流体进入或跑出系统的边界；
④ 在系统的边界上，受到外界作用在系统上的表面力．
上面 ４ 条中，除了第一条，其他 ３ 条均引自文献［２０］．增加第一条的目的在于使人们用直

观的体积概念理解抽象的系统概念，进而理解系统边界的概念．系统边界的变化可以用边界上

点的运动速度 ｖＳ 来表示，显然，对于上述定义的系统 ｖＳ 等于边界面上流体质点的速度 ｖ ．需要

强调的是，本文所指的速度，若非特殊说明，均针对惯性坐标系而言，并且近似认为地面坐标系

为惯性坐标系．
在许多应用场合中需要用到时变系统的概念，例如在使用粒子图像测速法（ ＰＩＶ 或

ＤＰＩＶ［２１］）进行流体力学实验时，所研究的对象就是一定区域内的流体，由于物体在流体中的

运动使得给定区域中的流体并不是固定的，会有流体穿过边界；若将上面定义的系统称为固定

系统，这时候研究的流体对象就应当视为可变系统 Ω（ ｔ） ．重新定义系统的概念为一个封闭边

界 Ｓ（ ｔ） 所包含区域 Ｖ（ ｔ） 中的流体总和；这样，当边界的运动速度 ｖＳ ＝ ｖ 时，则 Ｖ（ ｔ） 所对应的

流体为固定系统；否则，随着时间的变化就会有流体流进或流出边界 Ｓ（ ｔ），Ｖ（ ｔ） 所对应的流体

为时变系统．
控制体是指被流体流过，相对某个坐标系来说，固定不变的任何空间体积称为控制体 Ｖ０，

控制体的边界面称为控制面 Ｓ０， 它总是封闭曲面，占据控制体的诸流体质点是随时间而改变

的．控制体或控制面具有如下特点［２０］：
① 控制体的边界（控制面）相对于坐标系是固定的；
② 在控制面上可以有质量交换，即有流体跑进或跑出控制面；
③ 在控制面上受到控制体以外物体加在控制体之内物体上的力．
控制体的不变性是相对坐标系而言的，在动坐标系上定义的控制体，相对惯性坐标系可以

出现平动和旋转，但不会出现形变．
１．２　 物理量的积分及变化率

设有一物理量 ａΩ 定义在系统 Ω（ ｔ） 上，Ω（ ｔ） 所含 ａΩ 的总和可记为 Ｑ ＝ ∫
Ω（ ｔ）

ａΩｄΩ ．由于 Ω

和空间 Ｖ（ ｔ） 是一一对应的，自然也可将 ａΩ 视为定义在空间 Ｖ（ｔ） 上的函数．当定义域改变后，函
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数值 ａΩ 也会改变为 ａ ．由于物理量 ａ 是定义在空间Ｖ（ ｔ） 上，仅仅是空间位矢 ｒ和时间 ｔ的函数，
Ｑ 与积分区域 Ｖ（ ｔ） 的大小、形状和位置有关，但与边界的运动速度 ｎＳ 无关．以上讨论针对系统

边界 Σ 同样成立，因此

　 　
∫
Ω（ ｔ）

ａΩｄΩ ＝ ∫
Ｖ（ ｔ）

ａｄＶ ＝ ∫
Ｖ０
ａｄＶ，

∫
Σ（ ｔ）

ａΣｄΣ ＝ ∫
Ｓ（ ｔ）

ａｄＳ ＝ ∫
Ｓ０
ａｄＳ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

其中 Ｖ０ ＝ Ｖ（ ｔ） ｜ ｔ ＝ ｔ０，Ｓ０ ＝ Ｓ（ ｔ） ｜ ｔ ＝ ｔ０，即 Ｖ，Ｓ 是时变的，但 Ｖ０，Ｓ０ 和相对给定坐标系均为固定值，
不随时间变化．由于物理量 ａ是空间位矢 ｒ和时间 ｔ的函数，因此可以引入偏导数的概念，∂ａ ／ ∂ｔ
表示 ａ 对时间求偏导数．一个物理量的偏导数仍然是一个物理量，根据上式，它在大小、位置和

形状相同但边界运动速度不同的两个空间区域上的积分相同，因此

　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ＝ ∫
Ｖ０

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ． （２）

再根据偏导数的定义，求变化率过程中不考虑流体质点的位置变化，因此 Ｖ（ ｔ） 不变，

　 　 ∂
∂ｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ ＝ ｌｉｍ

Δｔ→０

１
Δｔ [∫

Ｖ（ ｔ）
ａ（ｒ，ｔ ＋ Δｔ）ｄＶ － ∫

Ｖ（ ｔ）
ａ（ｒ，ｔ）ｄＶ ] ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

ｌｉｍ
Δｔ→０

１
Δｔ

［ａ（ｒ，ｔ ＋ Δｔ） － ａ（ｒ，ｔ）］ｄＶ ＝ ∫
Ｖ（ ｔ）

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ． （３）

合并上面两式可得

　 　 ∂
∂ｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ ＝ ∫

Ｖ（ ｔ）

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ＝ ∫
Ｖ０

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ＝ ∂
∂ｔ∫Ｖ０ａｄＶ， （４）

上式表示对时间的偏导数符号 ∂ ／ ∂ｔ 是可以自由地移入或移除积分号，这个结论将在后面的推

导过程中默认使用．若 Ｖ０ 表示其边界 Ｓ０ 相对惯性坐标系固定的空间区域，即 ｖＳ０
＝ ０， 则根据导

数和偏导数的定义

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ０ａｄＶ ＝ ∂

∂ｔ∫Ｖ０ａｄＶ ． （５）

最后，对于体积分或面积分，若 Ｖ（ ｔ） 和 Ｖ′（ ｔ） 表示不同坐标系下的同一个积分区域，Ｓ（ ｔ） 和

Ｓ′（ ｔ） 表示不同坐标系下的同一个积分边界，则由于矢量 ａ 的值并不随坐标系的选择而变化，
因此

　 　
∫
Ｖ（ ｔ）

ａｄＶ ＝ ∫
Ｖ′（ ｔ）

ａｄＶ′，

∫
Ｓ（ ｔ）

ａｄＳ ＝ ∫
Ｓ′（ ｔ）

ａｄＳ′ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

１．３　 时变系统的输运方程

输运方程是推导流体力学动量定理中需要用到的重要公式，但目前 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ（雷诺）输运

公式的表达形式多样，本小节将先给出并证明如下形式的输运定理，然后和现有文献中的结果

进行比对和讨论．
定理 １　 考虑两个边界运动速度不同的相同区域，边界运动速度差异所导致的物理量 ａ

在该区域上积分变化率的差异，等于单位时间内 ａ 以它们的边界速度差流出边界的流量，即

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ － ｄ

ｄｔ∫Ｖ１（ ｔ）ａｄＶ ＝ ∫
Ｓ（ ｔ）

ａ（ｖＳ － ｖＳ１）·ｎｄＳ， （７）

其中 Ｖ（ ｔ） 表示一个时变的体积区域，它可以对应一个确定的系统，也可对应于一个时变的系
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统，其边界 Ｓ（ ｔ） 的运动速度为 ｖＳ；ｎ表示 Ｖ（ ｔ） 边界的外法向方向，它只与边界的形状有关而与

边界的运动速度无关．Ｖ１（ ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ），但其边界 Ｓ１（ ｔ） 的运动速度 ｖＳ１ 不一定等于 ｖＳ ．
证明　 设某系统所占领空间区域为 Ｖ（ ｔ），对应的边界位置为 Ｓ（ ｔ），边界的移动速度为 ｖＳ；

ｖＳ 在边界面不同的位置可以不同，即 Ｖ（ ｔ） 的形状可变．又设有一虚拟边界位置为 Ｓｓｙｓ（ ｔ），包含

着固定的流体系统，所占领的空间区域记为 Ｖｓｙｓ（ ｔ） ．在某 ｔ 时刻 Ｓｓｙｓ（ ｔ） 和 Ｓ（ ｔ） 完全重合，但
Ｓｓｙｓ（ ｔ） 上点的运动速度与流体的运动速度相同，即 ｖｓｙｓ ＝ ｖ ．这样，考虑两个积分

　 　 Ｑ ＝ ∫
Ｖ（ ｔ）

ａｄＶ， Ｑｓｙｓ ＝ ∫
Ｖｓｙｓ（ ｔ）

ａｄＶ ． （８）

显然 Ｑ ＝ Ｑｓｙｓ， 但它们关于时间的变化率则不同，根据导数的定义，求导过程中应当考虑流体

质点位置变化的影响，因此

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ ＝ ｄ

ｄｔ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ）ａｄＶ ＋ ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） －Ｖｓｙｓ（ ｔ）ａｄＶ ． （９）

上式等号右边第二项根据导数的定义为

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） －Ｖｓｙｓ（ ｔ）ａｄＶ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
Δｔ→０

１
Δｔ [∫

Ｖ（ ｔ ＋Δｔ） －Ｖｓｙｓ（ ｔ ＋Δｔ）
ａ（ｒ，ｔ ＋ Δｔ）ｄＶ － ∫

Ｖ（ ｔ） －Ｖｓｙｓ（ ｔ）
ａ（ｒ，ｔ）ｄＶ ]， （１０）

在 ｔ时刻 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖｓｙｓ（ ｔ），因此上式右边第二项等于零．第一项表示Δｔ时间内因 Ｖ（ ｔ） 和 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 边

界运动速度不同而导致 Ｖ（ ｔ ＋ Δｔ） 和 Ｖｓｙｓ（ ｔ ＋ Δｔ） 体积差异而增加的物理量 ａ ．Δｔ时间内面积为

ｄＳ 边界上所对应的体积差异为 ｄＶ ＝ Δｔ（ｖＳ － ｖ）·ｎｄＳ （注意 ｖＳ ＝ ｖ 时没有流体质点流出体积区

域 Ｖｓｙｓ（ ｔ）） ．对整个曲面积分应为 Δｔ 内 Ｖ（ ｔ） 与 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 的差，于是

　 　 ｌｉｍ
Δｔ→０

１
Δｔ ∫Ｖ（ ｔ ＋Δｔ） －Ｖｓｙｓ（ ｔ ＋Δｔ）ａ（ｒ，ｔ ＋ Δｔ）ｄＶ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
Δｔ→０

１
Δｔ ∮Ｓ（ ｔ）ａ（ｒ，ｔ ＋ Δｔ）Δｔ（ｖＳ － ｖ）·ｎｄＳ ＝ ∮

Ｓ（ ｔ）
ａ（ｖＳ － ｖ）·ｎｄＳ ． （１１）

综上可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ ＝ ｄ

ｄｔ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ）ａｄＶ ＋ ∫
Ｓ（ ｔ）

ａ（ｖＳ － ｖ）·ｎｄＳ ． （１２）

设有另外一个空间区域 Ｖ１（ ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ） 且 Ｖ１（ ｔ） 的边界 Ｓ１（ ｔ） 的运动速度为 ｖＳ１ ．将上式中的

Ｖ（ ｔ） 替换为 Ｖ１（ ｔ），则 ｖＳ 应替换为 ｖＳ１，虽然积分边界 Ｓ（ ｔ） 应同时改为 Ｓ１（ ｔ）， 但根据式（１）也
可以不改，因此

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ１（ ｔ）ａｄＶ ＝ ｄ

ｄｔ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ）ａｄＶ ＋ ∫
Ｓ（ ｔ）

ａ（ｖＳ１
－ ｖ）·ｎｄＳ ． （１３）

将上述两式相减并整理即得式（７）．
令式（７）中 Ｖ１（ ｔ） 的边界固定，即 Ｖ１（ ｔ） ＝ Ｖ０，ｖＳ１

＝ ０， 则综合式（７）、（４）和（５） 可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ａｄＶ ＝ ∂

∂ｔ∫Ｖ０ａｄＶ ＋ ∫
Ｓ０
ａｖＳ·ｎｄＳ ． （１４）

上式表明，一个物理量在可变区域上积分对时间的变化率，等于物理量 ａ 在对应控制体 Ｖ０ 上

积分的变化率（可以看做对时间的导数或偏导数均可），加上单位时间内系统边界运动导致物

理量 ａ 离开 ｔ 时刻系统所对应的边界 Ｓｔ（根据式（１） 也可以认为是 Ｓ０） 的流量．这个公式针对时

变系统亦成立，即系统所对应的空间体积可以平移、缩减或变形，并且边界面的运动速度不一

定和当地流场质点运动速度相同．

５５５时变系统流场动量定理的积分形式及其在流体动力系数分析中的应用



注　 输运方程在许多流体力学的教科书中都有介绍，通过比较式（１４）和（７）与教材中的相关内容，我们

可以看出本文所建立的时变系统的输运方程更具一般性．文献［２０］中输运方程表达式为

　 　 ｄ
ｄｔ ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ） ａｄＶ ＝ ∫

Ｖ０

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∫
Ｓ０

ａｖ·ｎｄＳ， （１５）

其中 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 是指固定系统所占领的空间，它是时变的，Ｖ０ 是指控制体，确切地说，Ｖ０ 是 Ｖ（ ｔ） 在指定 ｔ时刻所占

领的体积空间，因而是固定的，Ｓ０ 是 Ｖ０ 的边界．和方程（１４）或（７）相比，并注意到式（４）可知上式是式（７）的特

例，但上式只能用于固定系统．文献［２２］给出了另外一种形式的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 输运方程表达式：

　 　 ｄ
ｄｔ ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ） ａｄＶ ＝ ∫

Ｖｓｙｓ（ ｔ）

∂ａ
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∫
Ｓｓｙｓ（ ｔ）

ａｖ·ｎｄＳ ． （１６）

原文明确积分区域为“物质控制体”，它表示一个固定系统所占领的空间，因此用 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 表示．上式与式（１５）
的区别在于等号右边的积分区域不同，根据式（１）可知上式和式（１５）是一致的，因此上式也是式（１４）在固定

系统下的特例．文献［２１］介绍 Ｃａｎｄｅｌ 著作中的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 输运定理形式为

　 　 ｄ
ｄｔ ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ） ａｄＶ ＝ ｄ

ｄｔ ∫Ｖ（ ｔ） ａｄＶ ＋ ∫
Ｓｓｙｓ（ ｔ）

ａ（ｖ － ｖＳ）·ｎｄＳ， （１７）

其中 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 表示固定系统所占领的空间体积，而 Ｖ（ ｔ） 则是指 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 所对应的系统在运动过程中所对应的任

意一个体积区域．与式（７） 比对可知，上式是式（７） 中 Ｖ１（ ｔ） ＝ Ｖｓｙｓ（ ｔ） 的特例．文献［１８］所给出的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 输

运方程与式（１４）一致，从上面的分析可知，文献［１８］所给出的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 输运定理也是式（７）的特例．

１．４　 时变系统的第二输运方程
定理 ２　 若 Ｖ（ ｔ） 为任意时变系统所对应的流场空间区域且其边界相对惯性坐标系的运

动速度为 ｖＳ， 则下式成立：

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρａｄＶ ＝ ∫

Ｖ（ ｔ）
ρ ｄａ

ｄｔ
ｄＶ ＋ ∮

Ｓ（ ｔ）
ρａ（ｖＳ － ｖ）·ｎｄＳ， （１８）

其中， ρ 是流体密度．这里称上式为时变系统的第二输运方程．
证明　 令式（１４）中的 ａ ＝ ρｂ 可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｂｄＶ ＝ ∫

Ｖ（ ｔ）

∂（ρｂ）
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∮
Ｓ（ ｔ）

ρｂ（ｖＳ·ｎ）ｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

∂（ρｂ）
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∮
Ｓ（ ｔ）

ρｂ（ｖ·ｎ）ｄＳ － ∮
Ｓ（ ｔ）

ρｂ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＋ ∮
Ｓ（ ｔ）

ρｂ（ｖＳ·ｎ）ｄＳ ． （１９）

利用 Ｇａｕｓｓ（高斯）公式并注意到式（１）可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｂｄＶ ＝ ∫

Ｖ（ ｔ）

∂
∂ｔ

（ρｂ） ＋ Ñ·（ｖρｂ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ ＋ ∮

Ｓ（ ｔ）
ρｂ［（ｖＳ － ｖ）·ｎ］ｄＳ， （２０）

上式等号右边第一项的被积函数可简化为

　 　 ∂
∂ｔ

（ρｂ） ＋ Ñ·（ｖρｂ） ＝ ∂
∂ｔ

（ρｂ） ＋ ｖ·Ñ（ρｂ） ＋ （ρｂ） Ñ·ｖ ＝

　 　 　 　 ｄ
ｄｔ

（ρｂ） ＋ （ρｂ） Ñ·ｖ ＝ ρ ｄｂ
ｄｔ

＋ ｂ ｄρ
ｄｔ

＋ ρ Ñ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ρ ｄｂ

ｄｔ
， （２１）

其中第一个等号利用了并矢的散度公式 Ñ·（ａｂ） ＝ ａ·Ñ（ｂ） ＋ （ｂ） Ñ·ａ， 最后一个等号利用了流
体的质量守恒方程［２３⁃２４］

　 　 ｄρ
ｄｔ

＋ ρ Ñ·ｖ ＝ ０， （２２）

合并上面 ３ 式并将 ｂ 换成 ａ 即得式（１８）．
若 Ｖ（ ｔ） 所包含的流体构成固定系统，即 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖｓｙｓ（ ｔ） 且其边界运动速度 ｖＳ ＝ ｖ， 则

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ） ρａｄＶ ＝ ∫

Ｖｓｙｓ（ ｔ）
ρ ｄａ

ｄｔ
ｄＶ， （２３）
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其中 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 为固定系统所对应的空间体积，这个公式在一般的流体力学教材中均可找到［２４］，
因此公式（１８）是上式在时变系统所对应空间区域上的扩展．

２　 流场动量定理的积分形式

本节将分别基于定质量系统的 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律和变质量系统的 Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｉｉ（密歇尔斯

基）定理来推导流体动量定理的积分形式．两种方法得到了一致的结论，最后将所得结果与现

有流体力学专著中的流体动量定理积分形式比较，说明新结果的特点和意义．
２．１　 基于定质量系统 Ｎｅｗｔｏｎ第二定律的推导方法

将一个时变系统所占领的空间区域 Ｖ（ ｔ） 中的流场划分为许多体积微元 ｄＶ，对于每个体

积微元而言，其对应的流体质量为 ρｄＶ，速度为 ｖ ．根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律，流体质点动量的变化

率等于合外力．在时刻 ｔ 每个流体质点微元受到旁边流体质点或物面的面元力（内力或流体应

力 ｆｉｄＳ） 和外部施力体的作用力（外力或体积力，如重力或电磁力 ｆｏｄＶ） ．Ｎｅｗｔｏｎ第二定律只能

用于质点对象不变的“常质点系”，一个流体质点动量的变化率应该是 ρ（ｄｖ ／ ｄｔ）ｄＶ 而不是

［ｄ（ρｖ） ／ ｄｔ］ｄＶ（后者表示体积微元 ｄＶ 所含流体动量的变化率，对应的是时变的质量），于是

　 　 ρ ｄｖ
ｄｔ

ｄＶ ＝ ∫
ＳｄＶ
ｆｉｄＳ ＋ ｆｏｄＶ， （２４）

这里的 ｄｖ ／ ｄｔ 是指流体质点在惯性坐标系中速度的变化率，ＳｄＶ 表示体积微元 ｄＶ 的表面积．
以在某一时刻 Ｖ（ ｔ） 中所包含的所有流体质点作为研究对象，显然每个流体质点都应该满

足微分形式的动量方程（２４）．将每个流体质点的动力学方程求和（积分）得

　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

ρ ｄｖ
ｄｔ

ｄＶ ＝ ∫
Ｖ（ ｔ）
∫
ＳｄＶ

ｆｉｄＳｄＶ ＋ ∫
Ｖ（ ｔ）

ｆｏｄＶ ＝ ∫
Ｓ
ｆｉｄＳ ＋ ∫

Ｖ（ ｔ）
ｆｏｄＶ ． （２５）

考虑到内力互相抵消，右边的第一项实际上就是流场应力 ｆｉ 在控制区域 Ｖ（ ｔ） 边界 Ｓ（ ｔ） 上的

积分，右边第二项是作用于控制区域 Ｖ（ ｔ） 上的体积力．这些力的分类和计算方法在流体力学

教材中均有详细介绍，这里将其合力简记为ＦＶ ．这里并没有标记为ＦＶ（ ｔ） 是因为作用在 Ｖ（ ｔ） 中

流体上的合外力与 Ｓ（ ｔ） 上点的运动速度无关．根据以上讨论可得流体力学动量方程的第一种

积分形式

　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

ρ ｄｖ
ｄｔ

ｄＶ ＝ ＦＶ ． （２６）

利用公式（１８）可得动量定理的第二种积分形式

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｖｄＶ － ∮

Ｓ（ ｔ）
ρｖ［（ｖＳ － ｖ）·ｎ］ｄＳ ＝ ＦＶ， （２７）

其中 ｖＳ 为可变体积区域边界的运动速度，若 ｖＳ ＝ ｖ，则 Ｖ（ ｔ） 所包含的流体团为固定系统，否则

为时变系统．若 ｖＳ ＝ ０， 则系统所对应的空间区域为控制体，利用式（１４）可得动量定理的第三

种积分形式

　 　 ∫
Ｖ０

∂（ρｖ）
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∫
Ｓ０
ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＝ ＦＶ， （２８）

上式的推导利用了面积分与面运动速度无关的结论，因此 Ｓ 和 Ｓ０ 可互换．考虑到式（４）可以得

到动量定理的第四种积分形式

　 　 ∂
∂ｔ∫Ｖ０ρｖｄＶ ＋ ∫

Ｓ０
ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＝ ＦＶ ． （２９）

上两式表明流场动量偏导数的积分（或积分的偏导数）加上单位时间内因流体运动离开 ｔ 时刻

７５５时变系统流场动量定理的积分形式及其在流体动力系数分析中的应用



系统所对应的边界 Ｓ０（或所谓控制体边界）的动量流量等于作用在流体对象上的合外力．
若根据 Ｇａｕｓｓ 公式改写上述式子中的面积分，则可在上面 ４ 种动量定理的积分形式演变

出另外 ４ 种流体动量定理的积分形式．
从上面推导过程中可以看出，其主要思路是根据一个时变体积区域中动量变化率的总和

（而不是时变体积区域中动量总和的变化率）等于合外力来得到动量定理，这种思路避免了因

积分区域可变所对应的“变质量系统”问题而不能直接使用 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律．
２．２　 基于变质量系统 Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｉｉ 定律的推导方法

可变控制区域中的流体质量是时变的，其动量定理积分形式的第二种推导方法将使用

Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｉｉ 方程［２５］来研究．对于一个质量可变的质点系，Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｉｉ 方程表明

　 　 ｄ（ｍｖ）
ｄｔ

＝ ｆ ＋ ｖ１
ｄｍ
ｄｔ

， （３０）

其中 ｖ１ 为离开系统质点的绝对速度．上式表明一个质量可变质点系的动量变化率等于合外力

加上单位时间内离开质点系物质所携带的动量．现在考虑一个可变体积区域 Ｖ（ ｔ） 中的流体，

在某一个时刻所包含的流体动量总和为∫
Ｖ（ ｔ）

ρｖｄＶ，单位时间 Ｖ（ ｔ） 增加的流体质量为∫
Ｓ（ ｔ）

ρ（ｖＳ －

ｖ）·ｎｄＳ（应当注意 ｖＳ ＝ ｖ 时，控制区域中的流体质量是恒定的）， 所携带的动量为∫
Ｓ（ ｔ）

ρｖ（ｖＳ －

ｖ）·ｎｄＳ，作用在 Ｖ（ ｔ） 上的合外力仍设为 ＦＶ， 根据 Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｉｉ 方程有

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｖｄＶ ＝ ＦＶ ＋ ∫

Ｓ（ ｔ）
ρｖ［（ｖＳ － ｖ）·ｎ］ｄＳ ． （３１）

上式和动量定理的第二种积分形式（２７）一致， 因此可得第二种推导结果和第一种推导结果是

一致的．
２．３　 现有文献中流场积分形式动量定理讨论

为了避免重复，这里仅介绍各种流体力学教材、专著或博士论文中流体动量定理．由于多

数期刊论文的研究都是直接引用教材或专著中的公式，因此不介绍这些二手的资料．另外为了

方便比较，符号已统一成本文的符号，并且全部用矢量形式表示．
Ｐｒａｎｄｔｌ（普朗特）和 Ｔｉｅｔｊｅｎｓ 所著的《流体和气体力学》 ［２６］ 给出了两种形式的动量定理，第

一种为

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖｓｙｓ（ ｔ） ρｖｄＶ ＝ ＦＶ， （３２）

原文明确指出其积分区域是固定流体质点所构成的区域，因此采用 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 来表示其积分区域．
上式可由式（２７） 令其中的 ｖＳ ＝ ｖ 得到，因此是本文推导的动量定理在固定系统上的一种表达

形式．
文献［２６］给出的第二种形式为

　 　 ∫
Ｖ（ ｔ）

ρ ∂ｖ
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∫
Ｖ（ ｔ）

Ñ·（ρｖｖ）ｄＶ ＝ ＦＶ ． （３３）

根据上下文的理解，上面的积分区域仍表示固定系统所包含的区域 Ｖｓｙｓ（ ｔ）；但根据其推导过

程，则无需如此限制，因此仍用 Ｖ（ ｔ） 来表示积分区域．根据 Ｇａｕｓｓ公式可知，在 ρ 为常数的情况

下上式等号左端第二个体积分为∫
Ｓ（ ｔ）

ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＝ ∫
Ｓ０
ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ，上式等号左端第一项根据式

（１） 可将积分区域 Ｖ（ ｔ） 改写为 Ｖ０， 因此上式与本文所推导得到的第三种动量定理积分形式

（２８）是一致的．
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Ｎｏｃａ 的博士论文［２１］所给出的流体动量定理为

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｖｄＶ ＋ ∫

Ｓ（ ｔ）
ρｖ［（ｖ － ｖＳ）·ｎ］ｄＳ ＝ ＦＶ， （３４）

原文明确 Ｖ（ ｔ） 是时变的，上式和式（２７）相同．这里需要说明的是，上式才是符合实际应用需要

的动量定理表达式．Ｎｏｃａ 在文献［２１］的第 ８２ 页式（６．２８）给出上式左边第一项的数值计算方法为

　 　
Ａ（ ｔ） ＝ ∫

Ｖ（ ｔ）
ρｖｄＶ，

ｄＡ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Ａ（ ｔ ＋ Δｔ） － Ａ（ ｔ）
Δｔ

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３５）

从上式可以看出，对于时变 Ｖ（ ｔ），ｄＡ（ ｔ） ／ ｄｔ 才方便数值计算，而 ∂Ａ（ ｔ） ／ ∂ｔ 并不方便计算．
Ｋａｔｚ 和 Ｐｌｏｔｋｉｎ 所著的《低速空气动力学》 ［２３］和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ 所著的《流体力学基础》 ［２７］ 认为

“流过控制区域的流体动量的变化率等于合外力”，并基于这种说法得到如下形式动量定理的

积分形式：

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ０ρｖｄＶ ＝ ＦＶ， （３６）

原文明确了上式的积分区域是固定的．这个结果显然是不对的，流过固定控制区域的流体总和

并非固定系统，其边界运动速度为 ｖＳ ＝ ０ 而不是 ｖ， 与式（２７）比较可知上式不一定成立．
Ｋａｔｚ 和 Ｐｌｏｔｋｉｎ 又认为“流过控制区域的流体动量的变化率等于控制区域中流体动量之和

的累积率加上外部流入控制区域的动量变化率”；Ａｎｄｅｒｓｏｎ 则认为“流过控制区域的流体动量

的变化率等于流出控制体流体动量的速率加上控制体中流体非定常运动引起的动量变化率”．
他们根据这两个类似的观点（事实上就是固定系统上的输运定律）给出了另一种形式的流体

的动量定理积分形式：

　 　 ∂
∂ｔ∫Ｖ０ρｖｄＶ ＋ ∫

Ｖ０
ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＝ ＦＶ ． （３７）

Ｋａｔｚ，Ｐｌｏｔｋｉｎ 和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ 的上述两种流场动量定理的积分形式均明确积分区域相对惯性坐标

系是固定不变的．因此和式（２９）相同．
Ｂａｔｃｈｅｌｏｒ 在其所著的《流体动力学导论》 ［２８］中也给出了两种形式的动量定理，第一种形式为

　 　 ∫
Ｖｓｙｓ（ ｔ）

ρ ｄｖ
ｄｔ

ｄＶ ＝ ＦＶ， （３８）

原文明确积分区域为固定系统的流体所占领的区域，因而是时变的并采用符号 Ｖｓｙｓ（ ｔ） 来标记．
这种形式的动量定理是式（２６） 中 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖｓｙｓ（ ｔ） 的特例．Ｂａｔｃｈｅｌｏｒ 所给出的第二种形式动量定

理为

　 　 ∫
Ｖ０

∂（ρｖ）
∂ｔ

ｄＶ ＋ ∫
Ｓ０
ρｖ（ｖ·ｎ）ｄＳ ＝ ＦＶ， （３９）

原文明确上式的积分区域 Ｖ０ 为固定区域．因此上式和式（２８）是一致的．
易中等所著的《低速空气动力学》 ［２４］所给出的积分形式动量定理为

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｖｄＶ ＝ ＦＶ， （４０）

原文并未明确积分区域是否可变，因此积分区域用 Ｖ（ ｔ） 表示．根据式（２７） 可知，除非 Ｖ（ ｔ） ＝
Ｖｓｙｓ（ ｔ）， 上式是不成立的．

吴子牛教授等所著的《空气动力学》 ［１８］也给出了两种形式的流场动量定理，第一种形式为
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　 　 ρ∫
Ｖ（ ｔ）

ｄｖ
ｄｔ

ｄＶ ＝ ＦＶ， （４１）

其中积分区域明确为任意区域，因此用 Ｖ（ ｔ） 表示，同时原文在推导过程中假设流场为均匀的

不可压缩流， 因此 ρ 为常数．在这种情况下， 上式和式（２６）是一致的， 因此上式是式（２６）的特

例．文献［１８］所给出的第二种动量定理积分形式为

　 　 ρ ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ｖｄＶ ＋ ρ∫

Ｓ（ ｔ）
ｖ［（ｖ － ｖＳ）·ｎ］ｄＳ ＝ ＦＶ， （４２）

上式的推导过程中仍用到了不可压缩流体假设．与式（２７）对比可知，上式是式（２７）在流场密

度为常数下的一种特殊情况．

３　 有粘流中运动体的流体动力系数算法

本节将介绍 Ｌａｍｂ 和 Ｗｕ 的流体动力表达式，然后提出准平衡假设的概念，并在此基础上

介绍 Ｌａｍｂ 流体动力系数算法并将其拓展到有粘流中去．
３．１　 流体动力表达式

取物面和无穷远固定边界之间的流体作为研究对象，根据动量定理表达式（２７）可得

　 　 ρ ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ｖｄＶ ＋ ρ∫

Ｓ＋Ｓｅ
ｖ［（ｖ － ｖＳ）·ｎ］ｄＳ ＝ － Ｆ － ∫

Ｓｅ
ｐｎｄＳ， （４３）

其中 Ｆ 表示流体动力，等号右边的积分表示作用在无穷远固定边界上压强的积分．由于流体无

法穿透物面，所以（ｖ － ｖＳ）·ｎ ＝ ０，这样上式等号左边与 Ｓ 有关的面积分等于零．由于 Ｓｅ 为固定

边界，因此在 Ｓｅ 上 ｖＳ ＝ ０， 根据 Ｌａｍｂ［１］和 Ｗｕ［１４］的分析， ｖｖ·ｎ在 Ｓｅ 上的积分等于零，这样上式

等号左边第二项等于零，即

　 　 Ｆ ＝ － ρ ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ｖｄＶ － ∫

Ｓｅ
ｐｎｄＳ ． （４４）

Ｗｕ 的推导结果表明 ∫
Ｓｅ
ｐｎｄＳ 与流场中的第一涡量矩有关，在考虑远场压强积分变化率的影响

后，他给出如下流体动力表达式：

　 　
Ｆ ＝ － ρ

２
ｄα
ｄｔ

＋ ｄ
ｄｔ∫ＶｂρｖｄＶ，

α ＝ ∫
Ｖ∞ （ ｔ） ＋Ｖｂ

ｒ × （Ñ× ｖ）ｄＶ ＝ ∫
Ｖ∞ （ ｔ）

ｒ × ωｄＶ ＋ ∫
Ｖｂ
ｒ × ωｄＶ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４５）

其中 Ｖｂ 为运动体所占领的空间区域，α 称为第一涡量矩．对于无粘流场，Ｌａｍｂ 认为远场压力的

积分结果为零；从 Ｗｕ 的结果来看，无粘流场中不存在涡，也就没有涡量矩，因此 ∫
Ｓｅ
ｐｎｄＳ ＝ ０，

因此就结论而言，Ｌａｍｂ 和 Ｗｕ 的理论在这一点上是相洽的．这样

　 　 Ｆ ＝ － ｄ
ｄｔ∫Ｖ∞ （ ｔ）

ρｖｄＶ ． （４６）

这个结果和 Ｌａｍｂ 的流体动力表达式是一致的，唯一的区别是 Ｌａｍｂ 把积分结果和求导过程分

开了，即

　 　 Ｆ ＝ － ｄＱ
ｄｔ

， Ｑ ＝ ∫
Ｖ∞ （ ｔ）

ρｖｄＶ ． （４７）

在已知流场的情况下，上述式子只能计算流体动力，而不能确定流体动力系数，即无法确定运

动体流体动力与其各速度分量之间的关系，下一小节起将详细讨论流体动力系数的算法．
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３．２　 准平衡假设下运动体的流体动力系数计算

在不可压缩流场或飞艇的气动力研究中，运动体的速度、角速度、加速度和角加速度都比

较小，在这种情况下，可以认为流场在每个时刻都直接到达由运动体速度和角速度所对应的定

常流场状态，这种处理方式忽略了流场的延迟性，这里称为准平衡假设．这种假设事实上也被

Ｌａｍｂ 步骤（４）中默认采纳，或者说被 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 默认采纳，因为 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 给出了如下速度势与

运动体表面边界条件之间的关系式：
　 　 ϕ ＝ ｖｂ，ｘϕ１ ＋ ｖｂ，ｙϕ２ ＋ ｖｂ，ｚϕ３ ＋ ω ｂ，ｘ

χ
１ ＋ ω ｂ，ｙ

χ
２ ＋ ω ｂ，ｚ

χ
３， （４８）

上式中的 ϕ１，ϕ２，ϕ３， χ
１， χ

２， χ
３“取决于运动体在指定坐标系中的外形” ［１］ ．这个关系式表明无

粘流场中的扰动速势，进而扰动速度仅取决于运动体的外形、速度和角速度，而与运动体的运

动加速度和角加速度无关，显然采用了准平衡假设．Ｌａｍｂ 采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 的上述公式将空间区

域 Ｖ∞（ ｔ） 上的流体扰动动量积分表示为运动体速度 ｖｂ 和角速度 ωｂ 的函数，

　 　 ∫
Ｖ∞ （ ｔ）

ρｖｄＶ ＝ Ａｖｂ ＋ Ｂωｂ， （４９）

其中 Ａ，Ｂ 是由附加质量和惯量矩阵所组成的二阶张量，它们仍然仅“取决于运动体在指定坐

标系中的外形”．根据这个结果，Ｌａｍｂ 得到了如下流体动力表达式：

　 　 Ｆ ＝ － Ａ
ｄｖｂ

ｄｔ
＋ Ｂ

ｄωｂ

ｄｔ
． （５０）

这个流体动力表达式因为建立了运动体流体动力与其速度变化率之间的关系，因此可以用于

确定流体动力系数，更具实用性．
对于有粘流场，在准平衡假设下可以认为流场中的扰动速度同样取决于运动体的速度和

角速度，但它们之间的关系是非线性的，即

　 　
ϕ ＝ ｆ（ｖｂ，ｘ，ｖｂ，ｙ，ｖｂ，ｚ，ω ｂ，ｘ，ω ｂ，ｙ，ω ｂ，ｚ） ＝ ｆ（ｖｂ，ωｂ），
ｖ ＝ ｇ（ｖｂ，ωｂ），{ （５１）

其中函数 ｆ， ｇ取决于运动体边界相对流场的位置； ｖｂ， ωｂ 分别为矢量 ｖｂ， ωｂ 所对应的坐标列

阵．为了研究有粘流情况下的流体动力系数，流体动力表达式应当采用 Ｗｕ 或涡动力学中的形

式（４５）．此式等号右边第二项按 Ｗｕ 的观点［１４］表示运动体上每个质点密度均采用流场流体密

度代替后所产生的惯性力，由于运动体上每个质点的速度在已知 ｖｂ，ωｂ 的情况下根据刚体动

力学理论容易确定，因此不进一步讨论．对于第一项，ｄ ／ ｄｔ 为全导数，需要考虑积分区域的变

化，为了方便计算需要将其转换成偏导数．取一个新的空间区域 Ｖ∞，１ ＝ Ｖ∞ ，但新的空间区域内

边界 Ｓｂ，１并不随着运动体的运动而改变．在这种情况下 Ｖ∞，１ 相对惯性坐标系是固定的，在其上

积分结果全导数等于偏导数．根据输运方程（７）可知

　 　 Ｆ ＝ － ρ
２

∂
∂ｔ∫Ｖ∞，１

ｒ × ωｄＶ － ρ
２ ∫Ｓｂ（ｒ × ω）ｖ·ｎｄＳ －

　 　 　 　 ρ
２

ｄ
ｄｔ∫Ｖｂｒ × ωｄＶ ＋ ｄ

ｄｔ∫ＶｂρｖｄＶ ． （５２）

将第一项中的被积函数用式（５１）的结果代入，于是有

　 　

Ｆ ＝ － ρ
２

∂
∂ｔ∫Ｖ∞，１

ｇ１ｄＶ ＋ Ｆｓ －
ρ
２

ｄ
ｄｔ∫Ｖｂ ｒ × ωｄＶ ＋ ρ

２
ｄ
ｄｔ∫Ｖｂ ｖｄＶ，

Ｆｓ ＝ －
ρ
２ ∫Ｓｂｇ１ｇ·ｎｄＳ，

ｇ１ ＝ ｒ × ω ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５３）
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这就是有粘流中流体动力的计算表达式．上式等号右边第一项的积分结果仅取决于运动体的
速度和角速度，而对时间的偏导数并不考虑流场空间位置变化的影响，因此在运动体保持 ｖｂ，
ωｂ 不变的情况下等于零．第一项表征的是运动体作非定常运动所引起的流体动力，它可以用
不同 ｖｂ，ωｂ 下所对应的定常流场，使用差分的方法来计算得到．当 ｖｂ，ωｂ 不变时，等号右边的第

二项相当于提供了定常流体动力．为了证明结果的合理性，下一小节将进一步证明这一项在运
动体匀速直线运动的情况下，无粘流中等于零以符合 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 佯谬的结论，而有粘流情况

下不一定等于零以符合实际情况．
Ｌａｍｂ 在采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 关系式导出类似上式的过程中，并没有注意到积分区域 Ｖ∞ 是时变

的．在式（４６） 中，ｄ ／ ｄｔ 仍表示全导数的符号；在式（５０） 中，由于 ｖｂ，ωｂ 与空间位置无关，因此
ｄ ／ ｄｔ ＝ ∂ ／ ∂ｔ ．这样 Ｌａｍｂ 在从式（４６）到（５０）的过程中，实际上将全导数符号不知不觉地更换成

了偏导数的符号．这种不知不觉的更换过程是错误的，因为 Ａ，Ｂ 是空间位置的函数，对其求导

并不能用对时间的偏导数来代替．在式（４９） 中，Ａ，Ｂ 并非“取决于运动体在指定坐标系中的外
形”，而是取决于运动体边界相对于流场的位置．因此对 Ａ，Ｂ 求导数时需要考虑空间位置变化

的影响．上面从式（５２） 到（５３） 的推导过程将全导数正确转换为对时间的偏导数，避免对 Ａ，Ｂ
求全导数的复杂运算，但这样会多出一项表征定常流体动力的项 Ｆｓ， 即

　 　
Ｆ ＝ － ρ ∂

∂ｔ∫Ｖ∞，１

ｖｄＶ ＋ Ｆｓ，

Ｆｓ ＝ － ρ∫
Ｓｂ
ｖｖ·ｎｄＳ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５４）

３．３　 匀速运动情况下的定常流体动力 Ｆｓ 分析
针对式（５３）中的 Ｆｓ，由于 ｇ１ 是关于ω 的函数，而有粘流场中存在涡，因此Ｆｓ 一般不为零，

与实际情况一致．对于无粘流场，本节将证明式（５４） 中的 Ｆｓ 在无粘流情况下等于零，从而与

ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 佯谬的结果一致，同时也说明 Ｌａｍｂ 的无粘流流体动力计算方法中忽视这一项并

不会产生负面后果．考虑到 ∫
Ｓ∞
ρｖｖ·ｎｄＳ 在 Ｓ∞ 距离物面足够远处趋于零［１４］，同时根据 Ｇａｕｓｓ 公

式可将 Ｆｓ 的表达式改写为

　 　 Ｆｓ ＝ ∫
Ｓｂ（ ｔ） ＋Ｓ∞ （ ｔ）

ρｖｖ·ｎｄＳ ＝ ρ∫
Ｖ∞

Ñ·（ｖｖ）ｄＶ ． （５５）

根据并矢的展开公式可知

　 　 Ñ·（ｖｖ） ＝ （ｖ·Ñ）ｖ ＋ （Ñ·ｖ）ｖ， （５６）
对不可压缩流体 Ñ·ｖ ＝ ０， 因此上式右边最后一项等于零，于是

　 　 Ñ·（ｖｖ） ＝ （ｖ·Ñ）ｖ ． （５７）
将矢量写成坐标列阵和基矢量组合的形式可以证明下面式子为恒等式

　 　 （ａ·Ñ）ｖ ＝ ａｘ Ñｖｘ ＋ ａｙ Ñｖｙ ＋ ａｚ Ñｖｚ － ａ × （Ñ× ｖ）， （５８）
分别令 ａ ＝ ｖ 可得

　 　 （ｖ·Ñ）ｖ ＝ Ñ（ｖ２ ／ ２） － ｖ × （Ñ× ｖ） ． （５９）
将上式代入式（５７）后再代入 Ｆｓ 的表达式可得

　 　 Ｆｓ ＝ ρ∫
Ｖ∞

Ñ（ｖ２ ／ ２）ｄＶ － ρ∫
Ｖ∞
ｖ × （Ñ× ｖ）ｄＶ， （６０）

对于上式右边的第一项，由于 ｖ２ ／ ２ 在整个空间上是单值函数，因此它的梯度在任意一条封闭
曲面上的积分等于零

　 　 ρ∮
Ｌ

Ñ（ｖ２ ／ ２）ｄ ｌ ＝ ρ∮
Ｌ
ｄ（ｖ２ ／ ２） ＝ ０． （６１）
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将积分区域 Ｖ∞（ ｔ） 划分为许多面，每个面又划分为许多宽度趋于无穷小的封闭曲线，则可证

明式（６０）的右边第一项为零，因此

　 　 Ｆｓ ＝ － ρ∫
Ｖ∞
ｖ × （Ñ× ｖ）ｄＶ ． （６２）

当运动体匀速运动时，对于无粘流的情况，流场中不存在涡， Ñ× ｖ ＝ ０，因此定常流体动力 Ｆｓ ＝
０， 因此 Ｌａｍｂ 的处理方法虽然遗漏了定常气动力，但不会导致错误．

４　 算 例 分 析

在准平衡假设下，根据式（５３）可以计算有粘流中的非定常气动力．式（５３）中与 Ｖｂ 有关的

部分根据 Ｗｕ 的建议，被积分函数中的 ｖ 取运动体上对应点的速度，因而是已知的［１４］，这里不

予进一步讨论．式（５３） 中的 Ｆｓ 属于定常气动力，因此仅讨论式（５３）中等号右端的第一项

　 　 Ｆｕ ＝ － ρ
２

∂
∂ｔ∫Ｖ∞，１

ｇ１ｄＶ， （６３）

注意到 Ｆｕ 与 ρ 成正比，不妨设 ρ ＝ １．２２５ ｋｇ ／ ｍ３ ．为了简化起见，这里仅讨论运动体作匀速直线

运动时的非定常阻力．运动体的外形是一个旋成椭球体，其长半轴长度为 １１．４４ ｍ，短半轴长度

为 ２．８６ ｍ ．计算中先采用 ＣＦＤ 方法可求得运动体速度分别为 ５，１０，１５，２０，２５ ｍ ／ ｓ 时的流场速

度，考虑到流场的对称性，采用二维网格仅计算一个经纬面上的流场以减小计算量．由于 ＣＦＤ
计算中采用的是非结构化网格，计算完成后采用插值的方法获得结构化网格上的流场速度值，
然后采用差分的方法获得流场的涡量 ω ＝ Ñ× ｖ ．最后根据公式

　 　 α′ ＝ ∫
Ｖ∞，１

ｇ１ｄＶ ＝ ∑ｇ１πｒｙｄＳ （６４）

可求得整个流场上的第一涡量矩之和．其中 ｇ１ ＝ ｒ × ω 是流场每一点上的涡量矩， ｄＳ是对应点

在经纬面上的微元面积，ｒｙ 是流场中对应点到对称轴的距离， πｒｙｄＳ 是对应点上的微元体积．
流场的第一涡量矩 α′ 的方向与运动体速度 ｖｂ 的方向一致， 其大小随运动体速度的变化曲线

如图 １ 所示，其中左图表示的曲线是层流时的结果，右图表示的是湍流时的结果，湍流采用 ｋ⁃ε
模型．从图中可以看出，无论是层流还是湍流，流场第一涡量矩的大小 α 均近似随运动体的速

度成线性变化，而且斜率几乎一致．通过曲线拟合的方法可知层流情况下的斜率为 ５０１ ｍ３，湍
流情况下的斜率为 ４８７ ｍ３，二者近似相等．这个结果并非说明流场的形态对气动力没有影响，
只能说对本文所选取的旋成椭球而言，流场形态对其非定常阻力系数影响不大．

根据上面求得的流场第一涡量矩大小与运动体速度大小的关系是

　 　 α ＝
５０１ｖｂ， ｌａｍｉｎａｒ ｆｌｏｗ，
４８７ｖｂ， ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ ．{ （６５）

由此可求得所对应的非定常气动力为

　 　 Ｆｕ ＝ － ρ
２

∂α
∂ｔ

＝
－ ５０１ρ

２
∂ｖｂ
∂ｔ

＝ － ３０７
ｄｖｂ
ｄｔ

， ｌａｍｉｎａｒ ｆｌｏｗ，

－ ４８７ρ
２

∂ｖｂ
∂ｔ

＝ － ２９８
ｄｖｂ
ｄｔ

， ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６６）

根据附加质量的定义式［１１］，层流时这个旋成椭球体沿长轴方向运动时所对应的附加质量为

ｍ１１，Ｌａ ＝ ３０７ ｋｇ，湍流时长轴方向所对应的附加质量是 ｍ１１，Ｔｕ ＝ ２９８ ｋｇ ．再根据附加质量系数的定

义 ｍ１１ ＝ ρＵｋ１１
［１１］ 可求得层流时的附加质量系数 ｋ１１，Ｌａ ＝ ０．６４，湍流时的附加质量系数为 ｋ１１，Ｔｕ ＝

０．６２，其中Ｕ ＝ ３９２ ｍ３ 为运动体的体积．这个结果表明，在考虑空气粘性的情况下， Ｆｕ 所对应的
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附加质量超过其本身质量的一半．按照 Ｗｕ 的做法， 运动体所占领空间上被积函数的速度用运

动体上对应点的速度来替换［１４］， 则式（５３）第一式等号右端第三项等于零， 第四项所对应的

附加质量等于飞艇质量的一半．与 Ｆｕ 所对应的附加质量抵消后，总附加质量系数仍可达 ０．１２～
０．１４ 左右，远远高出文献［１１］中所给出的无粘流结果 ０．０７８．说明有粘流和无粘流中的非定常

气动力是有较大区别的。 研究有粘流非定常气动力有一定的意义．

图 １　 层流与湍流情况下流场第一涡量矩与运动体速度之间的关系曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ １ｓｔ ｖｏｒｔｅｘ ｍｏｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｏｄｙ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｉｎ ｌａｍｉｎａｒ ａｎｄ ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ ｆｌｏｗｓ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

５　 结　 　 论

从本文的研究中可以得出如下结论：
１） 对于时变系统而言， 其输运方程和动量定理均与固定系统不同； 输运方程会多出一些

因边界运动速度与对应位置流体质点速度不同而产生的通量项； 动量定理不能表示为“系统

中流体动量（之和）的变化率等于合外力”， 而应该是“系统中的流体动量变化率之和等于合

外力”．
２） 若采用时变系统的输运方程来计算流体动力表达式中的导数项，可使得流体动力表达

式多出一个定常流体动力项，这将使结果在有粘流中更符合事实．
３） 若采用准平衡假设，则可追随 Ｌａｍｂ 的思想，根据定常流场计算有粘流场的非定常流体

动力系数．
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