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摘要：　 将经典的“纯波动的三阶单色单向 Ｓｔｏｋｅｓ 波理论”提升至“可包含环境均匀流效应的有限

水深五阶双色双向海洋表面波理论”．亦即，在已有三阶双色双波理论的基础上得到了自由表面位

移、速度势和非线性振幅色散关系的第四阶、第五阶显式表达式．从中，将居于核心地位的“双色双

向波的第五阶非线性振幅色散关系”又推广到“无穷多波中任意两两不同频率不同振幅相互作用

波的非线性振幅色散关系”．针对双色双向短峰波的典型特性，以若干个图表详加示之．
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引　 　 言

面对“有限水深抑或无穷水深”的海洋表面波的窄带非线性波动场，近两百年来以 Ｓｔｏｋｅｓ
波［１］及其发展理论［２⁃５］为代表．以此，即可对接基本的海洋宽带波湍流模式［４，６⁃８］ 以至于整个自

然界的波湍流理论［９⁃１１］———这就与普适的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学［１２］紧紧相连了．无疑，Ｓｔｏｋｅｓ 波在广阔

的海洋工程实践中发挥着不可或缺的基础性作用［４，１３］ ．
究其经典的 Ｓｔｏｋｅｓ 波理论［１］，却也显现出其本身固有的诸多局限性：“单调低阶”的“单色

单向三阶”———这就无法描述一幅实际的物理海洋图景．若是从“阶数”上看，可将“三阶”提升

至“五阶” ［１４］，但是“单色单向”未变．若是以“频率和方向”而论，可将 Ｓｔｏｋｅｓ 波扩展成“二阶双

色双向波” ［１５］或“二阶单向或多向波” ［１６］ 或“二阶单色双向短峰波［１７］ ”，抑或是“三阶单色双

向短峰波” ［１８⁃２０］甚或更高阶［２１］，再或是“三阶双色双向深水波” ［２２⁃２３］，以及“三阶三色共线性深

水波” ［２４］，那就渐渐显现了一种波浪场格局；如果将 Ｓｔｏｋｅｓ 波直接推广至“三阶双色双向有限

水深波” ［２５］乃至于“三阶三色三向有限水深波” ［２６］，那就展示了一派波浪场态势；倘若再将其

推进到目前尚未达至的状态———“五阶双色双向有限水深波”，那就较为真实地刻画出一个大

海洋面上波⁃波相互作用的物理本来面貌和属性．
基于此，本文特为之．
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１　 控制方程组、Ｔａｙｌｏｒ 级数展开和 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé 法

假定存在一个无黏、不可压缩的无旋波浪运动，可包含两列不同频率不同方向的双色双向

波动： ｍ波和 ｎ 波，并伴随一个环境均匀水平流动．据此，可建立一个直角坐标系统：ｘ 轴和 ｙ 轴

位于平均水平面（ｔｈｅ ｍｅａｎ ｗａｔｅｒ ｐｌａｎｅ，可简称为 ＭＷＰ）上， ｚ 轴垂直向上．于是，流体运动区域

可由海底常水深 ｚ ＝ － ｈ 和自由表面位移 ｚ ＝ ζ（ｘ，ｙ，ｔ） ≡ ζ（ｘ，ｔ） 所界定， 由无旋流动可引入一

个速度势函数为Φ（ｘ，ｚ，ｔ），垂直于 ｚ轴的均匀流动矢量为Ｕ，其中，ｔ为时间．由此，整个波⁃流相

互作用系统的控制方程组可表示为

　 　 Ñ２Φ ＋ ∂２Φ
∂ｚ２

＝ ０，　 　 － ｈ ≤ ｚ ≤ ζ（ｘ，ｔ）， （１）

　 　 ∂ζ
∂ｔ

－ ∂Φ
∂ｚ

＋ ÑΦ·Ñζ ＝ ０，　 　 ｚ ＝ ζ（ｘ，ｔ）， （２）

　 　 ∂Φ
∂ｔ

＋ ｇζ ＋ １
２

（ÑΦ） ２ ＋ ∂Φ
∂ｚ
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２
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û
úú ＝ Ｃ，　 　 ｚ ＝ ζ（ｘ，ｔ）， （３）

　 　 ∂Φ
∂ｚ

＝ ０，　 　 ｚ ＝ － ｈ ． （４）

其中， Ñ＝ ∂ ／ ∂ｘ，ｇ 为重力加速度，Ｃ 为保证坐标系原点总是位于 ＭＷＰ 上而设置的一个总的常

数，以此使得该方程在随后进行的摄动展开和 Ｔａｙｌｏｒ 展开中出现的各阶常数，均统统匹配于该

总常数相应分解的各阶常数，最终相互抵消，以不失于一般性．
为求解该非线性方程组，可对其实施奇异摄动理论中的 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé 法，以消除高阶

长期项：
　 　 ζ（ｘ，ｔ） ＝ εζ （１） ＋ ε ２ζ （２） ＋ ε ３ζ （３） ＋ ε ４ζ （４） ＋ ε ５ζ （５） ＋ …， （５）
　 　 Φ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ Ｕ·ｘ ＋ εΦ（１） ＋ ε ２Φ（２） ＋ ε ３Φ（３） ＋ ε ４Φ（４） ＋ ε ５Φ（５） ＋ …， （６）
　 　 τ ＝ ｔ［１ ＋ εω （１） ＋ ε ２ω （２） ＋ …］， ω ＝ ω （０）［１ ＋ εω （１） ＋ ε ２ω （２） ＋ …］ ． （７）

其中， ε 为引入的名义摄动参数．一旦获得某阶解后，可令 ε ＝ １．
对自由表面速度势在 ｚ ＝ ０ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，可将方程（２）和（３）的未知自由表面处

化为已知．据此，可得到各阶控制方程组：

　 　 Ñ２Φ（ ｉ） ＋ ∂２Φ（ ｉ）

∂ｚ２
＝ ０，　 　 　 　 － ｈ ≤ ｚ ≤ ０， （８）

　 　 Ｄζ （ ｉ）

Ｄτ
－ ∂Φ（ ｉ）

∂ｚ
＝ Ｅ（ ｉ），　 　 ｚ ＝ ０， （９）

　 　 ＤΦ（ ｉ）

Ｄτ
＋ ｇζ （ ｉ） ＝ Ｃ（ ｉ） ＋ Ｆ（ ｉ）， ｚ ＝ ０， （１０）

　 　 ∂Φ（ ｉ）

∂ｚ
＝ ０， ｚ ＝ － ｈ ． （１１）

其中， ｉ ＝ １，２，…，５，Ｄ ／ Ｄτ ＝ ∂ ／ ∂τ ＋ Ｕ·Ñ，Ｃ（０） ＝ Ｕ２ ／ ２，Ｃ（１） ＝ ０，Ｅ（１） ＝ Ｆ（１） ＝ ０．限于篇幅，Ｅ（ ｉ） 和

Ｆ（ ｉ）（ ｉ ＝ ２，３，４，５） 的表达式不再详述．

２　 五 阶 解

求解上述各阶方程组，即可依次得到各阶解．其中，第一、二、三阶解如同文献［２５⁃２６］之所
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述，不再给出．
２．１　 第四阶解

　 　 ζ （４） ＝ ［Ｇ４ｎ（Ａ４ｎｃｏｓ θ ４ｎ ＋ Ｂ４ｎｓｉｎ θ ４ｎ） ＋ Ｇ（４）
２ｎ （Ａ２ｎｃｏｓ θ ２ｎ ＋ Ｂ２ｎｓｉｎ θ ２ｎ）］ ＋ （ｎ → ｍ） ＋

　 　 　 　 Ｇｎ ±３ｍ（Ａｎ ±３ｍｃｏｓ θ ｎ ±３ｍ ＋ Ｂｎ ±３ｍｓｉｎ θ ｎ ±３ｍ） ＋ （ｎ↔ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｇ２ｎ ±２ｍ（Ａ２ｎ ±２ｍｃｏｓ θ ２ｎ ±２ｍ ＋ Ｂ２ｎ ±２ｍｓｉｎ θ ２ｎ ±２ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｇ（４）

ｎ ±ｍ（Ａｎ ±ｍｃｏｓ θ ｎ ±ｍ ＋ Ｂｎ ±ｍｓｉｎ θ ｎ ±ｍ）， （１２）
　 　 Φ（４） ＝ ［Ｆ４ｎ（Ａ４ｎｓｉｎ θ ４ｎ － Ｂ４ｎｃｏｓ θ ４ｎ）ｃｏｓｈ（κ ４ｎＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ（４）

２ｎ （Ａ２ｎｓｉｎ θ ２ｎ － Ｂ２ｎｃｏｓ θ ２ｎ）ｃｏｓｈ（κ ２ｎＺ）］ ＋ （ｎ → ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｆｎ ±３ｍ（Ａｎ ±３ｍｓｉｎ θ ｎ ±３ｍ － Ｂｎ ±３ｍｃｏｓ θ ｎ ±３ｍ）ｃｏｓｈ（κ ｎ ±３ｍＺ） ＋ （ｎ↔ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｆ２ｎ ±２ｍ（Ａ２ｎ ±２ｍｓｉｎ θ ２ｎ ±２ｍ － Ｂ２ｎ ±２ｍｃｏｓ θ ２ｎ ±２ｍ）ｃｏｓｈ（κ ２ｎ ±２ｍＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ（４）

ｎ ±ｍ（Ａｎ ±ｍｓｉｎ θ ｎ ±ｍ － Ｂｎ ±ｍｃｏｓ θ ｎ ±ｍ）ｃｏｓｈ（κ ｎ ±ｍＺ）， （１３）
　 　 ω ｎ ＝ ω （０）

ｎ ［１ ＋ εω （１）
ｎ ＋ ε ２ω （２）

ｎ ＋ ε ３ω （３）
ｎ ］ ＝

　 　 　 　 ω （０）
ｎ ［１ ＋ ε ２ω （２）

ｎ ］⇒ω （０）
ｎ ＋ ε ２ω （２）

ｎ ＝
　 　 　 　 ｋｎ·Ｕ ＋ ω １ｎ { １ ＋ ε ２［ｃ２ｎκ ２

ｎΩ（３）
ｎｎ ＋ ｃ２ｍκ ２

ｍΩ（３）
ｎｍ ］ } ， （ｎ↔ｍ） ． （１４）

其中，下标 ｎ 和 ｍ即分别表征 ｎ 波和 ｍ波；“⇒” 表示以其右端的 ω （２）
ｎ 取代左端的 ω （０）

ｎ ω （２）
ｎ ，但

ω （０）
ｎ 保持不变，以此与文献［２５⁃２６］ 的规定保持一致．在第五阶中存在相应的表示．除非特别明

示，后续的 ω （２）
ｎ 皆指右端的 ω （２）

ｎ ．（ｎ→ｍ） 表示以ｍ取代“前项” 或“前面一个或多个方程” 中

的 ｎ而得到的项或方程；（ｎ↔ｍ） 则表示在“前项” 或“前面一个或多个方程” 中进行“ｎ与ｍ的

互换” 而得到的项或方程；Ｇ（４）
２ｎ 表示该项属于第四阶，以有别于 Ｇ２ｎ ，其余以及后续的类似表达

式可作相应的解释．在某一完整独立项中出现的若干上下层符号“±，∓”，可以下例表示其意：
　 　 ± （Ｆｎ ±ｍ ∓ Ｆｎ∓ｍ ＋ Ｇｎ ±ｍ） ＝ （Ｆｎ＋ｍ － Ｆｎ－ｍ ＋ Ｇｎ＋ｍ） － （Ｆｎ－ｍ ＋ Ｆｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ） ．

须注意：第二阶的系数 Ａｎ ±ｍ 和 Ｂｎ ±ｍ，以及第三阶色散关系中的 Ω（３）
ｎｎ 和 Ω（３）

ｎｍ 可参见文献［２５⁃２６］ ．
同样，由于篇幅所限，各个传递函数 Ｇ，Ｆ 和其它符号的详细表达式，以及其第五阶相应的传递

函数和其它符号的详细表达式不再赘述．另外，

　 　

θ ｎ ＝ ω （０）
ｎ τ － ｋｎ·ｘ ＝ ω ｎ ｔ － ｋｎ·ｘ， （ｎ → ｍ），

ω （０）
ｎ ＝ ｋｎ·Ｕ ＋ ｇｋｎ ｔａｎｈ（κ ｎｈ） ≡ ｋｎ·Ｕ ＋ ω １ｎ， （ｎ → ｍ），

κ ｎ ＝ ｋｎ ＝ ｋ２
ｎｘ ＋ ｋ２

ｎｙ ， （ｎ → ｍ），
Ｚ ＝ ｚ ＋ ｈ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１５）

　 　
θ ２ｎ ＝ ２θ ｎ， θ ４ｎ ＝ ４θ ｎ； （ｎ → ｍ）；θ ｎ ±３ｍ ＝ θ ｎ ± ３θｍ， （ｎ↔ｍ），
θ ２ｎ ±２ｍ ＝ ２θ ｎ ± ２θｍ， θ ｎ ±ｍ ＝ θ ｎ ± θｍ，

{ （１６）

　 　
κ ２ｎ ＝ ２ｋｎ ＝ ２κ ｎ， κ ４ｎ ＝ ４ｋｎ ＝ ４κ ｎ； （ｎ → ｍ），
κ ｎ ±３ｍ ＝ ｋｎ ± ３ｋｍ ， （ｎ↔ｍ）； κ ２ｎ ±２ｍ ＝ ２ｋｎ ± ２ｋｍ ， κ ｎ ±ｍ ＝ ｋｎ ± ｋｍ ，{ （１７）

　 　 Ａ４ｎ ＝ １
ｈ
（Ａ２

２ｎ － Ｂ２
２ｎ）， Ｂ４ｎ ＝ ２

ｈ
Ａ２ｎＢ２ｎ； （ｎ → ｍ）， （１８）

　 　 Ａｎ ±３ｍ ＝
Ａ２ｍＡｎ ±ｍ ∓ Ｂ２ｍＢｎ ±ｍ

ｈ
， Ｂｎ ±３ｍ ＝

Ａ２ｍＢｎ ±ｍ ± Ｂ２ｍＡｎ ±ｍ

ｈ
； （ｎ↔ｍ）， （１９）

　 　 Ａ２ｎ ±２ｍ ＝
Ａ２

ｎ ±ｍ － Ｂ２
ｎ ±ｍ

２ｈ
， Ｂ２ｎ ±２ｍ ＝

Ａｎ ±ｍＢｎ ±ｍ

ｈ
， （２０）
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　 　 ｃ２ｎ ＝ ａ２
ｎ ＋ ｂ２

ｎ， （ｎ → ｍ） ． （２１）
其中， ａｎ 和 ｂｎ 为自由表面位移的第一阶振幅，式（１８）、（１９）右端的各个量 Ａ和 Ｂ， 皆为第二阶

系数［２５⁃２６］ ．
２．２　 第五阶解

　 　 ζ （５） ＝ ［Ｇ５ｎ（Ａ５ｎｃｏｓ θ ５ｎ ＋ Ｂ５ｎｓｉｎ θ ５ｎ） ＋ Ｇ（５）
３ｎ （Ａ３ｎｃｏｓ θ ３ｎ ＋ Ｂ３ｎｓｉｎ θ ３ｎ）］ ＋ （ｎ → ｍ） ＋

　 　 　 　 ［Ｇｎ ±４ｍ（Ａｎ ±４ｍｃｏｓ θ ｎ ±４ｍ ＋ Ｂｎ ±４ｍｓｉｎ θ ｎ ±４ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｇ２ｎ ±３ｍ（Ａ２ｎ ±３ｍｃｏｓ θ ２ｎ ±３ｍ ＋ Ｂ２ｎ ±３ｍｓｉｎ θ ２ｎ ±３ｍ） ＋
　 　 　 　 Ｇ（５）

ｎ ±２ｍ（Ａｎ ±２ｍｃｏｓ θ ｎ ±２ｍ ＋ Ｂｎ ±２ｍｓｉｎ θ ｎ ±２ｍ）］ ＋ （ｎ↔ｍ）， （２２）
　 　 Φ（５） ＝ ［Ｆ５ｎ（Ａ５ｎｓｉｎ θ ５ｎ － Ｂ５ｎｃｏｓ θ ５ｎ）ｃｏｓｈ（κ ５ｎＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ（５）

ｎ （ａｎｓｉｎ θ ｎ － ｂｎｃｏｓ θ ｎ）ｃｏｓｈ（κ ｎＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ（５）

３ｎ （Ａ３ｎｓｉｎ θ ３ｎ － Ｂ３ｎｃｏｓ θ ３ｎ）ｃｏｓｈ（κ ３ｎＺ）］ ＋ （ｎ → ｍ） ＋
　 　 　 　 ［Ｆｎ ±４ｍ（Ａｎ ±４ｍｓｉｎ θ ｎ ±４ｍ － Ｂｎ ±４ｍｃｏｓ θ ｎ ±４ｍ）ｃｏｓｈ（κ ｎ ±４ｍＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ２ｎ ±３ｍ（Ａ２ｎ ±３ｍｓｉｎ θ ２ｎ ±３ｍ － Ｂ２ｎ ±３ｍｃｏｓ θ ２ｎ ±３ｍ）ｃｏｓｈ（κ ２ｎ ±３ｍＺ） ＋
　 　 　 　 Ｆ（５）

ｎ ±２ｍ（Ａｎ ±２ｍｓｉｎ θ ｎ ±２ｍ － Ｂｎ ±２ｍｃｏｓ θ ｎ ±２ｍ）ｃｏｓｈ（κ ｎ ±２ｍＺ）］ ＋ （ｎ↔ｍ）， （２３）
　 　 ω ｎ ＝ ω （０）

ｎ ［１ ＋ ε ２ω （２）
ｎ ＋ ε ４ω （４）

ｎ ］⇒ω （０）
ｎ ＋ ε ２ω （２）

ｎ ＋ ε ４ω （４）
ｎ ＝

　 　 　 　 ｋｎ·Ｕ ＋ ω １ｎ { １ ＋ ε ２［ｃ２ｎκ ２
ｎΩ（３）

ｎｎ ＋ ｃ２ｍκ ２
ｍΩ（３）

ｎｍ ］ ＋
　 　 　 　 ε ４［ｃ４ｎκ ４

ｎΩ（５）
ｎｎ ＋ ｃ４ｍκ ４

ｍΩ（５）
ｍｍ ＋ ｃ２ｎｃ２ｍΩ（５）

ｎｍ ］ } ，（ｎ↔ｍ） ． （２４）
其中， Ａ３ｎ 和 Ｂ３ｎ，以及 Ａｎ ±２ｍ 和 Ｂｎ ±２ｍ， 皆为第三阶系数［２５⁃２６］ ．并且

　 　
θ ５ｎ ＝ ５θ ｎ，θ ３ｎ ＝ ３θ ｎ；（ｎ → ｍ），
θ ｎ ±４ｍ ＝ θ ｎ ± ４θｍ， θ ２ｎ ±３ｍ ＝ ２θ ｎ ± ３θｍ， θ ｎ ±２ｍ ＝ θ ｎ ± ２θｍ；（ｎ↔ｍ），{ （２５）

　 　
κ ５ｎ ＝ ５ｋｎ ＝ ５κ ｎ， κ ３ｎ ＝ ３ｋｎ ＝ ３κ ｎ；（ｎ → ｍ），
κ ｎ ±４ｍ ＝ ｋｎ ± ４ｋｍ ， κ ２ｎ ±３ｍ ＝ ２ｋｎ ± ３ｋｍ ， κ ｎ ±２ｍ ＝ ｋｎ ± ２ｋｍ ；（ｎ↔ｍ），{ （２６）

　 　 Ａ５ｎ ＝
ａｎ（ａ４

ｎ － １０ａ２
ｎｂ２

ｎ ＋ ５ｂ４
ｎ）

４ｈ４ ， Ｂ５ｎ ＝
ｂｎ（５ａ４

ｎ － １０ａ２
ｎｂ２

ｎ ＋ ｂ４
ｎ）

４ｈ４ ； （ｎ → ｍ）， （２７）

　 　 Ａｎ ±４ｍ ＝
ａｎ（ａ４

ｍ － ６ａ２
ｍｂ２

ｍ ＋ ｂ４
ｍ） ± ４ｂｎａｍｂｍ（ｂ２

ｍ － ａ２
ｍ）

４ｈ４ ， （ｎ↔ｍ）， （２８）

　 　 Ｂｎ ±４ｍ ＝
ｂｎ（ａ４

ｍ － ６ａ２
ｍｂ２

ｍ ＋ ｂ４
ｍ） ± ４ａｎａｍｂｍ（ａ２

ｍ － ｂ２
ｍ）

４ｈ４ ， （ｎ↔ｍ）， （２９）

　 　 Ａ２ｎ ±３ｍ ＝
ａｍ（ａ４

ｎ － ６ａ２
ｎｂ２

ｎ ＋ ｂ４
ｎ） ± ４ｂｍａｎｂｎ（ｂ２

ｎ － ａ２
ｎ）

４ｈ４ ， （ｎ↔ｍ）， （３０）

　 　 Ｂ２ｎ ±３ｍ ＝
ｂｍ（ａ４

ｎ － ６ａ２
ｎｂ２

ｎ ＋ ｂ４
ｎ） ± ４ａｍａｎｂｎ（ａ２

ｎ － ｂ２
ｎ）

４ｈ４ ， （ｎ↔ｍ）， （３１）

　 　 Ω（５）
ｎｎ ＝ １

８ １９２［２ ＋ ３ｃｏｓｈ（κ ２ｎｈ）］ ｓｉｎｈ１０（κ ｎｈ）
［１３ ７０４ ＋

　 　 　 　 ２０ １８８ｃｏｓｈ（κ ２ｎｈ） ＋ ８ ７１３ｃｏｓｈ（κ ４ｎｈ） ＋ １ ４６４ｃｏｓｈ（κ ６ｎｈ） ＋
　 　 　 　 ５１２ｃｏｓｈ（κ ８ｎｈ） ＋ １１６ｃｏｓｈ（κ ８ｎｈ） ＋ １５ｃｏｓｈ（κ １２ｎｈ）］， （３２）

　 　 Ω（５）
ｍｍ ＝

ｃｏｓｈ（κ ４ｍｈ） ＋ ２４ｃｏｓｈ（κ ２ｍｈ） － １３
２５６ｓｉｎｈ４（κｍｈ）

， （３３）
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　 　 Ω（５）
ｎｍ ＝

（ｋｎ·ｋｍ）（Ｇｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ）
８ｈ２ω １ｍ

{ ｇｈ
ω １ｎω １ｍ

［ω １ｎ（κ ２
ｍ － κ ２

ｎ） － ω １ｍ（ｋｎ·ｋｍ）］ －

　 　 　 　 ［κ ｎ＋ｍＦｎ＋ｍｓｉｎｈ（κ ｎ＋ｍｈ） － κ ｎ－ｍＦｎ－ｍｓｉｎｈ（κ ｎ－ｍｈ）］ ＋

　 　 　 　 ｇ
ω ２

１ｍω １ｎ

é

ë

ê
ê

ｇｋｎ·ｋｍ ＋
ω ３

１ｎω １ｍ

ｇ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｇｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ） ＋

　 　 　 　 Ｆｎ ±ｍ（ω ｎ ±ｍ（ｋｎ·ｋｍ ± κ ２
ｎ） ∓ ω １ｎκ ２

ｎ ±ｍ）ｃｏｓｈ（κ ｎ ±ｍｈ）
ù

û

ú
ú } ＋

　 　 　 　 １
３２ｈ２ω １ｎ

{ １６κ ３
ｎＦ２ｎ（Ｇｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ）ｓｉｎｈ（κ ２ｎｈ） ＋

　 　 　 　 κ ４
ｎｈＦｎ［２Ｇ２ｎ ＋ １２（Ｇｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ） ＋ κ ｎｈ］ｃｏｓｈ（κ ｎｈ） －

　 　 　 　 １２κ ２
ｎω １ｎ［４（Ｇ２

ｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ＋ｍＧｎ－ｍ ＋ Ｇ２
ｎ－ｍ） ＋ ２（Ｇｍ＋２ｎ ＋ Ｇｍ－２ｎ） ＋ κ ２

ｎｈ２］ ＋
　 　 　 　 ２κ ２

ｍｈＦｍ（ｋｎ·ｋｍ）（２Ｇ２ｎ ＋ ３Ｇｎ＋ｍ ＋ ３Ｇｎ－ｍ）ｃｏｓｈ（κｍｈ） －
　 　 　 　 ２ω １ｍ（ｋｎ·ｋｍ）［２Ｇ２ｎ（Ｇｎ＋ｍ ＋ Ｇｎ－ｍ） ＋ ２（Ｇｍ＋２ｎ ＋ Ｇｍ－２ｎ） ＋ ｈ２κ ２

ｍ］ } ＋

　 　 　 　 １
１６ｈ３ω １ｎ

{ ［４（２κ ２
ｎ ±ｍ － ２κ ２

ｍ ∓ ３ｋｎ·ｋｍ）Ｇｎ ±ｍＦｍ ±２ｎｃｏｓｈ（κｍ ±２ｎｈ） ±

　 　 　 　 ２κｍ ±２ｎｈ（２κ ２
ｎ ±ｍ － ２κ ２

ｍ ∓ ３ｋｎ·ｋｍ）Ｆｍ ±２ｎｓｉｎｈ（κｍ ±２ｎｈ）］ ＋
　 　 　 　 ２κ ｎ ±ｍｈＦｎ ±ｍ［（κ ２

ｎ∓ｍ － κ ２
ｍ ± ３ｋｎ·ｋｍ）Ｇ２ｎ ＋

　 　 　 　 ４（κ ２
ｎ ± ｋｎ·ｋｍ）Ｇｎ ±ｍ ＋ ２（κ ２

ｎ ±ｍ － κ ２
ｍ ∓ ｋｎ·ｋｍ）Ｇｎ∓ｍ］ｓｉｎｈ（κ ｎ ±ｍｈ） ＋

　 　 　 　 Ｆｎ ±ｍ［κ ２
ｎ ±ｍｈ２（κ ２

ｎ ±ｍ ＋ ２κ ２
ｎ － κ ２

ｍ ± ｋｎ·ｋｍ） ＋
　 　 　 　 ４（κ ２

ｎ∓ｍ － κ ２
ｍ ± ３ｋｎ·ｋｍ）Ｇｍ ±２ｎ］ｃｏｓｈ（κ ｎ ±ｍｈ） } ． （３４）

如前所述，各个传递函数 Ｇ 和 Ｆ 以及其它符号的详细表达式不再陈述．
由上述第四、五阶解，再加之先前得到的第一、二、三阶解［２５⁃２６］，即构成双色双向海洋表面

波有限水深的五阶解．对其取无限水深极限，即可得相应的深水波五阶解．至于相应的浅水波

五阶解，那将有赖于由 ３ 个水波长度（波幅、波长、水深）组合成的无量纲 Ｕｒ 参数的不同而变得

丰富多样，这将大大不同于传统的 Ａｉｒｙ 理论、Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 理论［２７］ 及其扩展的高阶情形［４，２８］，只
能以后再和盘托出．

３　 非线性振幅色散关系的拓展

水波属于色散波，其核心就在于非线性振幅色散关系．本文的五阶色散关系即由第一阶线

性色散关系和随后的第二、三、四、五阶非线性振幅色散关系构成．从中不难发现：第一、三、五
阶色散关系存在，第二、四阶色散关系却是不存在，或均归于 ０．这是否可推而广之而成为一条

惯例或法则呢？ 即曰：海洋表面波的奇数阶色散关系存在，但偶数阶色散关系不存在．
如果关注第三、五阶色散关系式（３４），体察其分门别类的构造

　 　
ω （２）

ｎ ＝ ω １ｎ［ｃ２ｎκ ２
ｎΩ（３）

ｎｎ ＋ ｃ２ｍκ ２
ｍΩ（３）

ｎｍ ］，

ω （４）
ｎ ＝ ω １ｎ［ｃ４ｎκ ４

ｎΩ（５）
ｎｎ ＋ ｃ４ｍκ ４

ｍΩ（５）
ｍｍ ＋ ｃ２ｎｃ２ｍΩ（５）

ｎｍ ］ ．{ （３５）

便不难发现：１） 第三阶色散关系 ω （２）
ｎ 由两项组成，第 １ 项的核心乃 Ω（３）

ｎｎ ，表示 ｎ 波的自我相互

作用；第２项的核心乃Ω（３）
ｎｍ ，表示 ｎ波与ｍ波的相互作用．那么，ｎ波与第 ３ 种波乃至其它千千万

万的波又何尝不是呢［２５⁃２６］？ ２） 第五阶色散关系 ω （４）
ｎ 由３项组成，前两项分别以Ω（５）

ｎｎ 和Ω（５）
ｍｍ 为

６７４ 五阶双色双向海洋表面波理论



核心，自是表示它们各个的自我相互作用．由于均要乘一个因子ω １ｎ，便使得第２项ω １ｎΩ（５）
ｍｍ 涉及

其它波动．至于第 ３ 项的核心 Ω（５）
ｎｍ ， 即告知牵扯到两种波，那就可推想到许许多多波相互作用

了．基于此，可将五阶双色双向海洋表面波的非线性振幅色散关系推广至无穷多个波：

　 　 ω ｎ ＝ ｋｎ·Ｕ ＋ ω １ｎ { １ ＋ ε ２
é

ë

ê
ê
ｃ２ｎκ ２

ｎΩ（３）
ｎｎ ＋ ∑

¥

ｍ ＝ １
ｍ≠ｎ

ｃ２ｍκ ２
ｍΩ（３）

ｎｍ

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ε ４
é

ë

ê
ê
ｃ４ｎκ ４

ｎΩ（５）
ｎｎ ＋ ∑

¥

ｍ ＝ １
ｍ≠ｎ

ｃ４ｍκ ４
ｍΩ（５）

ｍｍ ＋ ∑
¥

ｍ ＝ １
ｍ≠ｎ

ｃ２ｎｃ２ｍΩ（５）
ｎｍ

ù

û

ú
ú } ， （ｎ↔ｍ） ． （３６）

４　 图 表 示 例

本文所建理论自成一个由第一阶直至第五阶的完整体系，关乎“一个变量一种阶数一组

数据”的精确到位和走向趋势，可以图表明确示之，作为将来的检验凭据．为此，采用一组典型

的双色短峰波数据［２５］：
　 　 ｈ ＝ １０ ｍ， ω ｎ ＝ ２π × ０．１５ ｓ －１， ａｎ ＝ １．３ ｍ， φ ｎ ＝ １０°，
　 　 ωｍ ＝ ２π × ０．１０ ｓ －１， ａｍ ＝ １．０ ｍ ，φｍ ＝ － １０°，

其中

　 　 ｋｎ ＝ κ ｎ（ｃｏｓ φ ｎ，ｓｉｎ φ ｎ）， ｋｍ ＝ κｍ（ｃｏｓ φｍ，ｓｉｎ φｍ） ．
据此，可演算出一系列关于“自由表面位移、速度势、波数”的特定数值，如表 １ 所示．由此，可描

画出在 ｔ ＝ ０ 时如图 １ 所示的由图 １（ａ） ～ （ｅ）所构成的 ３ 种图形：１） 图 １（ａ）、（ｂ）、（ｃ）依次给

出“一阶、三阶、五阶”的自由表面位移透视图，愈来愈显示出局部的精细特征．因为对于庞大的

海洋工程造价而言，这将意味着什么？ ２） 图 １（ｄ）描画了沿着中心线 （ｙ ＝ ０） 的“一阶、三阶、
五阶”的自由表面位移：对于波谷而言，“一阶”处于最低端，“三阶”次之，“五阶”尤次之；对于

波峰来说，其情形却恰恰相反，“五阶”上升至最顶端， “一阶”垫底．亦即：阶数越高越是“峰高

谷浅”．３） 图 １（ｅ）给出在中心点处沿着 ｘ轴的分量速度 ｕ的“一阶、三阶、五阶” 剖面图：在同一

高度 ｚ 处，“一阶”最小，“三阶”较大，“五阶”最大．在 ｕ 的一般定值下，却是“一阶” 上升至顶

端，“五阶” 下降到最低处．对于沿着 ｙ 轴的分量速度 ｖ， 同样如此．
表 １　 一组典型的“有限水深五阶双色短峰波数值”

Ｔａｂｌｅ １　 Ａ ｓｅｔ ｏｆ ｔｙｐｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｂｉｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｓｈｏｒｔ⁃ｃｒｅｓｔｅｄ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｄｅｐｔｈ

ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ
Ｆｎ 　 －６．５７８ １４ κ ｎ 　 ０．１０７ ３７

Ｆｍ 　 －１３．２９５ ４０ κｍ 　 ０．０６５ １４

Ｇ２ｎ 　 ２．５７７ ２２ Ｆ２ｎ 　 －２．４５４ ９１

Ｇ２ｍ 　 ４．６３５ ４６ Ｆ２ｍ 　 －１９．０６３ ３０

Ｇｎ＋ｍ 　 ３．１３２ ００ Ｆｎ＋ｍ 　 －６．４４９ ９１ κ ｎ＋ｍ 　 ０．１７０ ０４７

Ｇｎ－ｍ 　 －１．４０６ ００ Ｆｎ－ｍ 　 ３２．３６５ ７０ κ ｎ－ｍ 　 ０．０５１ ２５３ ９

Ｇ３ｎ 　 ３．５５７ １５ Ｆ３ｎ 　 －０．１１８ １１５

Ｇ３ｍ 　 ９．３７０ ７２ Ｆ３ｍ 　 －１０．７０３ ５０

Ｇｎ＋２ｍ 　 １７．６３３ ３０ Ｆｎ＋２ｍ 　 －８．０４４ ５５ κ ｎ＋２ｍ 　 ０．２３４ ０７３

Ｇｎ－２ｍ 　 －２．０７５ ３０ Ｆｎ－２ｍ 　 －６５．７１８ ６１ κ ｎ－２ｍ 　 ０．０４７ ０３２ ４

Ｇｍ＋２ｎ 　 １２．８６３ ６０ Ｆｍ＋２ｎ 　 －１．９５８ ２０ κｍ＋２ｎ 　 ０．２７６ ８４９

Ｇｍ－２ｎ 　 －４．８９４ ６０ Ｆｍ－２ｎ 　 －１４．８８４ １０ κｍ－２ｎ 　 ０．１５５ １３７
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　 　 续表 １

ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ
Ｆ（３）

ｎ 　 ０．１５８ ４０

Ｆ（３）
ｍ 　 ０．４２６ ７０

Ｇ４ｎ 　 ９．６９８ ３４ Ｆ４ｎ 　 ０．１６１ ６６９

Ｇ４ｍ 　 ４７．４５２ ７０ Ｆ４ｍ 　 －２０．５６９ ００

Ｇｎ＋３ｍ 　 ２５．１２５ ４０ Ｆｎ＋３ｍ 　 －１１．３２４ ０３ κ ｎ＋３ｍ 　 ０．２９８ ５８２

Ｇｎ－３ｍ 　 －８．４４６ ８０ Ｆｎ－３ｍ 　 －７９．７４１ ２０ κ ｎ－３ｍ 　 ０．１０１ ４０８

Ｇｍ＋３ｎ 　 ３０．１４５ ６０ Ｆｍ＋３ｎ 　 －７．８３９ ５１１ κｍ＋３ｎ 　 ０．３８３ ９６８

Ｇｍ－３ｎ 　 －７０．２３５ ７０ Ｆｍ－３ｎ 　 －１６．５５２ ５８ κｍ－３ｎ 　 ０．２６１ ８４８

Ｇ２ｎ＋２ｍ 　 ５５．４４７ ３０ Ｆ２ｎ＋２ｍ 　 －３９．５８４ ２７

Ｇ２ｎ－２ｍ 　 －３２．７７３ ３０ Ｆ２ｎ－２ｍ 　 １５６．９０５ ２１

Ｇ（４）
２ｎ 　 ０．２６８ ４０ Ｆ（４）

２ｎ 　 ０．７７５ ４４

Ｇ（４）
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（ａ） 一阶的自由表面位移透视图 （ｂ） 三阶的自由表面位移透视图 （ｃ） 五阶的自由表面位移透视图

（ａ） Ａ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ａ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ａ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌｅｖａｔｉｏｎｓ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌｅｖａｔｉｏｎｓ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌｅｖａｔｉｏｎｓ
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（ｄ） 沿中心线 ｙ ＝ ０ 的自由表面位移： 一阶理论（虚线），三阶理论（细实线），五阶理论 （粗实线）
（ｄ） Ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌｅｖａｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｌｉｎｅ ｙ ＝ ０ ： １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅ），

３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ ｔｈｉｎ ｒｅａｌ ｌｉｎｅ）， ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ ｔｈｉｃｋ ｒｅａｌ ｌｉｎｅ）

（ｅ） 在中心点 （ｘ，ｙ） ＝ （０，０） 处的速度 ｕ 剖面图：一阶理论（虚线），三阶理论（细实线），五阶理论（粗实线）
（ｅ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｉｎｔ （ｘ，ｙ） ＝ （０，０） ： １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅ），

３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ ｔｈｉｎ ｒｅａｌ ｌｉｎｅ）， ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ （ ｔｈｉｃｋ ｒｅａｌ ｌｉｎｅ）
图 １　 有限水深双色短峰波的五阶解

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｂｉｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｓｈｏｒｔ⁃ｃｒｅｓｔｅｄ ｗａｖｅ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｄｅｐｔｈ

（ａ） 共线性相互作用： φ ｎ ＝ φｍ ＝ ０° （ｂ） 短峰波相互作用： φ ｎ ＝ ３０°， φｍ ＝ － ３０°

（ａ） Ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ： φ ｎ ＝ φｍ ＝ ０° （ｂ） Ｓｈｏｒｔ⁃ｃｒｅｓｔｅｄ ｗａｖｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ： φ ｎ ＝ ３０°， φｍ ＝ － ３０°

图 ２　 双色短峰波相互作用的振幅色散函数 Ω（３）
ｎｍ （虚线）和 Ω（５）

ｎｍ （实线）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ω（３）
ｎｍ （ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ Ω（５）

ｎｍ （ｒｅａｌ ｌｉｎｅ）

ｆｏｒ ｂｉｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｓｈｏｒｔ⁃ｃｒｅｓｔｅｄ ｗａｖｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ
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　 　 在第三阶、第五阶色散关系中能够表征“任意两两不同波相互作用”的核心项分别为 Ω（３）
ｎｍ

和 Ω（５）
ｎｍ ，其必随着“水深” 或“波数” 之“ｈκ ｎ 和 ｈκｍ” 的不同而发生波及整个波态的演化．为此，

同样假设 ｋｎ ＝ κ ｎ（ｃｏｓ φ ｎ，ｓｉｎ φ ｎ），ｋｍ ＝ κｍ（ｃｏｓ φｍ，ｓｉｎ φｍ）， 并且选取两种特殊情形：（ａ） 共线

性相互作用： φ ｎ ＝ φｍ ＝ ０°； （ｂ） 短峰波相互作用： φ ｎ ＝ ３０°，φｍ ＝ － ３０° ．以此构造图 ２（以 ｈκ ｎ

和 ｈκｍ 为自变量（波数矢量的定义：ｋｎ ＝ κ ｎ（ｃｏｓ φ ｎ，ｓｉｎ φ ｎ），ｋｍ ＝ κｍ（ｃｏｓ φｍ，ｓｉｎ φｍ））） ．从中不

难发现：无论居于何种作用状态下，Ω（３）
ｎｍ 和 Ω（５）

ｎｍ 的最大值均发生在 ｈκｍ ＜ ｈκ ｎ 处．此即意味着

“浅水波或长波” 对 ω ｎ 的贡献要强于“深水波或短波” ．在 ｈκ ｎ 值一定的情况下，若要 Ω（５）
ｎｍ 和

Ω（３）
ｎｍ 取同样的值，则前者所要求的 ｈκｍ 值就要比后者的大，即比较短的波．在 ｈκｍ 值一定的情况

下，情形却恰恰相反．

５　 结　 　 论

依照目前 Ｓｔｏｋｅｓ 波理论的研究格局、水准，并考虑到其与普适的波湍流理论［４，６⁃１１］和 Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 力学［１２］的内在基本关系，以及反观 Ｓｔｏｋｅｓ 波理论在全球愈演愈烈的海洋（尤其深水海洋）
工程实践活动中所发挥出来的广泛持久的效力，本文特将“经典、纯波的三阶单色单向 Ｓｔｏｋｅｓ
波理论”大幅度地提升至“现代、可包含环境均匀流效应的五阶双色双向波理论”．亦即给出了

最为基本的“五阶之自由表面位移、速度势和非线性振幅色散关系”的显式表达式，又进一步

得到处于核心支配地位而不受制于双波运动的“无穷多波中任意两两不同频率不同振幅相互

作用的五阶波非线性振幅色散关系”．
凭此，一个新型海洋水波基础理论平台已经搭建和构筑．其效能，其适用性，只得期待于未

来的精当物理海洋实验和广泛海洋工程实践的论证和验收了．
可以预测，从海洋波湍流理论出发亦可得出一种类似但更为精致、准确并且最为重要之

“对称” ［７⁃１１，２９ ］的“五阶双色双向波理论”．这就有赖于又一番漫长繁杂的探索和比较工作．
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２８４ 五阶双色双向海洋表面波理论
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