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摘要：　 利用动力系统方法，对耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的定性行为和行波解进行了研究．基
于这种方法，给出了系统在不同参数条件下的相图，得到了包括孤立波解和周期波解在内的行波

解．运用数值模拟的方法，对方程的光滑孤立波解和周期波解进行了数值模拟．获得的结果完善了

相关文献已有的研究成果．
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引　 　 言

非线性波动方程行波解的研究是非线性物理模型研究的重要组成部分．非线性波动方程

可以广泛地用来描述应用科学领域各种复杂的物理现象，例如固体力学、浅水波的传播、波和

化学扩散模型、流体力学、生物物理学、Ｈｉｇｇｓ 机制、量子场理论等．然而，求解非线性波动方程

一直是一个难题和研究热点．许多研究人员一直试图寻找求解方法，去解决这个难题．近年来，
随着科研水平的不断进步，一些求解方法被提出来了，例如首次积分法［１⁃２］、ｔａｎｈ 函数法［３］、Ｊａ⁃
ｃｏｂｉ（雅可比）椭圆函数展开法［４］ 等．其中，动力系统方法是一种较为有效的方法，应用到很多

数学物理模型并得到了一些有价值的研究结果［５⁃８］ ．
本文将进一步运用动力系统方法研究下面两个方程的定性行为和行波解［９］：
１） 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程

　 　
ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋｜ ｕ ｜ ２ｕ － ２ｕｖ ＝ ０，

ｖｔｔ ＋ ｖｘｘ － （ ｜ ｕ ｜ ２） ｘｘ ＝ ０ ．{ （１）

２） Ｍａｃｃａｒｉ 系统

　 　
ｉｕｔ ＋ ｕｘｘ ＋ ｕｖ ＝ ０，

ｖｘ ＋ ｖｙ ＋ （ ｜ ｕ ｜ ２） ｘ ＝ ０ ．{ （２）
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令 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｉηＵ（ξ），ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｖ（ξ），在这里，η ＝ ｐｘ ＋ ｒｔ，ξ ＝ ｘ ＋ ｃｔ，ｐ，ｒ 和 ｃ是行波参数．其
中， ｒ 和 ｃ 表示波速．将其代入到方程（１）中，有

　 　
（ｃ２ － １）Ｕ″ ＋ （ｐ２ － ｒ２）Ｕ － ２ＵＶ ＋ Ｕ３ ＝ ０，
（ｃ２ ＋ １）Ｖ″ － （Ｕ２） ″ ＝ ０ ．{ （３）

对式（３）的第 ２ 个方程积分两次（令积分常数为 ０），有

　 　 Ｖ ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

Ｕ２ ． （４）

将式（４）代入到式（３）的第 １ 个方程，有
　 　 （ｃ４ － １）Ｕ″ ＋ （ｃ２ ＋ １）（ｐ２ － ｒ２）Ｕ ＋ （ｃ２ － １）Ｕ３ ＝ ０． （５）

令 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｅｉηＵ（ξ），ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｖ（ξ），在这里，η ＝ ｋｘ ＋ ｌｙ ＋ ｍｔ，ξ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ，ｋ，ｌ，ｍ和 ω是

行波参数，其中，ｍ 和 ω 表示波速．将其代入到方程（２）中，有

　 　
Ｕ″ － （ｍ ＋ ｋ２）Ｕ ＋ ＵＶ ＝ ０，
（ω ＋ １）Ｖ′ ＋ （Ｕ２） ′ ＝ ０ ．{ （６）

对式（６）的第 ２ 个方程积分两次（令积分常数为 ０），有

　 　 Ｖ ＝ － １
ω ＋ １

Ｕ２ ． （７）

将式（７）代入到式（６）的第 １ 个方程，有
　 　 （ω ＋ １）Ｕ″ － （ω ＋ １）（ｍ － ｋ２）Ｕ － Ｕ３ ＝ ０． （８）

显然，式（５）和（８）等价于下面的二维动力系统：

　 　 ｄＵ
ｄξ

＝ ｙ， ｄｙ
ｄξ

＝ － ｐ２ － ｒ２

ｃ２ － １
Ｕ － １

ｃ２ ＋ １
Ｕ３， （９）

　 　 ｄＵ
ｄξ

＝ ｙ， ｄｙ
ｄξ

＝ （ｍ － ｋ２）Ｕ － １
ω ＋ １

Ｕ３ ． （１０）

注意到当 － （ｐ２ － ｒ２） ／ （ｃ２ － １） ＝ ｍ － ｋ２ 和 １ ／ （ｃ２ ＋ １） ＝ １ ／ （ω ＋ １） 时，系统（９） 和（１０） 有相

同的形式．因此，只要研究出系统（９） 的行波解，也就可以得到系统（１０） 的行波解．令 Ａ ＝ － （ｐ２

－ ｒ２） ／ （ｃ２ － １） ＝ ｍ － ｋ２ 和 Ｂ ＝－ １ ／ （ｃ２ ＋ １） ＝ － １ ／ （ω ＋ １）， 有

　 　 ｄＵ
ｄξ

＝ ｙ， ｄｙ
ｄξ

＝ ＡＵ ＋ ＢＵ３ ． （１１）

系统（１１）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密尔顿）量为

　 　 Ｈ（Ｕ，ｙ） ＝ １
２

ｙ２ － １
２

ＡＵ２ － １
４

ＢＵ４ ＝ ｈ ． （１２）

本文的结构如下：在第 １ 节中，将研究系统（１１）的相图分支；在第 ２ 节中，根据系统（１１）
的相图分支，应用动力系统方法求解方程（１）和（２），并且利用 Ｍａｐｌｅ 软件对求得的孤立波解

和周期波解进行数值模拟；最后在第 ３ 节，对文章进行总结．

１　 系统（１１）的相图分支

在本节中，将研究系统（１１）的相图分支．由于有界解对于一个物理模型是有实际意义的，
这里仅仅考虑系统（１１）的有界行波解．由于 Ｂ ＝－ １ ／ （ｃ２ ＋ １） ＝ － １ ／ ２ ＜ ０， 利用 Ｍａｐｌｅ 软件，得
到了系统（１１）的相图（如图 １ 所示）．通过分支理论和定性分析，有下面的结果：
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１） 当 Ａ ＜ ０，Ｂ ＜ ０时， 原点Ｏ（０，０） 是中心，是系统（１１）唯一的奇点．系统（１１）存在着一

簇周期轨道．有

　 　 ｙ２ ＝ － Ｂ
２

４ｈ
－ Ｂ

－ ２Ａ
Ｂ

Ｕ２ － Ｕ４æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｂ

２
（ ｚ２１ － Ｕ２）（ ｚ２２ ＋ Ｕ２），

这里

　 　 ｚ２１ ＝ １
－ Ｂ

（ － Ａ ＋ Ａ２ － ４ｈＢ ）， ｚ２２ ＝ １
－ Ｂ

（Ａ ＋ Ａ２ － ４ｈＢ ） ．

（ａ） Ａ ＜ ０， Ｂ ＜ ０ （ｂ） Ａ ＞ ０， Ｂ ＜ ０

图 １　 系统（１１）的相图分支

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （１１）

当 ｈ ∈ （０，∞ ）， 系统（１１）有如下的周期解：

　 　 Ｕ（ξ） ＝ ｚ２ｃｎ
－ Ｂ（ ｚ２１ ＋ ｚ２２）

２
ξ，

ｚ２
ｚ２１ ＋ ｚ２２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ．

２） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０ 时，系统（１１） 有 ３ 个奇点，原点 Ｏ（０，０） 是鞍点，Ａ ±＝ （ ± － ａ ／ ｂ ，０）
是中心．系统（１１） 存在着两个同宿轨道．当 ｈ ＝ ０ 时，系统（１１）有如下的孤立波解：

　 　 Ｕ（ξ） ＝ ±
－ ２Ａ
Ｂ

ｓｅｃｈ
－ ＡＢ
２

ξ ．

３） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０ 时，有

　 　 ｙ２ ＝ － Ｂ
２

４ｈ
－ Ｂ

－ ２Ａ
Ｂ

Ｕ２ － Ｕ４æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｂ

２
（ ｚ２１ － Ｕ２）（ ｚ２２ ＋ Ｕ２），

这里

　 　 ｚ２１ ＝ １
－ Ｂ

（ － Ａ ＋ Ａ２ － ４ｈＢ ）， ｚ２２ ＝ １
－ Ｂ

（Ａ ＋ Ａ２ － ４ｈＢ ） ．

当 Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ ｈ，ｈ ∈ （ａ２ ／ （４ｂ），０）， 系统（１１）存在两簇周期轨道，系统（１１）有如下周期解：

　 　 Ｕ（ξ） ＝ ± ｚ２ｄｎ
－ Ｂ
２

ｚ２ξ，
ｚ２１ ＋ ｚ２２
ｚ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

４） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０ 时，且 Ｈ（ｕ，ｙ） ＝ ｈ，ｈ∈ （０，∞ ）， 系统（１１）存在一簇周期轨道，此时系

统（１１）有着和情况 １）相同形式的周期解．
ｃｎ（·），ｄｎ（·）为 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数．

６３４ 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解分支



２　 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解

根据第 １ 节的结论，得到了如下的耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解．
２．１　 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程的行波解

１） 当 Ａ ＜ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ∈ （０，∞ ），

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｐｘ＋ｒｔ） ｚ２ｃｎ
－ Ｂ（ ｚ２１ ＋ ｚ２２）

２
（ｘ ＋ ｃｔ），

ｚ２
ｚ２１ ＋ ｚ２２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ，

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

ｚ２２ｃｎ２ － Ｂ（ ｚ２１ ＋ ｚ２２）
２

（ｘ ＋ ｃｔ），
ｚ２

ｚ２１ ＋ ｚ２２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ；

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

２） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ＝ ０，

　 　
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｐｘ＋ｒｔ） － ２Ａ

Ｂ
ｓｅｃｈ

－ ＡＢ
２

（ｘ ＋ ｃｔ），

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

－ ２Ａ
Ｂ

ｓｅｃｈ２ － ＡＢ
２

（ｘ ＋ ｃｔ）；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

３） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ∈ （ａ２ ／ （４ｂ），０），

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｐｘ＋ｒｔ） ｚ１ｄｎ
－ Ｂ
２

ｚ１（ｘ ＋ ｃｔ），
ｚ２１ ＋ ｚ２２
ｚ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

ｚ２２ｄｎ２ － Ｂ
２

ｚ２（ｘ ＋ ｃｔ），
ｚ２１ ＋ ｚ２２
ｚ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１５）

２．２　 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解

１） 当 Ａ ＜ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ∈ （０，∞ ），

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｋｘ＋ｌｙ＋ｍｔ） ｚ２ｃｎ
－ Ｂ（ ｚ２１ ＋ ｚ２２）

２
（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ），

ｚ２
ｚ２１ ＋ ｚ２２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ，

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

ｚ２２ｃｎ２ － Ｂ（ ｚ２１ ＋ ｚ２２）
２

（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ），
ｚ２

ｚ２１ ＋ ｚ２２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ；

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）

２） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ＝ ０，

　 　
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｋｘ＋ｌｙ＋ｍｔ） － ２Ａ

Ｂ
ｓｅｃｈ

－ ＡＢ
２

（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ），

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

－ ２Ａ
Ｂ

ｓｅｃｈ２ － ＡＢ
２

（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ）；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）

３） 当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，ｈ ∈ （ａ２ ／ （４ｂ），０），

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ± ｅｉ（ｋｘ＋ｌｙ＋ｍｔ） ｚ１ｄｎ
－ Ｂ
２

ｚ１（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ），
ｚ２１ ＋ ｚ２２
ｚ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
（ｃ２ ＋ １）

ｚ２２ｄｎ２ － Ｂ
２

ｚ２（ｘ ＋ ｙ ＋ ωｔ），
ｚ２１ ＋ ｚ２２
ｚ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１８）
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（ａ） 解（１３）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１３）

（ｂ） 解（１４）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图 （ｃ） 解（１５）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图

（ｂ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１４） （ｃ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１５）

图 ２　 方程（１）的解的三维图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ （１）

（ａ） 解（１６）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１６）

８３４ 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解分支



（ｂ） 解（１７）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图 （ｃ） 解（１８）中 ｜ ｕ ｜ 的三维图

（ｂ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１７） （ｃ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｜ ｕ ｜ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （１８）

图 ３　 方程（２）的解的三维图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ （２）

　 　 这里，耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解有着鲜明的物理意义：当 ｒ，ｃ，ｍ 和 ω 都大

于 ０ 时，式（１３） ～ （１８）是左行波，随着时间的推移，其图像向坐标轴负向移动；当 ｒ，ｃ，ｍ和ω 都

小于 ０ 时，式（１３） ～ （１８）是右行波，随着时间的推移，其图像向坐标轴正向移动．此外，注意到

我们的结果有双曲函数解和 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解，而文献［９］中并没有上述形式的行波解，因
此，我们的结果是不同于参考文献［９］的新结果．利用数值模拟的方法，对耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和

Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解进行数值模拟（如图 ２ 和图 ３ 所示）．

３　 结　 　 论

本文利用动力系统方法研究了耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统．通过适当的行波变换，将
偏微分方程转化成常微分方程，进一步转换成一个平面动力系统．转化后，耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和

Ｍａｃｃａｒｉ 系统具有相同的动力系统．通过定性分析和 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数，分析了系统在不同参数

条件下的相图分支，获得耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的光滑孤立波和周期波解存在的条

件．通过上述的讨论，可以看出动力系统方法对于求解可积系统的行波解是一种有效的方法．
显然，这种方法也可以应用到数学物理中，化简为可积系统的其他非线性波动方程．
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