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双向弹簧夹层假定的弹性地基上双层板的解
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摘要：　 建立了轴对称条件下，层间有双向弹簧夹层的弹性地基上双层板力学模型，应用 Ｈａｎｋｅｌ
（汉克尔）变换法推演得到了任意轴对称荷载作用下的 Ｗｉｎｋｌｅｒ（文克勒）地基、双参数地基和弹性

半空间体地基上无限大双层板的一般解析解，给出了双层板的挠度、弯矩、剪力，以及层间反力和

位移的计算公式．进而，利用该力学模型的解，分析了层间条件对双层板挠度、弯矩的影响规律，计
算了上、下层板的中性轴位置，讨论了层间双向弹簧系数的取值方法．结果表明： １） 随着层间竖向

弹簧参数增大，上层板挠度和弯曲应力减小，下层板挠度和弯曲应力增大；随着层间水平摩阻参数

增大，上、下层板的挠度和弯矩均减小； ２） 当双层板的剪切和压缩效应系数分别取 ２ ／ ３，３ ／ ５ 时，双
层板的剪切和压缩效应可较好地被考虑； ３） 上、下层板的中性轴位置是变化的，它随着距荷载圆

中心点的距离增大而向上、下层板各自中面趋近．
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引　 　 言

弹性地基板模型在土木工程中应用颇多，例如，道路、机场的水泥混凝土铺面结构，厂矿、
堆场的水泥混凝土地坪等．当地基较弱，或荷载较大时，地基上的结构往往不止一层，例如，目
前的民用机场、高等级道路的水泥混凝土铺面结构大多采用半刚性或刚性基层．对于这类结

构，更宜采用弹性地基双层板力学模型．目前双层板的结构分析大多采用等效单层板的近似方

法处理［１⁃２］，此处理方法简便，应用甚广，但缺少明确的力学意义．或采用有限元等数值方法加

以分析，此方法可模拟不同层间接触状况的双层板，例如，文献［３］将层间接触状况处理为竖

向连续水平向为 Ｃｏｕｌｏｍｂ（库仑）摩阻模型，文献［４］将层间接触状况视为仅有竖向弹簧．又如，
我国现行《公路水泥混凝土路面设计规范》中的水泥混凝土路面板荷载应力计算公式，是依据

层间水平光滑、竖向受压连续受拉脱开的双层板模型的有限元数值解拟合得到的［５］，但数值

解有着规律难寻且误差难估计的缺点．为此，进一步探索更符合实际工程情况的弹性地基上双

层板的力学模型以及解析解是十分迫切和必要的．
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１　 力学模型与微分方程

有双向弹簧夹层的弹性地基上双层板力学模型，假设上、下层板之间有一符合 Ｇｏｏｄｍａｎ
假设可传递竖向反力和水平剪应力的弹性夹层，双层板即为有横向力的薄板．在轴对称条件

下，夹层的竖向反力 ｐｖ、水平剪应力 ｐｕ 为
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式中， ｗ１，ｗ２ 分别为上下层板的挠度；ｕ１，ｕ２ 分别为上下层板截面的平均径向水平位移；ｈ１，ｈ２

分别为上下层板厚度；ｋｖ，ｋｕ 为夹层竖向和水平的反应模量．

图 １　 截面内力图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅｓ

取轴对称结构的一微分段（参见图 １），由外力平衡条件得到上、下层板的内力———弯矩

Ｍｒ，Ｍθ，剪力 Ｖｒ 和轴力 Ｎｒ，Ｎθ 的表达式：
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式中， ｐ０ 为地基反力；ｑ 为作用于上层板表面的竖向轴对称荷载．
双层板弯矩与板的挠曲率，以及轴力与板轴向水平位移的关系为
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　 　 ｉ ＝ １，２， （３）

式中， Ｄｉ 为上层板（ ｉ ＝ １） 和下层板（ ｉ ＝ ２） 的弯曲刚度，Ｄｉ ＝ ｈ３
ｉ Ｅ ｉ ／ （１２（１ － ν２

ｉ ））；Ｓｉ 为上层板

（ ｉ ＝ １） 和下层板（ ｉ ＝ ２） 的抗压刚度，Ｓｉ ＝ ｈｉＥ ｉ ／ （１ － ν２
ｉ ）；Ｅ ｉ，νｉ 为上层板（ ｉ ＝ １） 和下层板（ ｉ ＝

２） 的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．
将式（１）和式（３）代入式（２），可推得弹性地基上有二向弹簧夹层的双层板微分方程为
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式中， Ñ２ ＝ ｄ２
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２　 微分方程的一般解

对微分方程组（４）进行 Ｈａｎｋｅｌ 变换，整理得到求解上、下层板挠度的零阶 Ｈａｎｋｅｌ 变换 ｗ－ １，

ｗ－ ２，以及上层板截面径向水平位移函数 ｙ ＝ （ｄ ／ ｄｒ ＋ １ ／ ｒ）ｕ１ 的零阶Ｈａｎｋｅｌ 变换 ｙ－ 的线性方程组：
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式中

　 　 ｌ４１ ＝
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， ｔ１ ＝ ｌ１ξ， ｔ２ ＝ ｌ２ξ， ｈ０ ＝ ｈ１ ＋ ｈ２；

ｐ－ ０ 为地基反力的零阶 Ｈａｎｋｅｌ 变换； ｑ－ 为外荷载的零阶 Ｈａｎｋｅｌ 变换，圆形均布荷载时， ｑ－ ＝
Ｐ（Ｊ１（ξａ） ／ （πξａ））（ａ 为荷载圆半径，Ｐ 为外荷载总量），集中力时，ｑ－ ＝ Ｐ ／ （２π）；ｌ２ 为下层板的

相对刚度半径，不同地基模型的计算式见表 １．
上式中的地基参数 χ 与地基模型有关，Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基、半空间体地基、双参数地基 ３ 种地基

的 χ 可统一表示为

　 　 χ ＝ ａｑ ＋ ｂｑ（ ｌ２ξ） ＋ ｃｑ（ ｌ２ξ） ２， （６）
式中， ａｑ，ｂｑ，ｃｑ 为地基参数，见表 １．

解式（５），整理得到

４８３ 双向弹簧夹层假定的弹性地基上双层板的解
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式中
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表 １　 不同地基模型的参数［６］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ［６］

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ⁃ｌｏａｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｑ ｂｑ ｃｑ ｌ２ ｃｏｍｍｅｎｔ

Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｐ０ ＝ ｋｗ １ ０ ０ ｌ４２ ＝ Ｄ２ ／ ｋ

ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｐ－ ０ ＝ ［Ｅ０ ／ （２（１ － ν２
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ｄｏｕｂｌｅ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｐ０ ＝ ｋ１ｗ ＋ ｋ２ Ñ２ｗ １ ０ ２θ ｌ４２ ＝ Ｄ２ ／ ｋ１ θ ＝ ｋ２ ／ （２ ｋ１Ｄ２ ）

　 　 注　 ｋ１，ｋ２ 为双参数地基的两个参数．

　 　 Ｎｏｔｅ　 ｋ１ ａｎｄ ｋ２ ａｒｅ ｔｈｅ ２ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ．

　 　 对式（７）进行 Ｈａｎｋｅｌ 逆变换，得到双层板挠度 ｗ１，ｗ２ 和函数 ｙ 的解：
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双层板层间竖向反力 ｐｖ 可按式（１） 直接求得．层间水平剪应力 ｐｕ、地基反力 ｐ０，以及上层

板截面的平均径向水平位移 ｕ１ 的计算式为
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双层板截面的弯矩 Ｍｒｉ，Ｍθｉ，轴力 Ｎｒｉ，Ｎθｉ 的计算式为
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０
ｑ－Ｆ３Ｊ０（ρ２ ｔ２） ｔ２ｄｔ２， ＢＮ１ ＝ － ２

ρ２
∫∞

０
ｑ－Ｆ３Ｊ１（ρ２ ｔ２）ｄｔ２，

ＡＮ２ ＝ － ＡＮ１， ＢＮ２ ＝ － ＢＮ１ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）
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当夹层无水平弹簧，即 ｋｕ ＝ ０ 时，双层板的轴力

　 　 Ｎｒ１ ＝ Ｎθ１ ＝ Ｎｒ２ ＝ Ｎθ２ ＝ ｐｕ ＝ ０，
式（７）退化为

　 　 Ｆ１ ｋｕ→０ ＝
ｔ４２ ＋ λｖ ＋ χ

λｖΩ１
， Ｆ２ ｋｕ→０ ＝ １

Ω１
． （１１）

当 ｋｖ → ∞，即为双层板竖向连续、水平摩阻的情形，ｗ１ ＝ ｗ２，Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ 可简化为

　 　
（Ｆ１ ＝ Ｆ２） ｋｖ→∞ ＝

λｕ ＋ ｔ２２
ｔ２２Ω３ ＋ λｕΩ４

，

Ｆ３ ｋｖ→∞ ＝
Ｄ３

Ｄ２

λｕ ｔ２２
ｔ２３Ω３ ＋ λｕΩ４

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

式中

　 　 Ω３ ＝
Ｄ２ ＋ Ｄ１

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ４２ ＋ χ， Ω４ ＝

Ｄ１ ＋ Ｄ２ ＋ Ｄ３

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ４２ ＋ χ ．

层间光滑、连续两种特殊情况时，式（１２）可进一步简化为

　 　

（Ｆ１ ＝ Ｆ２） ｋｕ→０
ｋｖ→∞

＝ １
Ω３

， Ｆ３ ｋｕ→０
ｋｖ→∞

＝ ０；

（Ｆ１ ＝ Ｆ２） ｋｕ→∞
ｋｖ→∞

＝ １
Ω４

， Ｆ３ ｋｕ→∞
ｋｖ→∞

＝
Ｄ３

Ｄ２

ｔ２

Ω４
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

３　 应用和分析

３．１　 层间状况的影响

以圆形均布荷载作用下同厚同质双层板为例分析层间状况的影响．双层板的挠度、弯距、
轴力最大值均出现在荷载圆中点；层间水平剪应力的最大值出现在荷载边缘外侧附近．荷载圆

中点的挠度、弯距的计算式为

　 　
ｗ ｉ ＝

Ｐｌ２

Ｄ
φｗｉ， φｗｉ ＝

１
πα∫

∞

０
Ｊ１（αｔ）Ｆ ｉｄｔ，

Ｍｒｉ ＝ Ｍθｉ ＝ Ｐ（１ ＋ νｉ）φＭｉ， φＭｉ ＝
１

２πα∫
∞

０
Ｊ１（αｔ）Ｆ ｉ ｔ２ｄｔ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

式中， Ｄ１ ＝ Ｄ２ ＝ Ｄ， ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ｌ， α ＝ ａ ／ ｌ， ａ 为竖向荷载半径．
图 ２ 给出了圆形均布荷载 （α ＝ ０．１） 作用下的 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基双层板 （ｈ１ ＝ ｈ２ ＝ ０．１５ ｍ，Ｅ１ ＝

Ｅ２ ＝ ３０ ０００ ＭＰａ，ν１ ＝ ν２ ＝ ０．１５，ｋ ＝ １００ ＭＰａ ／ ｍ），荷载圆中点的挠度系数 φｗ１，φｗ２，弯距参数

φＭ１，φＭ２ 与层间水平摩阻参数 λｕ、竖向弹簧参数 λｖ 的关系曲线．由图 ２（ａ）、２（ｂ）可知，上层板

挠度系数 φｗ１、弯矩系数 φＭ１ 随λｖ 的增大而减小，反之，下层板挠度系数 φｗ２、弯矩系数 φＭ２ 随λｖ

的增大而增大，最终，上下层板的挠度系数和弯矩系数渐渐趋近；当双层板层间竖向连续，即
λｖ ＝∞ 时，水平摩阻参数λｕ 越大，挠度系数φｗｉ，弯距参数φＭｉ 越小；上层板的φｗ１，φＭ１ 变化率随

λｕ 的增大而增大，而下层板 φｗ２，φＭ２ 变化率几乎不受 λｕ 的影响．
必须指出，当上下层板的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν１，ν２ 不等时，上、下层板的轴力之和不为 ０，也就是

说，截面有剩余轴力：

　 　 Ｎｒ１ ＋ Ｎｒ２ ＝ （ν１ － ν２）
ｕ１

ｒ
， Ｎθ１ ＋ Ｎθ２ ＝ （ν１ － ν２）

ｄｕ１

ｄｒ
．
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（ａ） φｗｉ （ｂ） φＭｉ

图 ２　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上同厚同质双层板的力学特征

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｎｄ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

３．２　 夹层的广义反应模量

当双层板夹层较薄时，夹层的受力状态可视为纯压和纯剪的组合，夹层本身的反应模量

ｋｖ，ｋｕ 可用下式计算［７］：

　 　 ｋｖ ＝
Ｅ ｊ

（１ － ν２
ｊ ）ｈ ｊ

， ｋｕ ＝
Ｇ ｊ

ｈ ｊ

＝
Ｅ ｊ

２（１ ＋ ν ｊ）ｈ ｊ
，

式中， Ｅ ｊ 为夹层材料的模量；ν ｊ 为夹层 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； ｈ ｊ 为夹层厚度．
当夹层的竖向反应模量 ｋｖ 或水平反应模量 ｋｕ 较大时，其层间的压应力和剪应力很大，宜

计入层间压应力和剪应力对板截面的竖向拉压变形和水平剪切变形的影响．为此，文献［８］在
研究弹性地基上双层梁夹层计入竖向拉压变形和水平剪切变形效应的广义水平和竖向反应模

量 ｋｕ，ｋｖ 的计算式为

　 　
ｋ －１
ｕ ＝ ｋ －１

ｕ ＋ Ｃｕ１ ＋ Ｃｕ２，

ｋ －１
ｖ ＝ ｋ －１

ｕ ＋ Ｃｖ１ ＋ Ｃｖ２，
{ （１５）

式中， Ｃｖｉ，Ｃｕｉ 分别为夹层反力引起上、下层板的竖向拉压和水平剪切效应，其计算式可表示为

　 　 Ｃｕｉ ＝ ζｕ ＝
ｈｉ

Ｇ ｉ
， Ｃｖｉ ＝ ζｖ ＝

（１ － ν２
ｉ ）ｈｉ

Ｅ ｉ
， （１６）

式中， Ｇ ｉ 为板材料的剪切模量；ζｕ，ζｖ 分别为上下层板的剪切和压缩效应系数．
对于圆形均布荷载作用下 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上同质同厚双层板，当双层板剪切和压缩效应系

数 ζｕ 取 ２ ／ ３、ζｖ 取 ３ ／ ５ 时，均布荷载圆中点的上、下层板的平均挠度 （ｗ１ ＋ ｗ２） ／ ２、下层板板底

拉应力σ２、双层板总弯矩Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＋ （ｈ０ ／ ２）Ｎ１ 与 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上弹性层状体的中点挠度 ｗ０、层
底拉应力 σ０ 和截面总弯矩 Ｍ０ 十分接近．也就是说，通过调节双层板层间剪切和压缩效应系

数，双层板模型可很好地考虑板内的剪切和压缩效应．
３．３　 与等效单层板的比较

目前的弹性地基上双层板，釆用简化为单层板的方式进行处理，它假设双层板竖向连续且

不计双层板的剪切和拉压变形效应，层间水平向的结合状况通过引入一层间结合系数 θ ∈
［０，１］ 加以表征．上、下层板的总弯曲刚度的表达式为

　 　 Ｄｇ ＝ Ｄ１ ＋ Ｄ２ ＋ Ｄ３θ ． （１７）
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简化的单层板的挠度也可用式（８）计算，其中的函数 Ｆ１，Ｆ２ 为

　 　 Ｆ１ ＝ Ｆ２ ＝
Ｄ２

（Ｄ１ ＋ Ｄ２ ＋ Ｄ３θ） ｔ４２ ＋ Ｄ２
χ ． （１８）

层间结合系数 θ 的几何意义虽明确，它表征了上、下板中性轴从各自中面向结合双层板的

共同中性轴移动的比例，但它缺乏明确的力学意义．比较式（１８） 和式（１２） 可以看到，层间结

合系数 θ 与层间摩阻参数 λｕ 之间没有简单的对应关系．

图 ３　 层间结合系数 θ 与层间摩阻系数 λｕ 的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ θ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λｕ

图 ３ 给出了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上同质同厚的双层板在函数 Ｆ１，Ｆ２ 相等条件下的层间结合系数

θ 与层间摩阻参数 λｕ 的关系曲线．从图 ３ 中可以看到，在给定层间摩阻参数 λｕ 的情况下，层间

结合系数 θ 随着 ｔ２ 的增大而减小，也就是说，层间水平接触状况采用摩阻弹簧模型时，上、下层

板的中性轴在板长度方向是变化的，而简化单层板处理时，上、下层板的中性轴在板长度方向

始终不变．双层板中性轴不变，意味着双层板层间有与截面弯矩等比例的水平位移，及与截面

剪力等比例的层间剪应力，而双层板截面弯矩和剪力是相互独立的，因此可推出双层板层间水

平位移与剪应力也是独立的，这在力学上是不成立的．
表 ２　 水泥混凝土道面的挠度和弯拉应力

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｍｅｎｔ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｐａｖｅｍｅｎｔ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ
ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ
Ｅ ｊ ／ ＭＰａ

ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｕｐｐｅｒ ｐｌａｔｅ
ｗ１ｍ ／ ｍｍ

ｍａｘｉｍｕｍ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ
ｕｐｐｅｒ ｐｌａｔｅ ｂｏｔｔｏｍ ｆａｃｅ

σ１ｍ ／ ＭＰａ

ｍａｘｉｍｕｍ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ
ｌｏｗｅｒ ｐｌａｔｅ ｂｏｔｔｏｍ ｆａｃｅ

σ２ｍ ／ ＭＰａ

５００ ０．２３６ ０．９１８ ０．３２６

１ ０００ ０．２３１ ０．８３９ ０．３５５

５ ０００ ０．２２６ ０．７２８ ０．４１１

１０ ０００ ０．２２６ ０．７０５ ０．４２７

３．４　 铺面结构实例

某一水泥混凝土铺面结构由水泥混凝土面层 （ｈ１ ＝ ３００ ｍｍ，Ｅ１ ＝ ３０ ０００ ＭＰａ，ν１ ＝ ０．１５）、
贫混凝土基层组成（ｈ２ ＝ ２００ ｍｍ，Ｅ２ ＝ １５ ０００ ＭＰａ，ν２ ＝ ０．２０），土基为弹性半空间体，弹性模量

Ｅ０ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν０ 分别为 １００ ＭＰａ，０．３０．水泥混凝土面层与贫混凝土基层之间设置 ４０ ｍｍ 细

粒式沥青混凝土夹层，细粒式沥青混凝土的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ｊ ＝ ０．３５，弹性模量 Ｅ ｊ 与温度有关，在
５００～１０ ０００ ＭＰａ 变化．计算荷载集度 ｑ ＝ １ ＭＰａ，总量 １００ ｋＮ 圆形荷载作用下，水泥混凝土铺
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面的上层板最大挠度，上、下层板层底最大弯拉应力如表 ２ 所示．
从表 ２ 中可以看到，随着层间弹性模量 Ｅ ｊ 的增大，上层板的挠度及层底弯拉应力减小，下

层板的层底弯拉应力增大．当 Ｅ ｊ 从 ５００ ＭＰａ 增至 １０ ０００ ＭＰａ，上层板挠度仅减小 ４％，上层板

层底弯拉应力减小 ２３％，下层板层底弯拉应力增大 ３０％．

４　 结　 　 语

建立了轴对称条件下，层间有双向弹簧夹层的 ３ 种地基（Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基、双参数地基和弹性

半空间体地基）上双层板力学模型，推演得到了其微分方程．并应用 Ｈａｎｋｅｌ 变换法得到了 ３ 种

地基上无限大双层板的一般解，给出了双层板挠度、弯矩、剪力，以及层间反力和位移的包含

Ｂｅｓｓｅｌ（贝塞尔）函数无穷积分的计算式．
进而，利用该力学模型的解，分析了单圆均布荷载作用下各种层间状况对双层板挠度、弯

矩的影响规律，研究了层间夹层弹簧系数的取值方法，计算了上、下层板的中性轴位置．结果表

明： １） 随着层间竖向弹簧参数的增大，上层板挠度和弯曲应力减小，下层板挠度和弯曲应力

增大；随着层间水平摩阻参数的增大，上、下层板的挠度和弯矩均减小，但下层板的板底弯拉应

力是加大的； ２） 当双层板的剪切和压缩效应系数分别取 ２ ／ ３，３ ／ ５ 时，双层板的剪切和压缩效

应可较好地被考虑； ３） 上、下层板的中性轴位置在板长方向是变化的，随着距荷载圆中心的

距离增大，上、下层板的中性轴位置逐渐向上、下层板各自中面趋近．
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