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摘要：　 首次研究了超临界流速输液管在 ３∶ １ 内共振条件下的稳态幅频响应．考虑超临界速度引起

的管道屈曲位形，建立描述连续体非线性振动的偏微分⁃积分方程．通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法，将连续

体方程离散化．对于同时含有平方与立方非线性的多自由度系统，发展高阶多尺度法建立可解性条

件．稳态幅频响应曲线揭示了内共振条件下，不同模态间能量的转移．最后，数值仿真结果验证了近

似解析分析的有效性．
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引　 　 言

输液管道应用于各种流体运输以及机械中，由于液体的流动，管壁与流体之间会产生非常

复杂的动力学行为，进而引起管道的剧烈振动，流速越大，横向振动越明显［１］ ．例如火箭发射过

程中发生的燃料泄漏，原因之一就是燃料管道的振动引起密封失效甚至管道脱落．
国内外学者在对输液管的研究中发现了很多有趣的现象［２⁃３］ ．当流体速度超过临界值时，

悬臂管发生颤振失稳［４⁃５］，而两端支撑的输液管会发生屈曲失稳［６］ ．由于连续系统具有无穷多

个模态，在一定条件下，可能出现内共振现象［７］ ．徐鉴及杨前彪研究了悬臂输液管的 １ ∶ １，２ ∶ １
以及 ３ ∶ １ 内共振［４⁃５］，发现了鞍结分岔以及 Ｈｏｐｆ 分岔．席红敏、张伟等研究了变速输液管的周

期及混沌运动［８］ ．Ｚｈａｎｇ（张艳雷）等利用多尺度法及数值方法详细研究了两端简支的超临界输

液管 ２ ∶ １ 内共振特性［９⁃１２］，发现了连续陀螺运动体中的双跳跃现象，而该系统的 ３ ∶ １ 内共振特

性还有待研究．
本文利用多尺度法研究两端简支超临界输液管的 ３ ∶ １ 内共振特性，解析过程中同时考虑

平方非线性以及立方非线性，并将解析与仿真做对比，以验证解析方法的有效性．

１　 控制方程及内共振条件

考虑一段如图 １ 所示的输液管，两端支撑形式为简支，假设输液管的振动限制在纸平面
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内．其中 Ｕ 为管道中液体流速，是一个恒定值；ｖ 表示管道横向的振动位移，是空间坐标 ｘ 和时

间 ｔ 的函数；ｐ 为由于安装误差引起的初始应力，基础受一简谐位移激励；单位长度管道质量为

Ｍ；单位长度内液体质量为 ｍ；Λ 为材料的粘弹性系数；Ｅ 为管道材料的弹性模量；Ｌ 为管道长

度；Ａ 为流通截面积；Ｉ 为管道的惯性矩．

图 １　 输液管示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｃｏｎｖｅｙｉｎｇ ｆｌｕｉｄ

忽略非定常流的作用，利用 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）第二定律，可以得到超临界流速的输液管横向

振动控制方程：
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式中， Ｂ 和 Ω 分别为外部激励的幅值和频率．带标记的 η 即为第一阶非平凡超临界静平衡位

形，其表达式为

　 　 η ±
ｋ （ξ） ＝ ± ２

ｋπκ
ｕ２ － ｕ２

ｋ ｓｉｎ（ｋπξ）　 　 （ｋ ＝ １，２，３，…）， （３）

ｕｋ 为第 ｋ 阶临界速度，其表达式为

　 　 ｕｋ ＝ Ｐ ＋ （ｋπ） ２ ． （４）
由于只有第一阶非平凡静平衡位形是稳定的，且屈曲位形上下对称，因此只需要研究第一

阶正非平凡静平衡位形上的振动即可．
采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断法［１３］，对连续控制方程（１）进行两阶截断，考虑两端简支边界条件，最

终得到截断的方程为
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式中，截断系数由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断计算得出．

２　 主共振的多尺度法分析

由于控制方程中同时包含平方非线性以及立方非线性，并且 ３ ∶ １ 内共振必须在立方非线

性的作用下才能实现，因此按照多尺度方法［１４⁃１５］，引入两个广义坐标的三阶展开摄动解以及 ３
个时间尺度：

　 　
ｑ１ ＝ ｑ１０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） ＋ εｑ１１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） ＋ ε２ｑ１２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２），

ｑ２ ＝ ｑ２０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） ＋ εｑ２１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） ＋ ε２ｑ２２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） ．{ （６）

同时，为使阻尼、非线性项以及外激励出现在同一个方程中，令 α↔ε２α 以及 ｆ↔ε３ ｆ ．将以

上变换都代入方程（５）中，提取等式两边小参数系数，最终得到

ε０ 项系数：
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方程（７）中考虑了系统的线性恢复力，方程（８）中考虑了系统的平方非线性恢复力，方程

（９）中考虑了系统的立方非线性恢复力以及线性阻尼力．由于一般系统中阻尼系数较小，只考

虑线性阻尼力的解已经足够精确．
方程（７）为齐次线性常微分方程，其解为

　 　
ｑ１０ ＝ Ａ１（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０） ＋ Ａ２（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０） ＋ ｃｃ，
ｑ２０ ＝ ｐ１Ａ１（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０） ＋ ｐ２Ａ２（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０） ＋ ｃｃ，{ （１０）

式中， ｃｃ 为前面各项的共轭复数，Ａｎ 为待定函数，表征响应的幅值以及相角，ｐｎ 用待定系数方

法可以求得．
将解（１０）代入方程（８）中，消去长期项得到 Ｄ１Ａｎ ＝ ０．方程（８）的特解具有如下形式：

　 　
ｑ１１ ＝ ｒ１１ｅ２ｉω０Ｔ０ ＋ ｒ１２ｅ２ｉω２Ｔ０ ＋ ｒ１３ｅｉω１Ｔ０＋ ｉω２Ｔ０ ＋ ｒ１４ｅｉω２Ｔ０－ ｉω１Ｔ０ ＋ ｃｃ ＋ ｒ１５，

ｑ２１ ＝ ｒ２１ｅ２ｉω１Ｔ０ ＋ ｒ２２ｅ２ｉω２Ｔ０ ＋ ｒ２３ｅｉω１Ｔ０＋ ｉω２Ｔ０ ＋ ｒ２４ｅｉω２Ｔ０－ ｉω１Ｔ０ ＋ ｃｃ ＋ ｒ２５，{ （１１）
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式中各系数可以通过待定系数法求得．
２．１　 一阶主共振

为表征前两阶固有频率以及外激励频率与第一阶固有频率间的可公度关系，引入解谐因

子 σ１ 与 σ２；用解谐参数 σ１ 表示第二阶固有频率 ω２ 接近 ３ω１ 的程度；用解谐参数 σ２ 表示外激

励频率 ω 接近第一阶固有频率 ω１ 的程度：
　 　 ω２ ＝ ３ω１ ＋ ε２σ１， ω ＝ ω１ ＋ ε２σ２ ． （１２）
利用陀螺系统可解条件的方法，假设方程（９）的解为

　 　
ｑ１２ ＝ Ｐ１１ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０） ＋ Ｐ１２ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０），
ｑ２２ ＝ Ｐ２１ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０） ＋ Ｐ２２ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０） ．{ （１３）

将以上 ３ 个方程的解代入方程（９）中，并利用式（１２）的解谐关系，分别提取等式两端

ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０） 和 ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０） 的系数，同时引入待定函数 Ａｎ 的极坐标表达式：

　 　 Ａｎ（Ｔ２） ＝ １
２

ａｎ（Ｔ２）ｅｘｐ ［ｉθｎ（Ｔ２）］， （１４）

式中， ａｎ 为响应幅值，θｎ 为响应相角．
利用陀螺系统的可解条件，代入数值 Ｍｒ ＝ ０．５，Ｐ ＝－ ５，κ ＝ ４，α ＝ ０．０００ １， ｆ ＝ ０．０００ ０５； 并

消去相角，即可得到耦合的幅频响应方程；同时，利用 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ（劳斯⁃霍尔威兹）判据得到

响应的稳定边界．

图 ２　 第一阶振型上前两阶模态幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｑ１ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ２ ｍｏｄｅｓ

图 ３　 第二阶振型上前两阶模态幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｑ２ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ２ ｍｏｄｅｓ

图 ２ 以及图 ３ 中纵坐标 ａ１１ 以及 ａ１２ 分别代表第一阶振型上前两阶模态上的振幅，ａ２１ 以及
ａ２２ 代表第二阶振型在前两阶模态上的振幅，且

　 　 ａ１１ ＝ ａ１， ａ１２ ＝ ａ２， ａ２１ ＝ ｐ１ａ１， ａ２２ ＝ ｐ２ａ２ ． （１５）
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此外，虚线代表稳定边界，边界内区域为不稳定区域，边界外区域为稳定区域，实线代表多尺度

法得到的近似解析解，圆圈以及叉号分别代表利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法［１６］ 仿真正扫频

以及反扫频的结果，仿真结果验证了近似解析解的有效性以及正确性．从幅频响应曲线可以看

出，在一阶主共振时，外激励引起了系统非常大的响应，并且系统的响应呈现软特性．由于立方

非线性的作用， 外激励激起了 ３ 倍一阶频率的谐波偶响应， 由于此时第二阶固有频率恰好为

３ 倍的一阶固有频率， 谐波偶响应又激起了第二阶模态上的主共振响应， 能量向第二阶模态

转移．
２．２　 二阶主共振

为表征前两阶固有频率以及外激励频率与第二阶固有频率间的可公度关系，引入解谐因

子 σ１ 与 σ２；用解谐参数 σ１ 表示第二阶固有频率 ω２ 接近 ３ω１ 的程度；用解谐参数 σ２ 表示外激

励频率 ω 接近第二阶固有频率 ω２ 的程度：
　 　 ω２ ＝ ３ω１ ＋ ε２σ１， ω ＝ ω２ ＋ ε２σ２ ． （１６）
类似于 ２．１ 小节，求出此时幅频响应曲线及稳定边界．与一阶主共振时的双模态响应不

同，此时，在内共振条件下系统仅有第二阶模态上的响应．

图 ４　 一阶振型第二阶模态幅频响应图 图 ５　 二阶振型第二阶模态幅频响应

Ｆｉｇ． ４　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｑ１ ｆｏｒ ｍｏｄｅ ２ Ｆｉｇ． ５　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｑ２ ｆｏｒ ｍｏｄｅ ２

图 ４ 以及图 ５ 是二阶主共振时的幅频响应，图中纵坐标 ａ１２ 以及 ａ２２ 分别代表第一阶振型

以及第二阶振型在第二阶模态上的振幅，且
　 　 ａ１２ ＝ ａ２， ａ２２ ＝ ｐ２ａ２ ． （１７）
实线代表解析解，虚线代表稳定边界，边界内为不稳定区域，边界外为稳定区域，此时响应

曲线上所有的点都是稳定的．仿真结果证实了近似解析解的有效性以及正确性．此外，二阶主

共振响应呈现硬特性，这与一阶主共振的软特性有所区别．

３　 结　 　 论

输液管是典型的陀螺系统，在解析过程中，每个振形实际上都耦合了多个模态．本文用两

个振型耦合两个模态来近似描述连续方程的解，得到了令人满意的结果．此外，在超临界状态

下，控制方程中出现了平方非线性，系统响应特性变得不可预测．文中利用三阶展开的摄动解

综合考虑了平方非线性以及立方非线性，发现该系统在一阶主共振时呈现软特性，而在二阶主

共振时呈现硬特性．一阶主共振时，３ ∶ １ 内共振发挥了模态耦合的作用，外部输入的能量传递

到了第二阶模态上．

９４３３ ∶ １ 内共振下超临界输液管受迫振动响应
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１５３３ ∶ １ 内共振下超临界输液管受迫振动响应
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