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摘要：　 研究了一类广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统．首先，利用待定系数投射的特殊方法求

得了相应的无扰动耦合系统的孤子精确行波解．然后，选定对应的无扰动耦合系统的精确行波解作

为扰动系统的初始近似， 再用同伦分析方法，构造了一组同伦映射，依次得到原扰动耦合系统的各

次近似解． 最后通过举例，并参照摄动理论可以看出：由同伦分析方法得到的广义非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统的近似解方便而有效．
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引　 　 言

非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程在凝聚态物理、量子物理、光学等研究领域中都具有广泛的应用．
非线性方程的孤子解在求解方法上有许多重要的研究［１⁃５］ ．当前， 使用渐近方法来求孤子解就

是一种新的方法．它改变了过去单纯用数值模拟来研究孤子， 通过解析理论得到孤子的精确

解和它的近似表达式．这种方法的优点是可以通过近似表达式再用解析运算的工具来对孤子

性态做更加深入地探讨．近来， 渐近方法已经不断地在改进， 例如合成展开法、边界层法、 多

重尺度法等［６⁃１１］， 特别是由廖世俊提出的同伦分析方法来得到非线性问题的渐近解［１２⁃１８］ ．同伦

分析方法为求非线性问题的解析近似解开辟了一个新思路［１６］ ．莫嘉琪等也应用渐近方法讨论

了一类非线性数学物理问题［１９⁃２７］ ．因为光的传播具有波、 粒二重性， 非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

就是这类重要的光学模型之一．目前非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 系统已经普遍地应用到现代光通信技

术中， 然而， 光通信的理论基础就是光孤子传播时的性状．本文主要是利用同伦分析方法的一

个特殊情形研究了一类广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统， 得到了对应孤子的精确解和近

似解．
今考虑如下一类广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统：
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其中， ε 为正的小参数，ｕ和 ｖ分别为对应系统的物理场函数， ａｉ， ｂｉ（ｉ ＝ １，２，３） 为对应物理量的

加权参数， Ｆ１ 和 Ｆ２ 为物理场函数的扰动项， 它是在相应变化范围内的充分光滑的有界函数．本
系统代表了一类光导纤维中光孤子传播并受到场函数的速率和非线性扰动参数 ε 作用的广义

孤子传播系统的模型．马松华等研究了该系统孤子脉冲、飞秒孤子和时间孤子的激励， 并讨论

了孤子间的弹性相互作用．其详细物理背景参见文献［２８⁃２９］．现用一个简单可行的待定系数

投射和特殊同伦分析方法来求得非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（１）、（２）的近似解．

１　 非扰动耦合系统

首先讨论如下一组对应的非扰动 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 耦合系统：

　 　 ａ１
∂２ｕ
∂ｘ２

－ ａ２ｕ ＋ ａ３ｕｖ ＝ ０， （３）

　 　 ｂ１
∂ｖ
∂ｔ
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∂ｕ
∂ｘ

＋ ｂ３ｕｖ ＝ ０． （４）

引入一个行波变换 ｓ ＝ ｘ ＋ ｃｔ ．这时系统（３）、（４）为

　 　 ａ１
∂２ｕ
∂ｓ２

－ ａ２ｕ ＋ ａ３ｕｖ ＝ ０， （５）

　 　 ｂ１ｃ
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∂ｕ
∂ｓ

＋ ｂ３ｕｖ ＝ ０． （６）

现采用待定系数投射方法［２８⁃２９］ ．设系统（５）、（６）有如下形式的孤子解：
　 　 ｕ（ ｓ） ＝ ｋ０ ＋ ｋ１ｗ ＋ ｋ２ｗ２， （７）
　 　 ｖ（ ｓ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１ｗ ＋ ｌ２ｗ２， （８）

其中 ｋｉ，ｌｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 为待定常数， 而 ｗ（ ｓ） 满足方程

　 　 ｄｗ
ｄｓ

＝ ｗ２ － σ２ ． （９）

不难得到方程（９）具有如下孤子解：
　 　 ｗ（ ｓ） ＝ － σｔａｎｈ（σｓ），　 　 σ ＞ ０． （１０）
由式（７）、（８）， 有

　 　 ∂ｕ
∂ｓ

＝ － ｋ１σ２ － ２ｋ２σ２ｗ ＋ ｋ１ｗ２ ＋ ２ｋ２ｗ３， （１１）

　 　 ∂ｖ
∂ｓ

＝ － ｌ１σ２ － ２ｌ２σ２ｗ ＋ ｌ１ｗ２ ＋ ２ｌ２ｗ３， （１２）

　 　 ∂２ｕ
∂ｓ２

＝ ２ｋ２σ４ － ２ｋ１σ２ｗ － ６ｋ２σ２ｗ２ ＋ ２ｋ１ｗ３ ＋ ６ｋ２ｗ４， （１３）

　 　 ｕｖ ＝ ｋ０ ｌ０ ＋ （ｋ０ ｌ１ ＋ ｋ１ ｌ０）ｗ ＋ （ｋ０ ｌ２ ＋ ２ｋ１ ｌ１ ＋ ｋ２ ｌ０）ｗ２ ＋
　 　 　 　 （ｋ１ ｌ２ ＋ ｋ２ ｌ１）ｗ３ ＋ （２ｋ２ ｌ２）ｗ４ ． （１４）

将式（７）、（８）、（１１） ～ （１４）代入方程（５）、（６）， 得到
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　 　 ａ１（２ｋ２σ４ － ２ｋ１σ２ｗ － ６ｋ２σ２ｗ２ ＋ ２ｋ１ｗ３ ＋ ６ｋ２ｗ４） －
　 　 　 　 ａ２（ｋ０ ＋ ｋ１ｗ － ｋ２ｗ２） ＋ ａ３（ｋ０ ｌ０ ＋ （ｋ０ ｌ１ ＋ ｋ１ ｌ０）ｗ ＋
　 　 　 　 （ｋ０ ｌ２ ＋ ２ｋ１ ｌ１ ＋ ｋ２ ｌ０）ｗ２ ＋ （ｋ１ ｌ２ ＋ ｋ２ ｌ１）ｗ３ ＋ ２ｋ２ ｌ２ｗ４） ＝ ０，
　 　 ｂ１ｃ（ － ｌ１σ２ － ２ｌ２σ２ｗ ＋ ｌ１ｗ２ ＋ ２ｌ２ｗ３） － ｂ２（ － ｋ１σ２ － ２ｋ２σ２ｗ ＋ ｋ１ｗ２ ＋ ２ｋ２ｗ３） ＋
　 　 　 　 ｂ３（ｋ０ ｌ０ ＋ （ｋ０ ｌ１ ＋ ｋ１ ｌ０）ｗ ＋ （ｋ０ ｌ２ ＋ ２ｋ１ ｌ１ ＋ ｋ２ ｌ０）ｗ２ ＋
　 　 　 　 （ｋ１ ｌ２ ＋ ｋ２ ｌ１）ｗ３ ＋ ２ｋ２ ｌ２ｗ４） ＝ ０．

令上两式中 ｗ ｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，３，４） 的系数为 ０：
　 　 ２ａ１ｋ２σ４ － ａ２ｋ０ ＋ ａ３ｋ０ ｌ０ ＝ ０，
　 　 － ｂ１ｃｌ１σ２ － ｂ２ｋ１σ２ ＋ ｂ３ｋ０ ｌ０ ＝ ０，
　 　 － ２ａ１ｋ１σ２ － ａ２ｋ１ ＋ ａ３ｋ０ ｌ１ ＋ ａ３ｋ１ ｌ０ ＝ ０，
　 　 － ２ｂ１ｃｌ２σ２ ＋ ２ｂ２ｋ２σ２ ＋ ｂ３ｋ０ ｌ１ ＋ ｂ３ｋ１ ｌ０ ＝ ０，
　 　 － ６ａ１ｋ２σ２ ＋ ａ２ｋ２ ＋ ａ３ｋ０ ｌ２ ＋ ２ａ３ｋ１ ｌ１ ＋ ａ３ｋ２ ｌ０ ＝ ０，
　 　 ｂ１ｃｌ１ － ｂ２ｋ１ ＋ ｂ３ｋ０ ｌ２ ＋ ２ｂ３ｋ１ ｌ１ ＋ ｂ３ｋ２ ｌ０ ＝ ０，
　 　 ２ａ１ｋ１ ＋ ａ３ｋ１ ｌ２ ＋ ａ３ｋ２ ｌ１ ＝ ０，
　 　 ２ｂ１ｃｌ２ － ２ｂ２ｋ２ ＋ ａ３ｋ１ ｌ２ ＋ ａ３ｋ２ ｌ１ ＝ ０，
　 　 ６ａ１ｋ２ ＋ ２ａ３ｋ２ ｌ２ ＝ ０，
　 　 ２ｂ３ｋ２ ｌ２ ＝ ０．

于是， 能够得到
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其中波速 ｃ 为方程
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＋
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ａ３

＝ ０ （１８）

的解．
由式（１０）、（１５） ～ （１８）， 构造了系统（５）、（６）如下的精确孤子解：
　 　 Ｕ（ ｓ） ＝ ｋ０ － ｋ１σｔａｎｈ（σｓ） ＋ ｋ２σ２ ｔａｎｈ２（σｓ）， （１９）
　 　 Ｖ（ ｓ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１σｔａｎｈ（σｓ） ＋ ｌ２σ２ ｔａｎｈ２（σｓ） ． （２０）
例 １　 作为例子， 取 ａｉ ＝ ｂｉ ＝ １，ｉ ＝ １，２，３， 这时由式（１８）， 可得波速 ｃ ＝ － １ ／ ３ 和－２ ／ ９．
当 ｃ ＝ － １ ／ ３ 时， 由式（１５） ～ （１７）可得

　 　 ｋ０ ＝ － ２
９
， ｋ１ ＝ ２

３
， ｋ２ ＝ ０， ｌ０ ＝ １， ｌ１ ＝ － １， ｌ２ ＝ － ２， σ ＝ ２

３
．

对应的非扰动 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 耦合系统为

　 　 ∂２ｕ
∂ｓ２

－ ｕ ＋ ｕｖ ＝ ０， （２１）

１２３广义 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统孤子解



　 　 ｃ ∂ｖ
∂ｓ

－ ∂ｕ
∂ｓ

＋ ｕｖ ＝ ０． （２２）

于是由式（１９）、（２０），系统（２１）、（２２）的一组精确孤子解 Ｕ１（ ｓ），Ｖ１（ ｓ） 为
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同样， 当 ｃ ＝ － ２ ／ ９ 时， 系统（２１）、（２２） 的另一组精确孤子解 Ｕ２（ ｓ），Ｖ２（ ｓ） 为
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非扰动 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 耦合系统（２１）、（２２）的两组孤子解（２３） ～ （２６） ［（Ｕｉ（ ｓ），Ｖｉ（ ｓ））（ ｉ ＝
１，２）］ 的图形参见图 １～４ 所示．

图 １　 孤子解 Ｕ１ 的曲线 图 ２　 孤子解 Ｖ１ 的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｕ１ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｖ１

图 ３　 孤子解 Ｕ２ 的曲线 图 ４　 孤子解 Ｖ２ 的曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｕ２ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｖ２

再由式（１９）、（２０）和行波变换 ｓ ＝ ｘ ＋ ｃｔ， 得到 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 无扰动耦合系统（３）、（４）的一

组孤子的行波精确解：
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　 　 Ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ０ － ｋ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｋ２σ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］， （２７）
　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｌ２σ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］， （２８）

其中常数 ｃ，σ，ｋｉ，ｌｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 由式（１５） ～ （１８）表示．

２　 非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统

众所周知， 对于非线性扰动耦合系统（１）、（２）一般是不能得到有限项初等函数形式的精

确解．因此需要求出非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（１）、（２）孤子的近似解析表示式．
首先， 引入一般的同伦分析方法［１５⁃１６］， 其思路大体如下：
对于微分方程

　 　 Ｎ［ｕ（ｘ）］ ＝ ｆ（ｘ）， （∗）
其中 ｕ（ｘ） 为未知函数，Ｎ 为微分算子， ｆ（ｘ） 为已知函数．选取一个辅助线性算子 Ｌ、一个辅助

参数 ｑ 和一个初始近似函数 ｕ０（ｘ）， 构造一个同伦映射 Ｈ［ｕ，ｐ］，（Ｒ × ［０，１］ → Ｒ）：
　 　 Ｈ［ｕ，ｐ］ ＝ （１ － ｐ）Ｌ［Ｕ（ｘ，ｐ） － ｕ０（ｘ）］ － ｑ {Ｎ［Ｕ（ｘ，ｐ）］ － ｆ（ｘ） } ，

其中 ｐ ∈ ［０，１］ 为人工参数［１２］ ．由上述映射对应的方程：
　 　 （１ － ｐ）Ｌ［Ｕ（ｘ，ｐ） － ｕ０（ｘ）］ － ｑ {Ｎ［Ｕ（ｘ，ｐ）］ － ｆ（ｘ） } ＝ ０， （∗∗）

并令 Ｕ（ｘ，ｐ） 为

　 　 Ｕ（ｘ，ｐ） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
ｕｋ（ｘ）ｐｋ ． （∗∗∗）

将式（∗∗∗）代入方程（∗∗）， 按 ｐ的幂级数展开方程左端非线性项， 合并 ｐ 的各次幂的

系数， 并令其为 ０．这样可在形式上依次得到 ｕｋ（ｘ）（ｋ ＝ １，２，…） ．再将 ｕｋ（ｘ） 代入式（∗∗） 得

到形如式（∗∗） 的 Ｕ（ｘ，ｐ） 级数．这时如果 Ｕ（ｘ，ｐ） 的级数收敛， 那么

　 　 Ｕ（ｘ，１） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
ｕｋ（ｘ）

就是微分方程（∗）的一个精确解［１５⁃１６］ ．因而

　 　 ｕｎａｐｐ（ｘ） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｕｋ（ｘ）

就是方程（∗）的一个对应的 ｎ 次渐近解．
上述方法同样也适用于自变量为高维和方程组（系统）的情形．
利用上述同伦分析方法的特殊情形， 来研究非线性扰动耦合系统（１）、（２）．
设 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 非线性扰动耦合系统的孤子解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ， ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｖｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ， （２９）

其中 ｐ 就是一个人工参数．在上述同伦分析方法中， 引入特殊的辅助参数 ｑ ＝ － １ 和辅助算子

Ｌｉ（ ｉ ＝ １，２） （见下面的定义）， 于是参照上述同伦映射， 做如下讨论：
引入一组同伦映射 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ），ｉ ＝ １，２，（Ｒ２ × Ｉ → Ｒ）：

　 　 Ｈ１（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ Ｌ１（ｕ，ｖ） － Ｌ１（Ｕ，Ｖ） ＋ ｐ Ｌ１（ｕ，ｖ） ＋ Ｎ１（ｕ，ｖ） － Ｆ１
∂ｖ
∂ｔ

，ｕ，εæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （３０）

　 　 Ｈ２（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ Ｌ２（ｕ，ｖ） － Ｌ２（Ｕ，Ｖ） ＋ ｐ Ｌ２（ｕ，ｖ） ＋ Ｎ２（ｕ，ｖ） － Ｆ２
∂ｕ
∂ｘ

，ｖ，εæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （３１）

其中 Ｉ ＝ ［０，１］ ．选取第 １ 节中得到的孤子解 （Ｕ，Ｖ） 为 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 非线性扰动耦合系统的初

３２３广义 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统孤子解



始近似函数组， 而算子 Ｌｉ，Ｎｉ（ ｉ ＝ １，２） 分别为

　 　 Ｌ１（ｕ１，ｕ２） ＝ ａ１
∂２ｕ
∂ｘ２

－ ａ２ｕ， Ｌ２（ｕ，ｕ） ＝ ｂ１
∂ｖ
∂ｔ

－ ｂ２
∂ｖ
∂ｘ

，

　 　 Ｎ１（ｕ，ｖ） ＝ ａ３ｕｖ， Ｎ２（ｕ，ｖ） ＝ ｂ３ｕｖ ．
由泛函分析同伦映射式（３０）、（３１）， 将式（２９）代入 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２）， 把它的非线

性项按 ｐ展开， 合并 ｐ的同次幂项的系数， 并将各次幂的系数令为０．当选定了系统的初始近似

（Ｕ，Ｖ） 后， 可依次得到（ｕｉ，ｖｉ）（ ｉ ＝ １，２，…） 的方程， 并可求出对应的解．在Ｆ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 的假设

下， 利用不动点原理和逐次逼近方法［６⁃７，２８⁃２９］可知， 在选择初始近似后， 在

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ， ｖ ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｖｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ，　 　 ｘ ≤ Ｘ０ ， ｔ ∈ ［０，Ｔ０］， ｐ ∈ ［０，１］

（这里 Ｘ０，Ｔ０ 为适当大的正数） 上为一致收敛的（具体证明从略）．
不难看出， 由同伦映射式（３０）、 （３１）， Ｈｉ（ｕ， ｖ， １） ＝ ０（ ｉ ＝ １， ２） 和非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰

动耦合系统（１）、 （２）相同．于是系统（１）、 （２）的解 ｕ，ｖ就是Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ）＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 在 ｐ→１ 时

的解．
于是， 由式（３０）、（３１）， 令 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ）＝ ０（ ｉ ＝ １，２）， 将其左端展开为 ｐ的幂级数，且令 ｐ的

同次幂的系数为 ０．由 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 关于 ｐ０ 次幂的系数， 有

　 　 Ｌｉ（ｕ０，ｖ０） ＝ Ｌｉ（Ｕ，Ｖ）， 　 　 ｉ ＝ １，２． （３２）
选取 （ｕ０，ｖ０） 为对应的非扰动 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅ 耦合系统（３）、（４）的一组孤子行波精确解 （Ｕ，

Ｖ）， 即

　 　 ｕ０（ｘ，ｔ） ＝ ｋ０ － ｋ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｋ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］， （３３）
　 　 ｖ０（ｘ，ｔ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｌ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］， （３４）

其中常数 ｃ，σ，ｋｉ，ｌｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 由式（１５） ～ （１８）表示．
比较 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 关于 ｐ１ 的同次幂的系数．由 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 关于 ｐ１

次幂的系数， 有

　 　 ａ１

∂２ｕ１

∂ｘ２
－ ａ２ｕ１ － Ｆ１

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （３５）

　 　 ｂ１

∂ｖ１
∂ｔ

－ ｂ２

∂ｕ１

∂ｘ
－ Ｆ２

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （３６）

不难得到线性系统（３５）、（３６）在零初始条件下的解 （ｕ１，ｖ１） 为

　 　 ｕ１（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 ∫ｘ
０
Ｆ１

∂ｖ０
∂ｓ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅｘｐ ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｅｘｐ －

ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄη， （３７）

　 　 ｖ１（ｘ，ｔ） ＝ １
ｂ１
∫ｔ

０
ｂ２

∂ｕ１

∂ｘ
＋ Ｆ２

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄτ， （３８）

其中 ｕ０，ｖ０ 分别由式（３３）、（３４）决定， 式（３８）中的 ｕ１ 由式（３７）决定．
比较 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 关于 ｐ２ 的同次幂的系数．由 Ｈｉ（ｕ１，ｕ２，ｓ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） 关于 ｐ２

的系数， 有

　 　 ａ１

∂２ｕ２

∂ｘ２
－ ａ２ｕ２ ＋ ａ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） －

４２３ 史　 娟　 荣　 　 　 朱　 　 敏　 　 　 莫　 嘉　 琪



　 　 　 　 Ｆ１（∂ｕ ／ ∂ｔ）

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｖ１
∂ｘ

＋ Ｆ１ｕ

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （３９）

　 　 ｂ１

∂ｖ２
∂ｔ

－ ｂ２

∂ｕ２

∂ｘ
＋ ｂ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） －

　 　 　 　 Ｆ２（∂ｕ ／ ∂ｘ）

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｕ１

∂ｘ
＋ Ｆ２ｖ

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （４０）

线性系统（３９）、（４０）在零初始条件下的解 （ｕ２，ｖ２） 为

　 　 ｕ２（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 － ∫ｘ
０
ａ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） － Ｆ１（∂ｖ ／ ∂ｔ）

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｖ１
∂ｘ

＋ Ｆ１ｕ

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ｅｘｐ ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｅｘｐ －

ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄη， （４１）

　 　 ｖ２（ｘ，ｔ） ＝ １
ｂ１
∫ｔ

０
ｂ２

∂ｕ２

∂ｘ
－ ｂ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 Ｆ２（∂ｕ ／ ∂ｘ）

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｕ１

∂ｘ
＋ Ｆ２ｖ

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１

ù

û
ú
ú
ｄτ ＝ ０， （４２）

其中 ｕ ｊ，ｖｊ（ ｊ ＝ ０，１） 分别由式（３３）、（３４）和（３７）、（３８）决定．式（４２）中的 ｕ２ 由式（４１）决定．
由上， 我们能分别得到 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（１）、（２）的一组孤子解的一次、二次行

波近似解析式 （ｕｉａｐｐ（ｘ，ｔ），ｖｉａｐｐ（ｘ，ｔ））（ ｉ ＝ １，２） 分别为

　 　 ｕ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ０ － ｋ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｋ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋

　 　 　 　 ∫ｘ
０
Ｆ１

∂ｖ０
∂ｓ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｅｘｐ －

ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄη， （４３）

　 　 ｖ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｌ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋

　 　 　 　 １
ｂ１
∫ｔ

０
ｂ２

∂ｕ１

∂ｘ
＋ Ｆ２

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄτ， （４４）

　 　 ｕ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ０ － ｋ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｋ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ －

　 　 　 　 ∫ｘ
０
ａ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） － Ｆ１

∂ｖ０
∂ｓ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ１（∂ｖ ／ ∂ｔ）

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｖ１
∂ｘ

＋æ

è
ç

é

ë
ê
ê

　 　 　 　 Ｆ１ｕ

∂ｖ０
∂ｔ

，ｕ０，ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ｅｘｐ ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｅｘｐ －

ａ２

ａ１
（ ｓ － η）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄη， （４５）

　 　 ｖ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｌ０ ＋ ｌ１σｔａｎｈ［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋ ｌ２σ ２ ｔａｎｈ２［σ（ｘ ＋ ｃｔ）］ ＋

　 　 　 　 １
ｂ１
∫ｔ

０
ｂ２

∂ｕ１

∂ｘ
＋

∂ｕ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂ３（ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） ＋ Ｆ２

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

＋

　 　 　 　 Ｆ２（∂ｕ ／ ∂ｘ）

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｕ１

∂ｘ
＋ Ｆ２ｖ

∂ｕ０

∂ｘ
，ｖ０，ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ１

ù

û
ú
ú
ｄτ ． （４６）

用同样的方法， 我们还能得到更高次的近似解 （ｕｉａｐｐ（ｘ，ｔ），ｖｉａｐｐ（ｘ，ｔ））（ ｉ ＝ ３，４，…） ．
例 ２　 考虑一个非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统：

　 　 ∂２ｕ
∂ｘ２

－ ｕ ＋ ｕｖ ＝ εｓｉｎ ｕ， （４７）

５２３广义 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统孤子解



　 　 ∂ｖ
∂ｔ

－ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｕｖ ＝ εｃｏｓ ｖ ． （４８）

设

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ， ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｖｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ ． （４９）

将式（４９）代入 Ｈｉ（ｕ，ｖ，ｐ） ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） ， 将

　 　 ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ( )· ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｖｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ( ) ， εｓｉｎ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ( ) ， εｃｏｓ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｖｉ（ｘ，ｔ）ｐｉ( )

按 ｐ 的幂级数展开， 合并 ｐ 的同次幂项的系数， 并将各次幂 ｐｉ（ ｉ ＝ ０，１，…） 的系数令为 ０．
 当 ｐ０ 的系数等于 ０， 得

　 　 ∂２ｕ
∂ｘ２

－ ｕ ＋ ｕｖ ＝ ０， （５０）

　 　 ∂ｖ
∂ｔ

－ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｕｖ ＝ ０． （５１）

由例 １， 上述系统（５０）、（５１）有行波速度为 ｃ ＝ － １ ／ ３ 的孤子精确行波解（Ｕ１，Ｖ１）：

　 　 Ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ － ２
３

１
３

－ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ｖ１（ｘ，ｔ） ＝ １ ＋ ２
３

ｔａｎｈ ２
３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

３
ｔａｎｈ２ ２

３
ｘ － １

３
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此

　 　 ｕ０（ｘ，ｔ） ＝ － ２
３

１
３

－ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５２）

　 　 ｖ０（ｘ，ｔ） ＝ １ ＋ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

３
ｔａｎｈ２ ２

３
ｘ － １

３
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５３）

 当 ｐ１ 的系数等于 ０， 由式（３７）、（３８）可得

　 　 ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ ε∫ｘ
０
ｓｉｎ ｕ０［ｅｘｐ（ ｓ － η） ＋ ｅｘｐ（ － （ ｓ － η））］ｄη， （５４）

　 　 ｖ１（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ εｃｏｓ ｖ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄτ， （５５）

其中 ｕ０，ｖ０ 分别由式（５２）、（５３） 决定， 式（５５） 中的 ｕ１ 由式（５４）决定．
 当 ｐ２ 的系数等于 ０， 由式（４１）、（４２）可得

　 　 ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ － ∫ｘ
０
［ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０ － εｕ１ｓｉｎ ｕ０］［ｅｘｐ（ ｓ － η） ＋ ｅｘｐ（ － （ ｓ － η））］ｄη， （５６）

　 　 ｖ２（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０

∂ｕ２

∂ｘ
－ （ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） ＋ εｃｏｓ ｖ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄτ， （５７）

其中 ｕｉ，ｖｉ（ｉ ＝ ０，１） 分别由式（５２）、（５３） 和式（５４）、（５５） 决定， 式（５７） 中的 ｕ２ 由式（５６）决定．
由式（５２） ～ （５５）， 便得到非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（４７）、（４８）的一个一次近似解

（ｕ１ａｐｐ， ｖ１ａｐｐ）：

　 　 ｕ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ － ２
３

１
３

－ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋
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　 　 　 　 ε∫ｘ
０
ｓｉｎ ｕ０［ｅｘｐ（ ｓ － η） ＋ ｅｘｐ（ － （ ｓ － η））］ｄη，

　 　 ｖ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ １ ＋ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

３
ｔａｎｈ２ ２

３
ｘ － １

３
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ εｃｏｓ ｖ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄτ，

其中 ｕ０，ｖ０ 分别由式（５０）、（５１） 决定，ｕ１ 由式（５２）决定．
由式（５２） ～ （５７）， 便得到非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（４７）、（４８）的一个二次近似解

（ｕ２ａｐｐ， ｖ２ａｐｐ）：

　 　 ｕ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ － ２
３

１
３

－ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　 ∫ｘ
０
［ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０ － ε（１ ＋ ｕ１）ｓｉｎ ｕ０］［ｅｘｐ（ ｓ － η） ＋ ｅｘｐ（ － （ ｓ － η））］ｄη，

　 　 ｖ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＝ １ ＋ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － １
３

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

３
ｔａｎｈ２ ２

３
ｘ － １

３
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０

∂ｕ１

∂ｘ
＋

∂ｕ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － （ｕ０ｖ１ ＋ ｕ１ｖ０） ＋ ε（１ ＋ ｖ１）ｃｏｓ ｖ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄτ，

其中 ｕｉ，ｖｉ（ ｉ ＝ ０，１） 分别由式（５２）、（５３） 和（５４）、（５５） 决定，ｕ２ 由式（５６）决定．
我们还能用摄动理论以及不动点原理和逐次逼近方法证明［６⁃７，２８⁃２９］ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 非线性扰

动耦合系统（４７）、（４８）的孤子近似解 （ｕｉａｐｐ， ｖｉａｐｐ（ ｉ ＝ １，２）） 有如下的渐近估计式［６⁃７］：
　 　 ｕｅｘａ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＋ Ｏ（ε ２）， ｖｅｘａ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ１ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＋ Ｏ（ε ２），　 　 ０ ＜ ε ≪ １，
　 　 ｕｅｘａ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＋ Ｏ（ε ３）， ｖｅｘａ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ２ａｐｐ（ｘ，ｔ） ＋ Ｏ（ε ３），　 　 ０ ＜ ε ≪ １．

因此， 利用本文的近似方法得到的孤子近似解具有较好的精确度．
继续利用同样的方法能够得到非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统（４７）、（４８）的更高次近似

的孤子解．
由例 １， 还可利用系统（４７）、 （４８）对应的无扰动系统（５０）、 （５１）的另一个行波速度为 ｃ

＝ － ２ ／ ９ 的孤子精确行波解（Ｕ２，Ｖ２）：

　 　 Ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ － ４
９

４
９

－ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － ２
９

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ｖ２（ｘ，ｔ） ＝ １ ＋ ２ ２
３

ｔａｎｈ ２
３

ｘ － ２
９

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

３
ｔａｎｈ２ ２

３
ｘ － ２

９
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此， 我们还可得到 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 非线性扰动耦合系统（４７）、（４８）的另一组近似孤子解．其表

示式在此从略．

３　 结 束 语

孤子理论来源于一类复杂的自然现象．对它的研究， 需要简化为基本模型．利用近似方法

来求解这类模型是孤子理论的非常重要的方面．本文就是利用投射方法以及同伦分析方法相

结合来构造一个简单而有效的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 耦合系统的孤子近似解．
由渐近方法求解得模型的近似解， 它不同于单纯的用模拟方法得到的数值近似解．由于

７２３广义 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 扰动耦合系统孤子解



这样的渐近解具有解析形式的结构， 因此它还可以进行微分、积分等有关的解析运算， 从而

能更加深入地理解相应孤子解的性态和结构．

致谢　 本成果得到国内高级访问学者项目经费资助，特此谢意．
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