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摘要：　 建立了任意位置限位器约束下绕轴线自转悬臂梁的非线性模型．采用 Ｒｉｔｚ 法分析系统的

稳定性，获得了限位器无摩擦情形下系统的限制失稳临界值、分岔模式、后屈曲解以及致稳限位器

的最佳配置位置．采用有限元法对失稳临界值与致稳限位器的优化位置进行了验证，获得了一致的

结果．进一步分析了限位器夹紧力和支撑力摩擦效应对系统稳定性的影响规律，获得了有益的认

识．研究表明，在限位器约束下，绕轴线自转悬臂梁存在临界转速，当转速超过临界值时，梁的零挠

度平衡位置将发生叉式分岔而失去稳定性；限位器夹紧力摩擦效应将使失稳后的系统在转速回复

时出现明显的滞后效应，以比失稳临界值更低的转速回到原平衡位置；绕轴线自转悬臂梁系统致

稳限位器的最优配置位置在梁长距固支端的 ７８％左右等．这些成果对提升绕轴线自转悬臂梁的局

部限制失稳性能的认识和指导限位器的配置具有实际意义．
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引　 　 言

工程上，有一大类工作状态下的转轴系统可抽象为限位器约束下绕轴线自转的悬臂梁模

型，如转子系统、深海深井钻杆等．对于限位器，其约束往往是不完整的，非完整系统的稳定性

问题在工业中大量存在，目前仍是动力学与控制研究领域的热点之一．Ｇｏｄｏｙ 等［１］ 全面总结了

静态载荷作用下有限自由度非完整系统稳定性研究成果及进展．Ｃｈａｔｅａｕ 等［２］、Ｄｏｍｏｋｏｓ 等［３］、
Ｃｈａｉ［４］、Ｈｏｌｍｅｓ 等［５］对双侧受限制压杆的屈曲及后屈曲进行了一系列的试验和理论研究，对
受限制环、板和壳失稳的研究也较为丰富［６］，但对于绕轴线自转的悬臂结构的局部限制失稳

研究较少．武秀根等［７］建立了受压失稳杆在各种屈曲模态下的挠度曲线方程，分析了受压杆与

限制失稳构件之间间隙对接触载荷的影响．Ｃｈｅｎ 和 Ｆａｎｇ［８］ 研究了固支⁃固支梁端部推入直管

中的空间限制失稳现象．Ｔｚａｒｏｓ 和 Ｍｉｓｔａｋｉｄｉｓ［９］研究了几何缺陷梁的限制失稳问题，建立了轴向

压缩下含任意初始几何缺陷梁的限制失稳问题的数学分析方法．Ｋａｔｚ 和 Ｇｉｖｌｉ［１０］理论结合实验

研究了弹性墙限制下轴向压缩梁的后屈曲问题，揭示了与刚性约束不一致的非线性现象．上述

研究均考虑静态 ／准静态载荷，而鲜有对于整体大范围转动下梁的建模、稳定性与屈曲行为的
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研究．文献［１１⁃２２］等对运动状态下弹性梁的建模、动态特性与稳定性开展研究，取得系列理

论、数值与试验研究成果．其中文献［１９］研究了绕轴线自转悬臂梁自由端受单侧约束下的稳定

性，获得较丰富的非线性现象，而其边界条件不具有一般性，对于任意位置局部限制失稳问题

的研究更具有学术和工程意义．
本文针对更有工程意义的任意位置限位器约束下绕轴线自转悬臂梁的稳定性问题，暂不

考虑限位器与梁间的间隙，将非完整约束转化为非理想完整约束，重点考察限位器夹紧力与支

撑力的摩擦效应，系统研究其数学建模方法、稳定性以及限位器摩擦力对其稳定性的影响规

律，为提升系统稳定性的认识和限位器的优化配置提供理论基础．

１　 数 学 建 模

考虑如图 １ 所示绕轴线自转圆截面悬臂梁系统，其局部受限位器约束．图 １ 中， Ｏ⁃ＸＹ 为描

述梁变形的浮动坐标系，对应单位矢量为 ｉ， ｊ，设该坐标系以匀角速度 Ω 绕 ＯＸ 轴转动．梁的密

度为 ρ，弹性模量为 Ｅ，横截面积为 Ａ，转动惯量为 Ｉ，梁总长为 Ｌ，在梁长度为 ｌ（ ｌ≤ Ｌ） 处受限位

器约束（无间隙，约束横向运动，轴向可滑动），限位器夹紧力为 Ｐ ．

（ａ） 限位器约束下的绕轴线自转悬臂梁系统 （ｂ） 梁微元示意图

（ａ） Ｔｈｅ ｓｅｌｆ⁃ｒｏｔａｔｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ
ｃｏｎｆｉｎｅｄ ｂｙ ａ ｒｅｓｔｒｉｃｔｏｒ

图 １　 受限位器约束的自转悬臂梁物理系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｅｌｆ⁃ｒｏｔａｔｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｃｏｎｆｉｎｅｄ ｂｙ ａ ｒｅｓｔｒｉｃｔｏｒ

系统的建模基于以下 ３ 个基本假设： １） 梁的变形满足 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 假设； ２） 梁的变形

运动限于 Ｏ⁃ＸＹ 平面内； ３） 考虑梁的线弹性大变形．
在浮动坐标系 Ｏ⁃ＸＹ 中，梁的位移场为

　 　 ｒ ＝ Ｘ（ｘ） ｉ ＋ Ｙ（ｘ） ｊ， （１）
梁的变形满足几何约束方程

　 　
Ｘ′ ＝ γｃｏｓ θ，
Ｙ′ ＝ γｓｉｎ θ，{ （２）

式中 γ（ｘ，ｔ） 为梁的轴向伸长率，θ 为梁变形切向与转轴的夹角．
假设梁材料满足线弹性本构关系，则

　 　
Ｍ（ｘ） ＝ ＥＩ∂θ（ｘ） ／ ∂ｘ，
Ｎ（ｘ） ＝ ＥＡ（γ（ｘ） － １），{ （３）

式中 Ｍ，Ｎ 分别为梁的弯矩和轴力．
由图 １ 所示梁微元受力图，可得到梁的动力学平衡方程：
１） 平动平衡方程
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Ｔ′ ＝ ０，
Ｓ′ ＋ ρＡΩ２Ｙ ＝ ０，{ （４）

式中 Ｔ为梁ＯＸ轴方向的内力，Ｓ为梁ＯＹ轴方向的内力．由图 １可得到轴力Ｎ，剪力Ｑ与内力 Ｔ，
Ｓ 的关系：

　 　
Ｎ ＝ Ｔｃｏｓ θ ＋ Ｓｓｉｎ θ，
Ｑ ＝－ Ｔｓｉｎ θ ＋ Ｓｃｏｓ θ ．{ （５）

２） 转动平衡方程

　 　 Ｍ′ ＝ － γＱ ． （６）
于是，基于式（５）对式（４）进行转换，可得到系统的非线性力学模型：

　 　

Ｘ′ － γｃｏｓ θ ＝ ０，
Ｙ′ － γｓｉｎ θ ＝ ０，
Ｎ － ＥＡ（γ － １） ＝ ０，
ＥＩθ′ － Ｍ ＝ ０，
Ｍ′ ＋ γＱ ＝ ０，
Ｎ′ － Ｑθ′ ＋ ρＡΩ２Ｙｓｉｎ θ ＝ ０，
Ｑ′ ＋ Ｎθ′ ＋ ρＡΩ２Ｙｃｏｓ θ ＝ ０ ．
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（７）

其边界条件为

　 　
Ｘ（０） ＝ ０， Ｙ（０） ＝ ０， θ（０） ＝ ０，
Ｍ（Ｌ） ＝ ０， Ｎ（Ｌ） ＝ ０， Ｑ（Ｌ） ＝ ０ ．{ （８）

对于梁在限位器处的约束，其几何位移约束可描述为

　 　 ∃ｘ ∈ （０，Ｌ）　 　 ｓ．ｔ． Ｘ（ｘ） ＝ ｌ， Ｙ（ｘ） ＝ ０． （９）
设限位器对梁的横向约束力（支撑力）为 Ｑ（ｘ）， 则梁的剪力在约束点有

　 　 Ｑ（ｘ ＋） － Ｑ（ｘ －） ＝ Ｑ（ｘ） ． （１０）
当限位器与梁接触存在摩擦时，同时对梁产生轴向约束力．若设限位器与梁的接触符合

Ｃｏｕｌｏｍｂ（库仑）摩擦定律，且摩擦因数为 μ， 则梁在约束点的最大摩擦力为

　 　 Ｆ ＝ ± μ（ Ｑ（ｘ） ＋ Ｐ） ． （１１）
式（１１）中集中轴力极值的符号受加、卸载和不同失稳模式等的影响而不同，需要在分析时根

据滑移方向确定．本文分析系统的限制失稳，仅用到极值方程（１０），而无需计算摩擦力过渡阶

段的具体数值．
受限位器摩擦力的作用，梁轴力在约束点有

　 　 Ｎ（ｘ ＋） － Ｎ（ｘ －） ＝ － Ｆ ． （１２）
为使分析模型具有一般性，对上述方程作无量纲化处理，令

　 　

ｕ ＝ （Ｘ － ｘ） ／ Ｌ， ｖ ＝ Ｙ ／ Ｌ， ａ ＝ ｌ ／ Ｌ，

ξ ＝ ｘ ／ Ｌ， β ＝ ρＡＬ４ ／ （ＥＩ） ， ω ＝ βΩ， ε ＝ Ｉ ／ （ＡＬ２），
ｍ ＝ ＭＬ ／ （ＥＩ）， ｎ ＝ ＮＬ２ ／ （ＥＩ）， ｑ ＝ ＱＬ２ ／ （ＥＩ），
ｐ ＝ ＰＬ２ ／ （ＥＩ）， ｆ ＝ ＦＬ２ ／ （ＥＩ）， ｑ ＝ ＱＬ２ ／ （ＥＩ），
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（１３）

则系统的无量纲化数学方程为
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ｕ′ ＋ １ － γｃｏｓ θ ＝ ０，
ｖ′ － γｓｉｎ θ ＝ ０，
γ － １ － εｎ ＝ ０，
θ″ ＋ γｑ ＝ ０，
ｎ′ － ｑθ′ ＋ ω ２ｖｓｉｎ θ ＝ ０，
ｑ′ ＋ ｎθ′ ＋ ω ２ｖｃｏｓ θ ＝ ０ ．
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（１４）

对应边界条件

　 　
ｕ（０） ＝ ０， ｖ（０） ＝ ０， θ（０） ＝ ０，
ｎ（１） ＝ ０， ｑ（１） ＝ ０， ｍ（１） ＝ ０ ．{ （１５）

若 ε ≪ １，即假设梁轴向不可压缩，此时 γ ≡ １， ，则式（１４）可简化为

　 　

ｕ′ ＋ １ － ｃｏｓ θ ＝ ０，
ｖ′ － ｓｉｎ θ ＝ ０，
θ″ ＋ ｑ ＝ ０，
ｑ′ ＋ ω ２ｖｃｏｓ θ ＝ ０ ．
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（１６）

其边界条件仍为式（１５）．
下面对约束条件进行无量纲化，几何位移约束方程（９）无量纲化为

　 　 ∃ｘ ∈ （０，１）　 　 ｓ．ｔ． ｕ（ｘ） ＝ ａ － ｘ， ｖ（ｘ） ＝ ０； （１７）
剪力约束方程（１０）无量纲化为

　 　 ｑ（ｘ ＋） － ｑ（ｘ －） ＝ ｑ（ｘ）； （１８）
摩擦力无量纲化为

　 　 ｆ ＝ ± μ（ ｑ（ｘ） ＋ ｐ） ． （１９）
方程（１６） ～ （１８）即为本文所要考虑的数学模型．

２　 稳定性分析

２．１　 限位器无摩擦时系统的稳定性

２．１．１　 计算解析分析

本文采用 Ｒｉｔｚ 方法分析系统的稳定性．当限位器无摩擦时，限位器约束力不做功，系统保

守，无量纲微分方程组（１６）存在势能

　 　 π ＝ １
２ ∫

１

０
［（θ′） ２ － ω ２ｖ２］ｄｘ ． （２０）

几何约束条件可近似为

　 　
ｖ′ ＝ ｓｉｎ θ，
ｖ ｘ ＝ ａ ＝ ０ ．{ （２１）

设

　 　 ｖ［ｘ］ ＝ ｖ１ ｆ（ｘ，ａ）， （２２）
式中 ｆ（ｘ，ａ） 为满足边界条件和约束条件的试函数，ｖ１ 为广义坐标．本文采用低阶多项式匹配边

界条件和约束条件，有
　 　 ｆ（ｘ，ａ） ＝ （ｘ － ａ）ｘ２［（２０ － ２０ａ ＋ ６ａ２） －
　 　 　 　 ４（５ － ４ａ ＋ ａ２）ｘ ＋ （６ － ４ａ ＋ ａ２）ｘ２］ ． （２３）

由约束条件（２１）的第 １ 式有
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　 　 θ（ｘ） ＝ ａｒｃｓｉｎ（ｖ′） ≈ ｖ′ ＋ （ｖ′） ３ ／ ６． （２４）
将式（２２） ～ （２４）代入势能表达式（２０）积分，并对广义坐标 ｖ１ 变分且保留到 ３ 阶项有

　 　 ［ｇ１（ａ） － ω ２ｇ２（ａ） ＋ ｇ３（ａ）ｖ２１］ｖ１ ＝ ０， （２５）
式中

　 　 ｇ１（ａ） ＝ １６
３５

（３００ － １ １００ａ ＋ ２ １００ａ２ － ２ ２６０ａ３ ＋ １ ３８５ａ４ － ４５５ａ５ ＋ ６３ａ６），

　 　 ｇ２（ａ） ＝ ８
３ ４６５

（３ ２６０ － １６ ３００ａ ＋ ３３ ５８０ａ２ － ３６ ５１６ａ３ ＋

　 　 　 　 ２２ ２６９ａ４ － ７ ２７１ａ５ ＋ １ ００１ａ６），
　 　 ｇ３（ａ） ＝ １８８．５０９ ０９（３．８９７ ７２ － ３．８７０ ４４ａ ＋ ａ２）（２．５３８ ２８ － ３．０８１ ５９ａ ＋ ａ２） ×
　 　 　 　 （２．２５０ ５４ － ２．７１４ １８ａ ＋ ａ２）（２．７０４ ６９ － ２．６８２ ８５ａ ＋ ａ２） ×
　 　 　 　 （０．６５１ ３２ － １．５０２ １０ａ ＋ ａ２）（１．０４６ ２８ － ０．９９９ ６７ａ ＋ ａ２） ．
由式（２５），可得到系统的失稳临界值

　 　 ω ｃ ＝ ｇ１（ａ） ／ ｇ２（ａ） ． （２６）
临界失稳值 ω ｃ 与限位器位置的关系如图 ２ 所示．依据系统失稳临界值式（２６），可对限位

器约束位置进行优化，由 ｄω ｃ ／ ｄａ ＝ ０ 可得限位器最佳配置位置为 ａｏｐｔ ＝ ０．７７５ ２．

图 ２　 系统失稳临界值

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｌｏｓｉｎｇ ｉｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

结合势能表达式（２０），可得到系统的稳定性如下：
（ａ） 当 ω ＜ ω ｃ 时，零挠度平衡位置 ｖ１ ＝ ０ 稳定；
（ｂ） 当 ω ≥ ω ｃ 时， 零挠度平衡位置 ｖ１ ＝ ０ 发生叉式分岔而失去稳定性， 存在稳定的后屈

曲解

　 　 ｖ１ ＝ ± ［ｇ２（ａ）ω ２ － ｇ１（ａ）］ ／ ｇ３（ａ） ． （２７）
ａ ＝ ０．８ 时，系统的分岔解如图 ３ 所示，ａ ＝ ０．８， ω ＝ ２５ 时系统的分岔形态如图 ４ 所示．

２．１．２　 有限元算例验证

下面采用有限元方法对上述近似解析分析得到的失稳临界值和限位器致稳最佳位置进行

验证．算例：梁半径 ０．０１ ｍ，长度 １ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，密度 ρ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３ ．根据转子动

力学理论，采用有限元方法对系统的失稳临界值与限位器最佳配置位置进行计算，并对计算结

果按式（１３）进行无量纲化处理．有限元计算获得的梁转动速度的失稳临界值与 Ｒｉｔｚ 法分析结

果对比如图 ５ 所示．
图 ５ 的比较表明，有限元计算得到的临界失稳值与 Ｒｉｔｚ 法得到的失稳值基本一致，总体偏
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差未超过 １０％，在限位器最佳配置邻域 （ａ∈（０．６，１）），偏差在 ５％左右；有限元分析获得的限

位器最佳配置位置为 ａｏｐｔ ＝ ０．７８３ ５， Ｒｉｔｚ 法与其相比偏差仅 １．１％．此比较结果表明，本文所采

用的 Ｒｉｔｚ 法可获得满意的结果，后文将不再进行验证．

图 ３　 系统后屈曲解 （ａ ＝ ０．８） 图 ４　 系统分岔形态 （ａ ＝ ０．８， ω ＝ ２５）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｏｓｔ⁃ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ ＝ ０．８） （ａ ＝ ０．８， ω ＝ ２５）

图 ５　 失稳临界值有限元法与 Ｒｉｔｚ 法的对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｌｏｓｉｎｇ ｉｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｚｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＦＥＭ ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ

２．２　 限位器摩擦效应对系统稳定性的影响

２．２．１　 限位器预紧力摩擦效应对系统稳定性的影响

考虑限位器夹紧力所产生的摩擦力所作的功，系统的泛函为

　 　 π ＝ １
２ ∫

１

０
［（θ′） ２ － ω ２ｖ２］ｄｘ － μｐｕ（ａ） ． （２８）

由式（１６）的第 １、２ 式，并考虑到边界条件，可获得梁在限位器约束点的轴向位移：

　 　
ｕ′ ≈－ （１ ／ ２）（ｖ′） ２，

ｕ（ａ） ≈－ （１ ／ ２） ∫ａ
０
（ｖ′） ２ｄｘ ．{ （２９）

取试函数（２３），代入泛函式（２８）进行变分，可得到广义坐标 ｖ１ 满足的平衡方程：
　 　 ［ｇ１（ａ） ＋ μｐｇ４（ａ） － ω ２ｇ２（ａ） ＋ ｇ３（ａ）ｖ２１］ｖ１ ＝ ０， （３０）

式中

　 　 ｇ４（ａ） ＝ ４
６３

ａ５（８４０ － ２ ９４０ａ ＋ ４ ４４０ａ２ － ３ ７５６ａ３ ＋ １ ９５０ａ４ －

　 　 　 　 ６４５ａ５ ＋ １３６ａ６ － １７ａ７ ＋ ａ８） ．
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由式（３０）可得到系统的失稳临界值：

　 　 ω μｐ ｃ ＝ ［ｇ１（ａ） ＋ μｐｇ４（ａ）］ ／ ｇ２（ａ） ． （３１）
显然，当 μｐ≠０时，由于 ｇ４（ａ） ≥０，则ω μｐ ｃ ≥ω ｃ；且 μｐ越大，即限位器夹紧力所产生的摩

擦力越大，则 ω μｐ ｃ 也越大，故限位器夹紧力所产生的摩擦力可增加系统的准静态稳定性；但由

于 ｇ４（ａ） ≪ ｇ１（ａ），摩擦力对限位器作用最优位置的影响很小，例如摩擦因数 μ ＝ ０．１ 时，无量

纲夹紧力 ｐ从 ０增大到 ４０时，限位器作用最优位置 ａ 仅从 ０．７７５ ２ 调整到 ０．７７９ ４，变化很小，基
本可忽略．

此时，系统的准静态稳定性与无摩擦情形类似：
（ａ） 当 ω ＜ ω μｐ ｃ 时，零挠度平衡位置 ｖ１ ＝ ０ 稳定；
（ｂ） 当 ω ≥ ω μｐ ｃ 时，零挠度平衡位置 ｖ１ ＝ ０ 发生叉式分岔而失去稳定性，存在稳定的后屈

曲解

　 　 ｖ１ ＝ ± ［ω ２ｇ２（ａ） － ｇ１（ａ） － μｐｇ４（ａ）］ ／ ｇ３（ａ） ． （３２）
由于摩擦力的存在，将影响系统后屈曲解的卸载曲线．以完全卸载回到零挠度平衡位置时

的构型为参照构型，可方便地得到卸载时广义坐标 ｖ１ 满足的平衡方程：
　 　 ［ｇ１（ａ） － μｐｇ４（ａ） － ω ２ｇ２（ａ） ＋ ｇ３（ａ）ｖ２１］ｖ１ ＝ ０． （３３）
由式（３３）可得到屈曲解回到零挠度平衡位置的临界值：

　 　 ω －
μｐ ｃ ＝ ［ｇ１（ａ） － μｐｇ４（ａ）］ ／ ｇ２（ａ） ． （３４）

设 ω １ ＝ ω ０
１ ＞ ω μｐ ｃ，ｖ１ ＝ ｖ０１，ｕ（ａ） ＝ ｕ０（ａ） 时系统开始卸载．此时，系统的卸载曲线为

　 　 ｖ－ ＝

± ｖ０１， ω ∈ （ω －
１ ，ω ０

１］，

± ［ω ２ｇ２（ａ） － ｇ１（ａ） ＋ μｐｇ４（ａ）］ ／ ｇ３（ａ） ， ω ∈ （ω －
μｐ ｃ，ω

－
１ ］，

０， ω ∈ ［０，ω －
μｐ ｃ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３５）

式中

　 　 ω －
１ ＝ （ω ０

１） ２ － ２μｐｇ４（ａ） ／ ｇ２（ａ） （３６）
是限位器摩擦力反向到最大，梁开始回复时的临界值．

显然，当 μ·ｐ ≠ ０ 时，ω －
μｐ ｃ ＜ ω μｐ ｃ，因此系统转速下降（卸载） 时存在滞后效应．当 ａ ＝ ０．８，

μｐ ＝ １０，ω ０
１ ＝ ２５ 时，系统的分岔模式如图 ６ 所示，其中的平台段是限位器摩擦力改变大小及其

方向的区间，箭头方向表示从加载到卸载的循环过程．

图 ６　 含摩擦系统加、卸载时的分岔模式

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎ
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２．２．２　 限位器支撑力摩擦效应对系统稳定性的影响

下面分析限位器支撑力摩擦效应对系统失稳临界值和后屈曲解的影响．由式（１９）知，为计

算摩擦力的功，需计算限位器支撑力．根据变形梁力的平衡条件，可得到限位器无量纲化支撑

力为

　 　 ｑ ＝ ∫１
０
ω ２ｖ（ｘ）ｄｘ ＋ ｑ０[ ] ａｒｃｃｏｓ θ ≈ ∫１

０
ω ２ｖ（ｘ）ｄｘ － ｖ‴（０） ． （３７）

考虑限位器支撑力所产生的摩擦力所作的功，系统的泛函为

　 　 π ＝ １
２ ∫

１

０
［（θ′） ２ － ω ２ｖ２］ｄｘ ＋ μ ｑ ｕ（ａ） ． （３８）

基于试函数（２３），将式（２９）、（３７）代入式（３８），对广义坐标 ｖ１ 变分并保留到 ３ 阶可得

　 　 ｇ１（ａ） － ω ２ｇ２（ａ） ＋ ３
２

μｇ４（ａ） ｇ５（ａ）ω ２ － ｇ６（ａ） ｖ１ ＋ ｇ３（ａ）ｖ２１{ } ｖ１ ＝ ０， （３９）

式中

　 　 ｇ５（ａ） ＝ （３０ － ８０ａ ＋ ６５ａ２ － １８ａ３） ／ １５，
　 　 ｇ６（ａ） ＝ １２（１０ － ５ａ２ ＋ ２ａ３） ．
式（３９）表明，限位器支撑力所产生的摩擦力对失稳临界值无影响，仍然为 ω μ ｃ ＝ ω ｃ ＝

ｇ１（ａ） ／ ｇ２（ａ） ， 但对失稳后的平衡位置有影响，此时系统的后屈曲解为

　 　 ｖ１ ＝ ± ［１ ／ （４ｇ３（ａ））］ － ３μｇ４（ａ） ｇ５（ａ）ω ２ － ｇ６（ａ） ＋{

　 　 　 　 ９μ ２ｇ２
４（ａ）［ｇ５（ａ）ω ２ － ｇ６（ａ）］ ２ － １６ｇ３（ａ）［ｇ１（ａ） － ω ２ｇ２（ａ）］ } ． （４０）

（ａ） μ ＝ ０．１， ａ ＝ ０．６５ （ｂ） μ ＝ ０．１， ａ ＝ ０．８

图 ７　 限位器支撑力摩擦效应对后屈曲解的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｐｏｓｔ⁃ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂｙ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔｏｒ’ｓ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ

μ ＝ ０．１，ａ ＝ ０．６５ 时系统的后屈曲解如图 ７（ａ）所示， μ ＝ ０．１，ａ ＝ ０．８ 时系统的后屈曲解如

图 ７（ｂ）所示，图 ７ 中虚线是无摩擦效应的后屈曲解．图 ７ 表明，支撑力摩擦效应对后屈曲解影

响明显，体现出典型的随动力特征：在改变分岔模式的同时，将影响后屈曲解的幅值，其大小与

无摩擦效应的后屈曲幅值（梁的挠度）相关，幅值越大、影响越大．

３　 结 束 语

本文针对工程上关心的绕轴线自转悬臂梁系统的局部限制失稳问题，采用微元法建立了

系统的几何非线性平衡方程，进行无量纲化，获得该类问题一般性的数学模型．采用 Ｒｉｔｚ 法，分
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别分析了限位器无摩擦、存在夹紧力和支撑力摩擦效应情形下系统的限制失稳临界值、分岔模

式与后屈曲解，并对最大失稳临界值的限位器位置进行了优化；针对限位器无摩擦情形的临界

失稳值与最优位置，有限元算例获得了一致的结果，验证了本文分析的有效性．本文的研究获

得以下认识：
１） 配置限位器的绕轴线自转悬臂梁系统，存在临界转速，当转速小于临界转速时，系统零

挠度位置稳定；当转速超过临界转速时，零挠度位置将发生叉式分岔而失稳，存在一对对称的

非零平衡位置．
２） 限位器夹紧力摩擦效应将提升系统的临界转速，并对后屈曲解的卸载路径产生影响，

存在状态不变的转速区间（摩擦力改变大小和方向历程），且以比临界值更小的转速返回到零

挠度平衡位置，存在明显的滞后效应；限位器夹紧力摩擦效应对系统的分岔模式无影响．
３） 限位器支撑力摩擦效应将影响系统失稳的分岔模式，不再是叉式分岔，且影响后屈曲

解的幅值，大小与无摩擦效应的后屈曲幅值（梁的挠度）相关，幅值越大、影响越明显，体现出

典型的随动力特征；限位器支撑力摩擦效应对临界转速无影响．
４） 绕轴线自转悬臂梁系统致稳限位器的最佳配置位置在梁长距固支端的 ７８％左右．
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８４１ 绕轴线自转悬臂梁的局部限制失稳分析
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