
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１６）０１⁃００８４⁃１３ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

直角坐标系下层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ
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摘要：　 基于直角坐标系下 Ｂｉｏｔ 固结的基本控制方程，并考虑软土土骨架的黏弹性特性，通过 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 积分变换、解耦变换、微分方程组理论和矩阵理论，推导了黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空

间问题和平面应变问题在积分变换域的解析解，进而得到对应问题的单元刚度矩阵．然后根据对号

入座原则组装得到层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结对应问题的总体刚度矩阵．通过求解总体刚度矩阵形

成的线性代数方程，得到层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结对应问题在积分变换域内的解答．最后应用

Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得到其物理域内的解．对比求解黏弹性 Ｂｉｏｔ 固结问题退化的弹性 Ｂｉｏｔ 固结问

题与已有解答，验证了刚度矩阵计算方法的正确性，为层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题提供了理论

基础．
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引　 　 言

我国沿海地区如上海、宁波等存在大量饱和粘土的天然地基，在地质沉积形成中呈现出层

状特征．随着市政基础设施的建设，在外部荷载作用过程中，饱和软土内存在土骨架和孔隙水

压力相互耦合变化的固结现象．同时，试验研究发现：软土主、次固结之间是耦合不可分的［１⁃３］，
固结问题应考虑土骨架具有显著随时间变化的流变特征．

Ｂｉｏｔ 固结理论能正确地反映孔隙水压力消散和土体骨架变形之间的相互关系［４］，现有针

对层状地基 Ｂｉｏｔ 固结的研究大多集中在求解极坐标系下的相关问题［５⁃１５］，忽略了软土土骨架

的流变特征．同时，地基局部承受外部作用在实际工程中时常发生，因此，研究直角坐标系下三

维层状流变地基固结问题十分有必要．同时， 将 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题简化为平面应变问题

同样具有实际应用价值， 如区间隧道开挖对周围环境的影响．现有层状地基 Ｂｉｏｔ 固结的求解

方法主要采用传递矩阵法［６⁃８］， 传递矩阵法在计算指数函数乘积时存在溢出问题［６⁃８］ ．由于刚

度矩阵的对称性及矩阵元素只存在负指数， 从而避免传递矩阵法中正指数存在导致的计算溢

出问题［１６］ ．
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从直角坐标系下 Ｂｉｏｔ 固结的基本控制方程入手，并考虑土骨架的黏弹性，推导得到层状

黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题和平面应变问题均为 ６ 行 ６ 列的解析单元刚度矩阵，并集

成层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结对应问题总体刚度矩阵．通过求解总体刚度矩阵形成的代数方程

得到对应问题的解答，为实际工程中层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题提供理论基础．

１　 黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题单元刚度矩阵的推导

１．１　 三维空间问题单元刚度矩阵

考虑土骨架黏弹性建立 Ｂｉｏｔ 固结问题的基本方程时，做以下假定：
１） 土体骨架是黏弹性体；
２） 土体变形是微小的；
３） 土颗粒和孔隙水不可压缩；
４） 土体饱和时只考虑水、土两相性；
５） 土体渗流符合 Ｄａｒｃｙ 定律且渗透系数不随时空变化为常数；
６） 不计土体孔隙中的流体相对于土体骨架运动的惯性力和体力；
７） 土体内任取一微小单元体， ｚ 坐标向下为正，应力和应变以压缩为正，剪应力以使单元

体逆时针旋转为正．
黏弹性力学中几何方程、积分型本构方程和不计体力的静力平衡方程分别为［１４］

　 　 εｉｊ（ ｔ） ＝ － １
２
［ｕｉ， ｊ（ ｔ） ＋ ｕ ｊ，ｉ（ ｔ）］， （１ａ）

　 　 σ′ｉｊ（ ｔ） ＝ δｉｊλ（ ｔ）∗ｄεｋｋ（ ｔ） ＋ ２Ｇ（ ｔ）∗ｄｅｉｊ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 ｄλ（ ｔ）∗δｉｊεｋｋ（ ｔ） ＋ ２εｉｊ（ ｔ）∗ｄＧ（ ｔ）， （１ｂ）
　 　 σｉｊ， ｊ ＝ ０， （１ｃ）

式中， σｉｊ 为土体应力张量；εｉｊ 为土体应变张量；εｋｋ 为体积应变；ｕｉ 为土体位移张量；σ′ｉｊ为土骨

架有效应力张量；λ（ ｔ） ＝ Ｋ（ ｔ） － ２Ｇ（ ｔ） ／ ３，Ｇ（ ｔ） 为剪切松弛函数，Ｋ（ ｔ） 为体积松弛函数；∗为

广义 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 卷积符号； ｄｆ（ ｔ） 为 ｆ（ ｔ） 对时间 ｔ 的求导，ｉ， ｊ 为下标，ｉ ＝ １，２，３， ｊ ＝ １，２，３；δｉｊ 为

符号函数，ｉ ＝ ｊ 时，δｉｊ ＝ １，ｉ ≠ ｊ 时，δｉｊ ＝ ０．
Ｂｉｏｔ 固结理论中有效应力原理、渗流连续性方程、土孔隙中流体的平衡方程分别为

　 　 σｉｊ ＝ σ′ｉｊ ＋ ｐδｉｊ， （１ｄ）
　 　 εｉｉ ＝ ωｉ，ｉ， （１ｅ）

　 　 ω ＝－
ｋｉ

γｗ
ｐ，ｉ， （１ｆ）

式中， ｐ为孔隙水压力，以压为正；ωｉ 为土体中液体相对于土骨架的位移分量，液体流动方向与

坐标轴方向相同为正；ｋｉ 为渗透系数；γｗ ＝ ρｗｇ 为液体重度．
将土孔隙中流体的平衡方程式（１ｆ）代入渗流连续性方程式（１ｅ），得到

　 　 εｉｉ ＝ －
ｋｉ

γｗ
ｐ，ｉｉ ． （１ｇ）

将几何方程式（１ａ）代入积分型本构方程式（１ｂ）得到

　 　 σ′ｉｊ， ｊ（ ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）∗（εｋｋ） ，ｉ － ｄＧ（ ｔ）∗［ｕｉ， ｊｊ ＋ （ｕ ｊ， ｊ） ，ｉ］ ． （２）
将式（２）和有效应力原理式（１ｄ）代入平衡方程式（１ｃ），并联合式（１ｇ）展开得到用位移表

示的直角坐标系下黏弹性地基渗透各向异性 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题控制方程，即
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　 　 ｄＧ（ ｔ）Ñ２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｘ

－ ∂ｐ
∂ｘ

＝ ０， （３ａ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）Ñ２ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｙ

－ ∂ｐ
∂ｙ

＝ ０， （３ｂ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）Ñ２ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ

－ ∂ｐ
∂ｚ

＝ ０， （３ｃ）

　 　 ∂ε
∂ｔ

＝ －
ｋｘ

γｗ

∂２ｐ
∂ｘ２

＋
ｋｙ

γｗ

∂２ｐ
∂ｙ２

＋
ｋｚ

γｗ

∂２ｐ
∂ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３ｄ）

式中

　 　 ε ＝ － ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｖ
∂ｙ

＋ ∂ｗ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３ｅ）

ε为体积应变；Ñ２ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｙ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｚ２ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子； ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，
ｔ） 为 ｘ，ｙ，ｚ方向的位移；ｋｘ 和 ｋｙ 分别为 ｘ和 ｙ方向的渗透系数，根据天然地基沉积性质，令 ｋｘ ＝
ｋｙ ＝ ｋｈ ．

结合有效应力原理式（１ｄ）和（２）展开得到用位移表示的直角坐标系下三维空间问题的物

理方程为

　 　 σｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）ε － ２ｄＧ（ ｔ） ∂ｗ
∂ｚ

， （４ａ）

　 　 τｘｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ） ∂ｕ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４ｂ）

　 　 τｙｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ） ∂ｖ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４ｃ）

由土体孔隙中流体的平衡方程式（１ｆ），得到 ０ 到 ｔ 时刻 ｚ 方向液体相对于土骨架的单位面

积流量为

　 　 Ｑ ＝ ∫ｔ
０

ｋｚ

γｗ

∂ｐ
∂ｚ

ｄｔ ． （５）

对式（３ａ）、（３ｂ）、（３ｃ）、（３ｄ）和（３ｅ）分别进行 ｘ，ｙ 方向的双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和进行时间 ｔ
的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到

　 　 ｄ２ｕ－

ｄｚ２
－ ξ２ｕ－ －

ｉ（λ∗ ＋ Ｇ∗）ξｘ
Ｇ∗ ε－ － ｉξｘ

ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （６ａ）

　 　 ｄ２ ｖ－

ｄｚ２
－ ξ２ ｖ－ －

ｉ（λ
－ ∗ ＋ Ｇ∗）ξｙ

Ｇ∗ ε－ － ｉξｙ
ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （６ｂ）

　 　 ｄ２ｗ－

ｄｚ２
－ ξ２ｗ－ － （λ∗ ＋ Ｇ∗）

Ｇ∗

ｄε－

ｄｚ
－ １
Ｇ∗

ｄｐ－

ｄｚ
＝ ０， （６ｃ）

　 　 ｓε ＝ ξ２
ｘ

ｋｈ

γｗ
ｐ ＋ ξ２

ｙ

ｋｈ

γｗ
ｐ －

ｋｚ

γｗ

ｄ２ｐ
ｄｚ２

， （６ｄ）

　 　 ε－ ＝ － ｉξｘｕ
－ － ｉξｙ ｖ

－ － ｄｗ－

ｄｚ
， （６ｅ）

式中

６８ 直角坐标系下层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结解析刚度矩阵解



　 　 λ∗ ＝ ｓλ（ ｓ）， Ｇ∗ ＝ ｓＧ（ ｓ），
ｉ 为虚数单位，

　 　 ξ２ ＝ ξ２
ｘ ＋ ξ２

ｙ， ｆ　
－
（ξｘ，ξｙ，ｚ，ｓ） ＝ ∫＋∞

０
∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）ｅ － ｉξｘｘｅ － ｉξｙｙｅ －ｓｔｄｘｄｙｄｔ ．

将式（６ｅ）代入式（６ａ）、（６ｂ）、（６ｃ）和（６ｄ）得到

　 　 ｉｄ２ｕ－

ｄｚ２
－ ｉ（ξ２ ＋ ψξ２

ｘ）ｕ
－ － ｉψξｘξｙ ｖ

－ － ψξｘ
ｄｗ－

ｄｚ
＋ ξｘ

ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （７ａ）

　 　 ｉｄ２ ｖ－

ｄｚ２
－ ｉ（ξ２ ＋ ψξ２

ｙ） ｖ
－ － ｉψξｘξｙｕ

－ － ψξｙ
ｄｗ－

ｄｚ
＋ ξｙ

ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （７ｂ）

　 　 （１ ＋ ψ） ｄ２ｗ－

ｄｚ２
＋ ψ ξｘ

ｉｄｕ－

ｄｚ
＋ ξｙ

ｉｄｖ－

ｄｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ξ２ｗ－ － １

Ｇ∗

ｄｐ－

ｄｚ
＝ ０， （７ｃ）

　 　
ｋｚ

γｗ

ｄ２ｐ
ｄｚ２

－ ξ２ ｋｈ

γｗ
ｐ － ｉｓξｘｕ

－ － ｉｓξｙ ｖ
－ － ｓ ｄｗ

－

ｄｚ
＝ ０， （７ｄ）

式中

　 　 ψ ＝ （λ∗ ＋ Ｇ∗）
Ｇ∗ ．

为了解除以上公式中积分变换后位移量之间的耦合，令

　 　 Ｍ ＝
ξｘｕ

－ ＋ ξｙ ｖ
－

ξ
， Ｎ ＝

ξｙｕ
－ － ξｘ ｖ

－

ξ
， Ｗ ＝ ｗ－ ，

变换得到

　 　 ｕ－ ＝
ξｘＭ ＋ ξｙＮ

ξ
， ｖ－ ＝

ξｙＭ － ξｘＮ
ξ

． （８）

将式（８）代入式（７ａ）、（７ｂ）、（７ｃ）和（７ｄ）得到

　 　 ｉｄ２Ｍ
ｄｚ２

－ ξψ ｄＷ
ｄｚ

－ ｉξ２（１ ＋ ψ）Ｍ ＋ ξ ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （９ａ）

　 　 （１ ＋ ψ） ｄ２Ｗ
ｄｚ２

＋ ξψ ｉｄＭ
ｄｚ

－ ξ２Ｗ － １
Ｇ∗

ｄｐ－

ｄｚ
＝ ０， （９ｂ）

　 　 ｄ２Ｎ
ｄｚ２

－ ξ２Ｎ ＝ ０， （９ｃ）

　 　
ｋｚ

γｗ

ｄ２ｐ－

ｄｚ２
－ ξ２ ｋｈ

γｗ
ｐ－ － ｉｓξＭ － ｓ ｄＷ

ｄｚ
＝ ０． （９ｄ）

将式（９ａ）、（９ｂ）和（９ｄ）写成齐次常微分方程组的矩阵形式，即

　 　

１ ０ ０
０ １ ＋ ψ ０

０ ０
ｋｚ

γｗ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｉｄ２Ｍ
ｄｚ２

ｄ２Ｗ
ｄｚ２

ｄ２ｐ－

ｄｚ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

０ － ξψ ０

ξψ ０
－ １
Ｇ∗

０ － ｓ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｉｄＭ
ｄｚ
ｄＷ
ｄｚ
ｄｐ－

ｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

－
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ξ２（１ ＋ ψ） ０ － ξ
Ｇ∗

０ ξ２ ０

ｓξ ０
ξ２ｋｈ

γｗ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｉＭ
Ｗ
ｐ－

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ０． （１０）

根据文献［１６］提出的运用微分方程组理论和矩阵理论的求解方法，求解矩阵方程（１０）得

　 　
ｉＭ
Ｗ
ｐ－

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
－ １ － ｚ － ２Ｒ

Ｈ
－ １

１ ｚ － １ ／ ξ ｑ ／ ξ
０ ２Ｇ∗γｗｓ ／ Ｈ Ｆ ／ （ｋｚξ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｃ１ｅξｚ

Ｃ２ｅξｚ

Ｃ５ｅｑｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　
１ ｚ － ２Ｒ

Ｈ
１

１ ｚ ＋ １ ／ ξ ｑ ／ ξ
０ ２Ｇ∗γｗｓ ／ Ｈ － Ｆ ／ （ｋｚξ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｃ３ｅ
－ξｚ

Ｃ４ｅ
－ξｚ

Ｃ６ｅ
－ｑｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１１）

式中

　 　 ｑ ＝
ｋｈ

ｋｚ
ξ２ ＋

ｓγｗ

（１ ＋ ψ）ｋｚ
，

　 　 Ｈ ＝ γｗｓ ＋ ψＧ∗（ｋｈ － ｋｚ）ξ２， Ｆ ＝ γｗｓ ＋ （１ ＋ ψ）Ｇ∗（ｋｈ － ｋｚ）ξ２，
　 　 Ｒ ＝ Ｇ∗（ｋｈ － ｋｚ）ξ ．
对式（４ａ）、（４ｂ）、（４ｃ）和（５）分别进行 ｘ 向的双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和进行时间 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换，得到

　 　 σ－ ｚ ＝ λ∗ε－ － ２Ｇ∗ ｄｗ－

ｄｚ
＋ ｐ－， （１２ａ）

　 　 τ－ ｘｚ ＝ － Ｇ∗ ｄｕ－

ｄｚ
＋ ｉξｘｗ

－æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２ｂ）

　 　 τ－ ｙｚ ＝ － Ｇ∗ ｄｖ－

ｄｚ
＋ ｉξｙｗ

－æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２ｃ）

　 　 Ｑ
－
＝

ｋｚ

ｓγｗ

ｄｐ－

ｄｚ
． （１２ｄ）

为配合解除积分变换后位移量之间的耦合，令

　 　 Ｘ ＝
ξｘτ

－
ｘｚ ＋ ξｙτ

－
ｙｚ

ξ
， Ｙ ＝

ξｙτ
－
ｘｚ － ξｘτ

－
ｙｚ

ξ
， Ｚ ＝ σ－ ｚ ．

由式（８）、（１１）和（１２）得到

　 　 Ｚ ＝ σ－ ｚ ＝ － ２Ｇ∗ξＣ１ｅξｚ ＋ ２Ｇ∗Ｃ２ｅξｚ（１ － ξｚ － Ｒξ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ξＣ３ｅ
－ξｚ ＋

　 　 　 　 ２Ｇ∗Ｃ４ｅ
－ξｚ（１ ＋ ξｚ － Ｒξ ／ Ｈ） － ２Ｇ∗Ｃ５ξｅｑｚ ＋ ２Ｇ∗Ｃ６ξｅ

－ｑｚ， （１３ａ）

　 　 ｉＸ ＝－ ｉＧ∗ ｄＭ
ｄｚ

＋ ｉξＷæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ２Ｇ∗ξＣ１ｅξｚ ＋ ２Ｇ∗ξＣ２ｅξｚ（ ｚ ＋ Ｒ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ξＣ３ｅ
－ξｚ ＋

　 　 　 　 ２Ｇ∗ξＣ４ｅξｚ（ ｚ － Ｒ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ｑＣ５ｅｑｚ ＋ ２Ｇ∗ｑＣ６ｅ
－ｑｚ， （１３ｂ）

８８ 直角坐标系下层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结解析刚度矩阵解



　 　 Ｑ
－
＝ ２Ｇ∗ξＣ２ｅξｚｋｚ ／ Ｈ － ２Ｇ∗ξＣ４ｅ

－ξｚｋｚ ／ Ｈ ＋
　 　 　 　 Ｃ５ｅｑｚＦｑ ／ （ξγｗｓ） ＋ Ｃ６ｅ

－ｑｚＦｑ ／ （ξγｗｓ）， （１３ｃ）

　 　 Ｙ ＝ － Ｇ∗ ｄＮ
ｄｚ

． （１３ｄ）

由式（１１）得到位移分量与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 之间的矩阵关系式，即
　 　 Ｕ ＝ ［Ｗ（ξ，ｓ，０），ｉＭ（ξ，ｓ，０），ｐ－（ξ，ｓ，０），Ｗ（ξ，ｓ，ｚ），ｉＭ（ξ，ｓ，ｚ），ｐ－（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝
　 　 　 　 Ｓ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ５，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ６］ Ｔ ． （１４）
由式（１３ａ）、（１３ｂ）和（１３ｃ）得到应力分量与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 之间的矩阵关系

式，即

　 　 Ｖ ＝ ［ － Ｚ（ξ，ｓ，０）， － ｉＸ（ξ，ｓ，０）， － Ｑ
－
（ξ，ｓ，０），

　 　 　 　 Ｚ（ξ，ｓ，ｚ），ｉＸ（ξ，ｓ，ｚ），Ｑ
－
（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝

　 　 　 　 Ｐ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ５，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ６］ Ｔ ． （１５）
由于位移分量矩阵 Ｕ、应力分量矩阵 Ｖ 均可以由待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 表达，得到两

者之间的关系为

　 　 Ｖ ＝ ＫＵ，
式中， Ｋ ＝ ＰＳ －１ 为直角坐标下黏弹性地基渗透各向异性 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题在积分变换域

内的解析单元刚度矩阵．
当 ｋｈ ＝ ｋｚ 即渗透各向同性时， Ｒ ＝ ０； Ｈ ＝ Ｆ ＝ γｗｓ ．将其代入式（１４）和（１５）， 可以得到直

角坐标下黏弹性地基渗透各向同性 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题在积分变换域内的解析单元刚度

矩阵．
１．２　 平面应变问题单元刚度矩阵

根据平面应变问题的条件，即 ｖ ＝ ε ｙ ＝ τ ｙｚ ＝ τ ｘｙ ＝ ０， 得到用位移表示的直角坐标系下黏弹

性地基渗透各向异性 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题的控制方程为

　 　 ｄＧ（ ｔ）Ñ２ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］ ∂ε（ｘ，ｚ，ｔ）
∂ｘ

－ ∂ｐ
∂ｘ

＝ ０， （１６ａ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）Ñ２ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］ ∂ε（ｘ，ｚ，ｔ）
∂ｚ

－ ∂ｐ
∂ｚ

＝ ０， （１６ｂ）

　 　 ∂ε
∂ｔ

＝ －
ｋｘ

γｗ

∂２ｐ
∂ｘ２

＋
ｋｚ

γｗ

∂２ｐ
∂ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６ｃ）

式中

　 　 ε ＝ － ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｗ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６ｄ）

ε 为体积应变，Ñ２ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｚ２ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．
用位移表示的直角坐标系下 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题的物理方程为

　 　 σ ｚ（ｘ，ｚ，ｔ） － ｐ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）ε － ２ｄＧ（ ｔ） ∂ｗ
∂ｚ

， （１７ａ）

　 　 τ ｘｚ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ） ∂ｕ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７ｂ）

对式（１６ａ）、（１６ｂ）、（１６ｃ）、（１６ｄ）、（１７ａ）、（１７ｂ）和（５）分别进行 ｘ 方向的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和
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进行时间 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到

　 　 ｄ２ｕ－

ｄｚ２
－ ξ ２ｕ－ － ｉ（λ∗ ＋ Ｇ∗）ξ

Ｇ∗ ε－ － ｉξ ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （１８ａ）

　 　 ｄ２ｗ－

ｄｚ２
－ ξ ２ｗ－ － （λ∗ ＋ Ｇ∗）

Ｇ∗

ｄε－

ｄｚ
－ １
Ｇ∗

ｄｐ－

ｄｚ
＝ ０， （１８ｂ）

　 　 ｓε－ ＝ ξ ２ ｋｘ

γｗ
ｐ－ －

ｋｚ

γｗ

ｄ２ｐ－

ｄｚ２
， （１８ｃ）

　 　 ε－ ＝ － ｉξｕ－ － ｄｗ－

ｄｚ
， （１８ｄ）

　 　 σ－ ＝ － ｉλ∗ξｕ－ － （λ∗ ＋ ２Ｇ∗） ｄｗ－

ｄｚ
＋ ｐ－， （１８ｅ）

　 　 ｉτ－ ｘｚ ＝ － Ｇ∗ ｉｄｕ－

ｄｚ
－ ξｗ－æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１８ｆ）

　 　 Ｑ
－
＝

ｋｚ

ｓγｗ

ｄｐ－

ｄｚ
， （１８ｇ）

式中

　 　 λ∗ ＝ ｓλ（ ｓ）， Ｇ∗ ＝ ｓＧ（ ｓ）， ｆ　
－
（ξ，ｚ，ｓ） ＝ ∫＋∞

０
∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）ｅ － ｉξｘｅ －ｓｔｄｘｄｔ ．

将式（１８ｄ）代入式（１８ａ）、（１８ｂ）和（１８ｃ）得到

　 　 ｉｄ２ｕ－

ｄｚ２
－ ξψ ｄｗ－

ｄｚ
－ ｉξ ２（１ ＋ ψ）ｕ－ ＋ ξ ｐ－

Ｇ∗
＝ ０， （１９ａ）

　 　 （１ ＋ ψ） ｄ２ｗ－

ｄｚ２
＋ ξψ ｉｄｕ－

ｄｚ
－ ξ ２ｗ－ － １

Ｇ∗

ｄｐ－

ｄｚ
＝ ０， （１９ｂ）

　 　
ｋｚ

γｗ

ｄ２ｐ－

ｄｚ２
－ ξ ２ ｋｘ

γｗ
ｐ－ － ｉｓξｕ－ － ｓ ｄｗ

－

ｄｚ
＝ ０， （１９ｃ）

式中

　 　 ψ ＝ （λ∗ ＋ Ｇ∗）
Ｇ∗ ．

将式（１９ａ）、（１９ｂ）和（１９ｃ）写成齐次常微分方程组的矩阵形式，即

　 　

１ ０ ０
０ １ ＋ ψ ０

０ ０
ｋｚ

γｗ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｉｄ２ｕ－

ｄｚ２

ｄ２ｗ－

ｄｚ２

ｄ２ｐ－

ｄｚ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

０ － ξψ ０

ξψ ０
－ １
Ｇ∗

０ － ｓ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｉｄｕ－

ｄｚ
ｄｗ－

ｄｚ
ｄｐ－

ｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－

　 　 　 　

ξ ２（１ ＋ ψ） ０ － ξ
Ｇ∗

０ ξ ２ ０

ｓξ ０
ξ ２ｋｘ

γｗ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｉｕ－

ｗ－

ｐ－

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ０． （２０）
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对比矩阵方程（２０）和（１０），可知两者表达形式是一样的，根据 １．１ 小节得到

　 　
ｉｕ－

ｗ－

ｐ－

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
－ １ － ｚ － ２Ｒ

Ｈ
－ １

１ ｚ － １ ／ ξ ｑ ／ ξ
０ ２Ｇ∗γｗｓ ／ Ｈ Ｆ ／ （ｋｚξ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｃ１ｅξｚ

Ｃ２ｅξｚ

Ｃ５ｅｑｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　
１ ｚ － ２Ｒ

Ｈ
１

１ ｚ ＋ １ ／ ξ ｑ ／ ξ
０ ２Ｇ∗γｗｓ ／ Ｈ － Ｆ ／ （ｋｚξ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｃ３ｅ
－ξｚ

Ｃ４ｅ
－ξｚ

Ｃ６ｅ
－ｑｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （２１）

式中

　 　 Ｈ ＝ γｗｓ ＋ ψＧ∗（ｋｘ － ｋｚ）ξ ２， Ｆ ＝ γｗｓ ＋ （１ ＋ ψ）Ｇ∗（ｋｘ － ｋｚ）ξ ２，
　 　 Ｒ ＝ Ｇ∗（ｋｘ － ｋｚ）ξ ．

由式（１８ｅ）、（１８ｆ）、（１８ｇ）和（２１）得到

　 　 σ－ ｚ ＝ － ２Ｇ∗ξＣ１ｅξｚ ＋ ２Ｇ∗Ｃ２ｅξｚ（１ － ξｚ － Ｒξ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ξＣ３ｅ
－ξｚ ＋

　 　 　 　 ２Ｇ∗Ｃ４ｅ
－ξｚ（１ ＋ ξｚ － Ｒξ ／ Ｈ） － ２Ｇ∗Ｃ５ξｅｑｚ ＋ ２Ｇ∗Ｃ６ξｅ

－ｑｚ， （２２ａ）
　 　 ｉτ－ ｘｚ ＝ ２Ｇ∗ξＣ１ｅξｚ ＋ ２Ｇ∗ξＣ２ｅξｚ（ ｚ ＋ Ｒ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ξＣ３ｅ

－ξｚ ＋
　 　 　 　 ２Ｇ∗ξＣ４ｅξｚ（ ｚ － Ｒ ／ Ｈ） ＋ ２Ｇ∗ｑＣ５ｅｑｚ ＋ ２Ｇ∗ｑＣ６ｅ

－ｑｚ， （２２ｂ）

　 　 Ｑ
－
＝ ２Ｇ∗ξＣ２ｅξｚｋｚ ／ Ｈ － ２Ｇ∗ξＣ４ｅ

－ξｚｋｚ ／ Ｈ ＋
　 　 　 　 Ｃ５ｅｑｚＦｑ ／ （ξγｗｓ） ＋ Ｃ６ｅ

－ｑｚＦｑ ／ （ξγｗｓ） ． （２２ｃ）
由式（２１）得到位移分量与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 之间的矩阵关系式，即

　 　 Ｕ′ ＝ ［ｗ－ （ξ，ｓ，０），ｉｕ－（ξ，ｓ，０），ｐ－（ξ，ｓ，０），ｗ－ （ξ，ｓ，ｚ），ｉｕ－（ξ，ｓ，ｚ），ｐ－（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝
　 　 　 　 Ｓ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ５，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ６］ Ｔ ． （２３）

由式（１８ａ）和（１８ｂ）得到应力分量与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 之间的矩阵关系式，即

　 　 Ｖ′ ＝ ［ － σ－ ｚ（ξ，ｓ，０）， － ｉτ－ ｘｚ（ξ，ｓ，０）， － Ｑ
－
（ξ，ｓ，０），

　 　 　 　 σ－ ｚ（ξ，ｓ，ｚ），ｉτ
－
ｘｚ（ξ，ｓ，ｚ），Ｑ

－
（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝ Ｐ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ５，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ６］ Ｔ ． （２４）

因 Ｕ′，Ｖ′ 均可以由待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 表达，可进一步得到两者之间的关系为

　 　 Ｕ′ ＝ Ｋ′Ｖ′，
式中， Ｋ′ ＝ Ｐ′Ｓ′－１ 为直角坐标下黏弹性地基渗透各向异性 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题在变换空间

内的解析单元刚度矩阵；同时，平面应变问题和三维空间问题的单元刚度矩阵均为 ６ 行 ６ 列的

矩阵．
当 ｋｘ ＝ ｋｚ，即渗透各向同性时，Ｒ ＝ ０；Ｈ ＝ Ｆ ＝ γｗｓ ．将其代入式（２３）和（２４）得到渗透各向同

性 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题的解析单元刚度矩阵．

２　 层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题刚度矩阵求解

２．１　 三维空间问题

层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题的计算模型如图 １ 所示．根据天然地基沉积分层

及荷载作用位置将地基土层划分为 ｎ个计算层，第 ｉ个计算层底部距地表的距离为Ｈｉ（ ｉ ＝ １，２，
…，ｎ），第 ｉ 个计算层的厚度为 ｈｉ ＝ Ｈｉ － Ｈｉ －１，在第 ｉ 计算层处作用荷载 ｑｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ．
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假定地基表面是自由排水面， 完全渗透，底部固定且不透水，得到以下边界条件：
　 　 τ－ ｘｚ（ξ，ｓ，０） ＝ τ－ ｙｚ（ξ，ｓ，０） ＝ ｐ－（ξ，ｓ，０） ＝ ０，

　 　 ｗ－ （ξ，ｓ，Ｈｎ） ＝ ｕ－（ξ，ｓ，Ｈｎ） ＝ ｖ－（ξ，ｓ，Ｈｎ） ＝ Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈｎ） ＝ ０．

对于层间连续，假定相邻层间完全接触，对于无外力作用的计算地基面的连续条件为

　 　 Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１）， Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１），
　 　 ｐ－（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ ｐ－（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１）， Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１），

　 　 Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１）， Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１） ．
对于外力作用计算地基面 ｚ ＝ Ｈｉ 处的连续条件为

　 　 Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１）， Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１），
　 　 ｐ－（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ ｐ－（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１）， Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１） ＝ Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＋ ｑＸ（ξ，ｓ，Ｈｉ），

　 　 Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１） ＝ Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＋ ｑＺ（ξ，ｓ，Ｈｉ）， Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１），
式中， Ｈ －

ｉ 和 Ｈ ＋
ｉ 分别表示第 ｉ 层的上下表面深度；ｑＸ（ξ，ｓ，Ｈｉ） 和 ｑＺ（ξ，ｓ，Ｈｉ） 为作用在 Ｈｉ 深度

处的荷载经过 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 变换的分量．
将 １．１ 小节推导得到的 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题的单元刚度矩阵应用于各计算层，并结合

层间连续条件，按照对号入座原则集成整个层状黏弹性地基的 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题总体刚

度矩阵，同时建立线性矩阵方程，即

　 　

－ Ｚ（ξ，ｓ，０）
－ ｉＸ（ξ，ｓ，０）

－ Ｑ
－
（ξ，ｓ，０）
︙

－ ｑＺ（ξ，ｓ，Ｈｉ）
－ ｉｑＸ（ξ，ｓ，Ｈｉ）

－ Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈｉ）
︙

Ｚ（ξ，ｓ，Ｈｎ）
ｉＸ（ξ，ｓ，Ｈｎ）

Ｑ
－
（ξ，ｓ，Ｈｎ）
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（２５）
式中， Ｋ（ ｉ） 为第 ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 层刚度矩阵．

根据已知边界条件求解线性矩阵方程（２５），得到层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题

在积分变换域内的解，采用截断分段 Ｇａｕｓｓ 积分计算 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换［１７］ 和 Ｔａｌｂｏｔ 提出的 Ｌａ⁃
ｐｌａｃｅ 逆变换的方法［１８］进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换即可得到真实物理域内的解．
２．２　 平面应变问题求解

图 ２ 为层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题的计算模型．将层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结

三维空间问题简化即为平面应变问题，同时两者的解析单元刚度矩阵均为 ６ 行 ６ 列矩阵．因
此，层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题的求解同样按照 ２．１ 小节的过程，不再赘述．

２９ 直角坐标系下层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结解析刚度矩阵解



图 １　 层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题 图 ２　 层状黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 平面应变问题

Ｆｉｇ． １　 ３Ｄ Ｂｉｏｔ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ Ｆｉｇ． ２　 Ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ Ｂｉｏｔ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｏｆ
ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

３　 算 例 验 证

由于研究直角坐标系下黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题的文献不多，为验证本文解析刚度矩阵

方法的正确性，将黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结问题退化为弹性地基 Ｂｉｏｔ 问题． 对于 Ｇｉｂｓｏｎ 地

基［６，１０⁃１１］，当 α ＝ ０时为均匀地基．分别采用解析刚度矩阵法计算得到 Ｂｉｏｔ 固结平面应变和三维

空间问题的结果与文献对应的计算结果［１０⁃１１］进行对比，如图 ３、４ 所示．

图 ３　 Ｂｉｏｔ 固结平面应变问题中心点竖向变形

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｅｎｔｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ Ｂｉｏｔ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

图 ４　 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问题中心点竖向变形

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｅｎｔｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ３Ｄ Ｂｉｏｔ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

３９寇　 　 磊　 　 　 白　 　 云



图中， Ｇ 为土体剪切模量，ｑ 为荷载，ａ 为荷载作用距离，ｋ 为渗透系数，横坐标为无量纲化

的时间因子 τ ＝ ２Ｇｋｔ ／ γｗｂ２ ．从图 ３、４ 可知，采用解析刚度矩阵法的计算结果与文献［１０⁃１１］的
解相当吻合．

４　 结　 　 语

基于 Ｂｉｏｔ 固结理论的控制方程，并考虑土骨架的流变特性，通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 变换、解
耦变换、矩阵理论和微分方程理论，推导得到直角坐标系下黏弹性地基 Ｂｉｏｔ 固结三维空间问

题和平面应变问题均为 ６ 行 ６ 列的单元刚度矩阵．根据边界条件和计算层间连续条件求解对

应问题的总体刚度矩阵的线性代数方程，通过求解线性矩阵代数方程和 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 积分

逆变换得到真实物理域内的解答．
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