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摘要：　 针对浅水流问题，将不可压缩条件作为约束处理，提出一种约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，并利

用该变分原理，推出一种基于位移和压强的浅水方程（ＳＷＥ⁃ＤＰ）．针对 ＳＷＥ⁃ＤＰ，构造了一种结合有

限元和祖冲之类算法的混合数值方法．通过数值算例，将 ＳＷＥ⁃ＤＰ 与两个现有的浅水方程进行了数

值比较，从而验证了 ＳＷＥ⁃ＤＰ 的可靠性，并验证了针对 ＳＷＥ⁃ＤＰ 构造的数值算法的正确性．此外，数
值算例还显示出祖冲之类算法在对浅水波进行长时间仿真时，具有很好的表现．
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引　 　 言

浅水流的理论在实际海洋工程中有着广泛的运用，目前浅水流问题的研究，主要采用 Ｅｕｌ⁃
ｅｒ 描述法［１⁃３］ ．在 Ｅｕｌｅｒ 坐标的描述下，以流速为基本未知量，并利用水波的速度分布与竖向坐

标 ｚ 无关的假定，结合自由水面的非线性条件，可以给出描述浅水流运动的方程，如 Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃
ｄｅ Ｖｒｉｅｓ（ＫｄＶ）方程、Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方程（ＳＶＥ）、Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程［３⁃７］等．

然而，流体力学方程可在 Ｅｕｌｅｒ 坐标下描述，也可在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下描述［１⁃２， ８］ ．Ｅｕｌｅｒ 坐标

的描述下，基本变量是流速，相应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数、变分原理却不容易找到，而在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标

的描述下，未知量为位移，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理很容易建立，而基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理构造的数

值算法，可以保持体系的基本结构，如辛结构等，因此在长时间仿真方面有突出的优势［９］ ．２００６
年，钟万勰等［８， １０］基于水平位移与竖向坐标无关的假定提出了一种分析浅水波问题的 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 变分原理，并根据变分原理导出一种基于位移的浅水波方程（ＳＷＥ⁃Ｄ）．在文献［８］中，ＳＷＥ⁃
Ｄ 被用于分析孤立波问题，并解析给出一种孤立波解．ＳＷＥ⁃Ｄ 中只有一个未知量，即水平位移，
因此使用起来十分方便．虽然在文献［８， １０］所提出的 ＳＷＥ⁃Ｄ 中，忽略了某些竖向加速度相关

的非线性项，但是由于采用位移为基本未知量，因此自由水面可以精确满足．并且基于位移为

基本变量，可以很容易建立起变分原理，从而可使用有限元法与保辛算法来处理浅水问题，在
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保持体系性质方面有优势，因此文献［８， １０］的工作很值得进一步研究和推广．本文在此基础

上进一步研究，将不可压缩条件看作是约束，将压强看作是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，从而推出一种基于

位移和压强的约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，并基于该变分原理导出一种基于位移⁃压强的浅水方

程．与文献［８， １１］提出的浅水方程相比，本文给出的浅水方程保留了与竖向加速度相关的非

线性项．
本文提出的浅水波方程可以通过约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理导出，因此可以采用有限元方法

计算．然而采用有限元空间离散，会得到一组微分⁃代数方程（ＤＡＥ）．文献［１２］针对 ＤＡＥ 构造

出一种保约束的离散积分算法，在文献［１３］中将该方法命名为祖冲之类方法．祖冲之类算法的

关键思路是只在离散后的时间格点处满足约束条件，而在各个时间区段内的积分不用再考虑

约束条件，代之以在无约束状态空间中的相轨道．也就是无约束状态空间中的短程线，即最小

作用量原理．并结合时间有限元，从而同时具有保约束和保辛的特点［１４］ ．本文将祖冲之类算法

用于求解空间离散后得到的 ＤＡＥ ．由于对浅水波来说，约束就是不可压缩条件，因此本文将有

限元与祖冲之类算法结合起来分析浅水波问题，可以同时保辛和保体积，特别适合于需要长时

间仿真的浅水流问题．

１　 基 本 理 论

１．１　 水波方程的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分

本节首先介绍以位移和压强表示的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分及水波方程，考虑如图 １ 所示的一个矩

形水域， Ｌ 为矩形水域的长度，ｈ 为水域的高度．

图 １　 分析模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｍｏｄｅｌ

令 ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 和 ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） 分别表示静水下在（ｘ，ｚ） 处质点在 ｔ时刻的位移，该质点在 ｔ时刻

的位置则记为（ξ，ζ）， 其中

　 　 ξ ＝ ｘ ＋ ｕ（ｘ，ｚ，ｔ）， ζ ＝ ｚ ＋ ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） ． （１）
本文假定水连续变形，由拓扑学知，变形前在边界的质点，变形后也总处于边界，因此边界处质

点的位移为

　 　 ｗ（ｘ， － ｈ，ｔ） ＝ ｕ（０，ｚ，ｔ） ＝ ｕ（Ｌ，ｚ，ｔ） ＝ ０． （２）
不可压缩条件可表达为 Ｊａｃｏｂｉ（雅克比）矩阵的行列式恒等于 １：

　 　

∂ξ
∂ｘ

∂ξ
∂ｚ

∂ζ
∂ｘ

∂ζ
∂ｚ

＝ １， （３）

也即

　 　 （１ ＋ ｕｘ）（１ ＋ ｗｚ） － ｗｘｕｚ ＝ １． （４）
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动能为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
∫０

－ｈ
ρ（ｕ２ ＋ ｗ２）ｄｚｄｘ； （５）

势能为重力势能，可表示为

　 　 Ｕ ＝ ∫Ｌ
０
∫０

－ｈ
ρｇ（ ｚ ＋ ｗ）ｄｚｄｘ， （６）

其中， ρ 表示水的密度，ｇ 是重力加速度．则根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理可知

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ
０
（Ｔ － Ｕ）ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
ｐ［（１ ＋ ｕｘ）（１ ＋ ｗｚ） － ｗｘｕｚ － １］ｄｓ， （７）

其中 ｐ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．对上式变分可得

　 　
ρｕ ＋ ｐｘ（１ ＋ ｗｚ） － ｐｚｗｘ ＝ ０，
ρｗ ＋ ρｇ － ｐｘｕｚ ＋ ｐｚ（１ ＋ ｕｘ） ＝ ０，
ｕｘ ＋ ｗｚ ＋ ｕｘｗｚ － ｕｚｗｘ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

实际上 ｐ 就是压强．
１．２　 浅水波的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分

浅水波的基本假定是，可以认为水平位移与竖向坐标无关［８］，因此取

　 　 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） ． （９）
在水底的竖向位移为 ０，而在水面的竖向位移可写为

　 　 η（ｘ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，０，ｔ） ． （１０）
对竖向位移进行线性插值，令

　 　 ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｚ ＋ ｈ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｔ）， （１１）

由上式可知，竖向速度为

　 　 ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｚ ＋ ｈ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｔ） ． （１２）

在水面压强为 ０，在水底的压强记为

　 　 β（ｘ，ｔ） ＝ ｐ（ｘ， － ｈ，ｔ）， （１３）
对压强也可以进行线性插值，可得

　 　 ｐ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ － ｚ
ｈ

β（ｘ，ｔ） ． （１４）

根据式（９）和（１２），则动能表达式可以改写为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
∫０

－ｈ
ρ（ｕ２ ＋ ｗ２）ｄｚｄｘ ＝ １

２ ∫
Ｌ

０
ρｕ２ｈｄｘ ＋ １

２ ∫
Ｌ

０

ｈρη２

３
ｄｘ ． （１５）

根据式（９）、（１１）和（１４），势能表达式为

　 　 Ｕ ＝ Ｃ ＋ ∫Ｌ
０

ｈρｇ
２

η（ｘ，ｔ）ｄｘ， Ｃ ＝ ∫Ｌ
０
∫０

－ｈ
ρｇｚｄｚｄｘ ． （１６）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数修正项可写为

　 　 ∫Ｌ
０
∫０

－ｈ
ｐ（ｕｘ ＋ ｗｚ ＋ ｕｘｗｚ － ｕｚｗｘ）ｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２ ∫

Ｌ

０
β（ｘ，ｔ）（ｕｘｈ ＋ η ＋ ｕｘη）ｄｘ ． （１７）
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于是作用量可以写为

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ
０

１
２ ∫

Ｌ

０
ρｕ２ｈｄｘ ＋ １

２ ∫
Ｌ

０

ｈρη２

３
ｄｘ － Ｃ －é

ë
êê

　 　 　 　 ∫Ｌ
０

ｈρｇ
２

η（ｘ，ｔ）ｄｘ ＋ １
２ ∫

Ｌ

０
β（ｘ，ｔ）（ｕｘｈ ＋ η ＋ ｕｘη）ｄｘ

ù

û
úú ｄｓ ． （１８）

对上式变分即可得到

　 　

ρｈｕ ＋ １
２
［（ｈ ＋ η）βｘ ＋ ηｘβ］ ＝ ０，

ｈρ
３

η ＋ ｈρｇ
２

－ １
２

β（１ ＋ ｕｘ） ＝ ０，

（ｕｘ ＋ １）（ｈ ＋ η） ＝ ｈ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１９）

上式便是基于位移和压强的浅水方程（ＳＷＥ⁃ＤＰ），对应的是约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，约束条件就是

体积不变条件．实际上，上式与文献［８］中提出的基于位移的浅水波方程（ＳＷＥ⁃Ｄ）是等价的．根
据不可压缩条件，有

　 　 ｕｘｈ ＋ η ＋ ｕｘη ＝ ０ → η ＝ －
ｕｘｈ

１ ＋ ｕｘ
≈ ｈ（ － ｕｘ ＋ ｕ２

ｘ） ． （２０）

上式中略去了 ３ 阶以上小量．根据上式进一步可得

　 　 η ＝ － ｕｘｈ ． （２１）
这里，考虑到竖向位移的速度是小量，因此进一步忽略了高阶小量．根据式（１９）的第 ２ 式

和式（２１），有

　 　 β ＝ １
（１ ＋ ｕｘ）

－ ２ρ
３

ｕｘｈ２ ＋ ｈρｇæ

è
ç

ö

ø
÷ ≈

　 　 　 　 － ２ρ
３

ｕｘｈ２ ＋ ｈρｇ（１ － ｕｘ ＋ ｕ２
ｘ）， （２２）

于是有

　 　 βｘ ＝ －
２ρ
３

ｕｘｘｈ２ ＋ ｈρｇ（ － ｕｘｘ ＋ ２ｕｘｕｘｘ） ． （２３）

根据式（２０）可知

　 　 　 ηｘ ＝ ｈ（ － ｕｘｘ ＋ ２ｕｘｕｘｘ） ． （２４）
将式（２３）、（２４）、（２０）和（２２）代入式（１９）中的第 １ 式，并忽略高阶小量，则得到

　 　 ｕ － １
３

ｕｘｘｈ２ － ｇｈ（ｕｘｘ － ３ｕｘｕｘｘ） ＝ ０． （２５）

上式与文献［８］中的公式是完全一样的，根据式（２５）还可以进一步研究孤立波问题．

２　 数 值 求 解

本文提出的浅水波模型（１９）是一个非线性方程组，其求解需要构造数值方法．由于本文模

型是通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理导出的，因此可以利用有限元分析，下面介绍数值计算方法．
２．１　 空间离散

在空间上 ［０，Ｌ］ 内进行离散，如图 ２ 所示．共 Ｎｄ － １ 个单元，在每个单元上，对水平位移

ｕ（ｘ） 线性插值，而令 η（ｘ） 和 β（ｘ） 为常值，因此第 ｎ 个单元上的面积可以表示为
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ｕｎ＋１ － ｕｎ

Δｘｎ

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈ ＋ ηｎ＋０．５）Δｘｎ ＝ ｈΔｘｎ ． （２６）

图 ２　 有限元网格

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ

动能的计算采用集中质量矩阵计算较为方便，于是作用量可以表示为

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ
０

１
２

ｕＴＭｕｕ ＋ １
２

ηＴＭηη － ηＴＧ ＋ １
２

β Ｔθæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄτ， （２７）

其中

　 　

Ｍｕ ＝ ｄｉａｇ ρｈ
Δｘ１ ＋ Δｘ２

２
，…，ρｈ

Δｘｎ ＋ Δｘｎ＋１

２
，…，ρｈ

ΔｘＮｄ－２
＋ ΔｘＮｄ－１

２{ } ，

Ｍη ＝ ｄｉａｇ ｈρ
３

Δｘ１，…，ｈρ
３

Δｘｎ，…，ｈρ
３

ΔｘＮｄ－１{ } ，

Ｇ ＝ ｈρｇ
２

Δｘ１
ｈρｇ
２

Δｘ２ … ｈρｇ
２

ΔｘＮｄ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

，

β ＝ （β １．５ β ２．５ … βＮｄ－０．５） Ｔ，

θ（ｕ，η） ＝ （θ １．５ θ ２．５ … θＮｄ－０．５） Ｔ，

θ ｎ＋０．５ ＝
ｕｎ＋１ － ｕｎ

Δｘｎ
ｈ ＋ η ｎ＋０．５ ＋

ｕｎ＋１ － ｕｎ

Δｘｎ
η ｎ＋０．５

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｘｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２８）

上式中， ｕ 和 η 分别是水平和竖向位移向量，Ｍｕ 和 Ｍη 则分别是与 ｕ 和 η 对应的质量矩阵，Ｇ
是重力向量，β 是压强向量，θ 是体积变形向量，对上式变分得

　 　 δＳ ＝ － δｕＴＭｕｕ － δηＴＭηη － δηＴＧ ＋ １
２

δβ Ｔθ（ｕ，η） ＋

　 　 　 　 δｕＴＦｕ（β，η） ＋ δηＴＦη（β，ｕ） ＋

　 　 　 　 １
２

δｕＮｄ
βＮｄ－０．５（ｈ ＋ ηＮｄ－０．５） － １

２
δｕ１β １．５（ｈ ＋ η １．５）， （２９）

其中

　 　

Ｆη（β，ｕ） ＝ １
２
（β １．５（Δｘ１ ＋ ｕ２ － ｕ１）　 β ２．５（Δｘ２ ＋ ｕ３ － ｕ２）　 …　

　 　 βＮｄ－０．５（ΔｘＮｄ－１
＋ ｕＮｄ

－ ｕＮｄ－１））
Ｔ，

Ｆｕ（β，η） ＝ １
２
（ ｆｕ，２ ｆｕ，３ … ｆｕ，Ｎｄ－１） Ｔ，

ｆｕ，ｎ ＝ β ｎ－０．５（ｈ ＋ η ｎ－０．５） － β ｎ＋０．５（ｈ ＋ η ｎ＋０．５） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３０）

考虑到 δｕ１ ＝ δｕＮｄ
＝ ０， 因此有

　 　
Ｍｕｕ － Ｆｕ（β，η） ＝ ０，
Ｍηη ＋ Ｇ － Ｆη（β，ｕ） ＝ ０，
θ（ｕ，η） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３１）

上式是一组微分代数方程（ＤＡＥ）．
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２．２　 祖冲之类算法

非线性微分代数方程组（３１）由式（２７）变分得到．式（２７）描述的是一个约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统，其时间积分需要保辛，而对于约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，时间积分不仅需要保辛，还需要保约束．
文献［１２］曾提出一种针对约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的保约束方法，在文献［１３］中将该方法命名为祖

冲之类方法．祖冲之类算法的关键思路是只在离散后的时间格点处满足约束条件，而在各个时

间区段内的积分不用再考虑约束条件，代之以在无约束状态空间中的相轨道．也就是无约束状

态空间中的短程线，即最小作用量．并结合时间有限元，从而同时具有保约束和保辛的特

点［１４］，优点是可以长时间计算保真，且没有约束违约问题．对于本文考虑的浅水波系统，Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 函数可以写为

　 　 Ｈ（ ｔ） ＝ １
２

ｕＴＭｕｕ ＋ １
２

ηＴＭηη ＋ ηＴＧ ． （３２）

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数往往表征能量，采用祖冲之类算法，能量也可保持得很好．本文将采用祖冲之类

算法计算式（３１）．对作用量进行时间离散为

　 　 ｔ ＝ ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ，…，　 　 ｔｋ ＝ ｋΔｔ ． （３３）
在一个时间步长 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 内，速度可以近似为

　 　 ｕｋ（ ｔ） ＝
ｕｋ＋１ － ｕｋ

Δｔ
， η ｋ（ ｔ） ＝

η ｋ＋１ － η ｋ

Δｔ
，　 　 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］， （３４）

其中， ｕｋ ＝ ｕ（ ｔｋ），η ｋ ＝ η（ ｔｋ） ．位移近似为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝
ｕｋ＋１ ＋ ｕｋ

２
， η（ ｔ） ＝

η ｋ＋１ ＋ η ｋ

２
， ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］， （３５）

压强近似为常值：
　 　 β（ ｔ） ＝ β ｋ，　 　 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ ． （３６）

对作用量采用梯形公式进行积分：

　 　 Ｓｋ ＝
１
２
（ｕＴ

ｋ＋１ － ｕＴ
ｋ ）Ｍｕ

ｕｋ＋１ － ｕｋ

Δｔ
＋ １

２
（ηＴ

ｋ＋１ － ηＴ
ｋ ）Ｍη

η ｋ＋１ － η ｋ

Δｔ
－

　 　 　 　 （η ｋ＋１ ＋ η ｋ）
Δｔ
２

Ｇ ＋ Δｔ
４

β Ｔ
ｋθ（ｕｋ，η ｋ） ＋ Δｔ

４
β Ｔ

ｋθ（ｕｋ＋１，η ｋ＋１） ． （３７）

根据作用量变分可知

　 　

Ｍｕ

ｕｋ＋１ － ｕｋ

Δｔ
＋ Δｔ

２
Ｆｕ（β ｋ，η ｋ＋１） － ｐｕ，ｋ＋１ ＝ ０，

－ Ｍｕ

ｕｋ＋１ － ｕｋ

Δｔ
＋ Δｔ

２
Ｆｕ（β ｋ，η ｋ） ＋ ｐｕ，ｋ ＝ ０，

Ｍη

η ｋ＋１ － η ｋ

Δｔ
－ Δｔ

２
Ｇ ＋ Δｔ

２
Ｆη（β ｋ，ｕｋ＋１） － ｐη，ｋ＋１ ＝ ０，

－ Ｍη

η ｋ＋１ － η ｋ

Δｔ
－ Δｔ

２
Ｇ ＋ Δｔ

２
Ｆη（β ｋ，ｕｋ） ＋ ｐη，ｋ ＝ ０，

θ（ｕｋ＋１，η ｋ＋１） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３８）

其中， ｐｕ 和 ｐη 是动量向量

　 　 ｐｕ ＝ Ｍｕｕ， ｐη ＝ Ｍηη ． （３９）
式（３８）是一个非线性方程组，可以采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法求解．如果将 Ｍη ＝ Ｍηε 代入式（３８），其
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中 ε ≪ １， 则式（３８）可以用于分析不考虑竖向加速度的浅水波动，其结果与 Ｅｕｌｅｒ 坐标下的

ＳＶＥ 解相同．

３　 数 值 算 例

考虑 Ｌ ＝ ５０ ｍ，ｈ ＝ １ ｍ，水密度 ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，重力加速度为 ｇ ＝ １０ ｍ ／ ｓ２ ．本节将通过数

值算例，一方面验证本文所提出的基于位移法的浅水波模型的正确性，也即式（１９）的正确性，
另一方面验证本文给出的数值算法的正确性．本文将通过两种情况计算验证 ＳＷＥ⁃ＤＰ 的正确

性，一种是不考虑竖向加速度，一种是考虑竖向加速度．当不考虑竖向加速度时，本文将与 ＳＶＥ
进行比较；当考虑竖向加速度时，将与 ＳＷＥ⁃Ｄ 进行比较．通过这两种比较，验证本文提出的

ＳＷＥ⁃ＤＰ 的可靠性，以及本文提出的保辛数值算法的正确性．
３．１　 不考虑竖向加速度

首先采用 ＳＶＥ 计算，初始流场为 ０，而初始水面形状为

　 　 η－ （ξ，０） ＝ Ａ α ｓｅｃｈ２ αＬ
２

－ αξæ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

Ｌ
ｔａｎｈ αＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （４０）

其中， ξ ＝ ｘ ＋ ｕ（ｘ，０），α 和 Ａ为两个形状参数，通过调节 α 和 Ａ可以改变初始水面形状．α 或者

Ａ 越小，初始水面越平坦．式（４０） 满足∫Ｌ
０
η－ （ξ，０）ｄξ ＝ ０， 因此初始状态水的变形满足不可压缩

条件．ＳＶＥ 的求解，采用有限差分法计算，网格均匀剖分， Δｘ ＝ ０．１ ｍ，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ，α
＝ ０．３，Ａ ＝ ０．１ 和 ０．５．本文 ＳＷＥ⁃ＤＰ 的求解，采用有限元空间离散，网格均匀剖分， Δｘ ＝ ０．２５ ｍ，
时间积分采用祖冲之类算法计算，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ， 非线性方程采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法计

算，收敛准则为残差向量的 ２ 范数小于１０－６ ．本文模型以位移和压强为基本变量，初始位移可以

通过式（４０）给出．根据式（４０）知初始的水面竖向位移为

　 　 η（ｘ，０） ＝ Ａ α ｓｅｃｈ２ αＬ
２

－ α（ｘ ＋ ｕ（ｘ，０））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

Ｌ
ｔａｎｈ αＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ． （４１）

上式是一个关于 ｕ（ｘ，０） 的非线性方程，初始时刻已经采用线性单元对 ｕ（ｘ，０） 进行插值，因此

在每个单元上有

　 　 （ｕｎ＋１ － ｕｎ）ｈ ＋ η ｎ＋０．５Δｘｎ ＋ （ｕｎ＋１ － ｕｎ）η ｎ＋０．５ ＝ ０，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎｅ， （４２）
其中 Ｎｅ 为单元数，

　 　 η ｎ＋０．５ ＝ Ａ α ｓｅｃｈ２ αＬ
２

－ α ｘｎ＋０．５ ＋
ｕｎ ＋ ｕｎ＋１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

Ｌ
ｔａｎｈ ａＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （４３）

式（４２）中， ｕ１ ＝ ｕＮｄ
＝ ０， 求解非线性方程（４２）即可得到初始时刻的各节点上的初始位移 ｕｎ，

而初始速度则为 ０．进一步可以利用式（４３）得到各个节点上的 η ｎ＋０．５ ．采用本文模型计算时，则
取 Ｍη 为 ０．００１Ｍη， 近似忽略竖向加速度的影响．这里也采用 Ｍη 计算出一份结果，并一起绘在

图中，以展示竖向加速度的作用．
图 ３ 绘制的是 α ＝ ０．３ 和 Ａ ＝ ０．１ 情况下，采用 ＳＶＥ 以及采用本文模型计算得到的不同时

刻的水自由面．图 ４ 绘制的是 α ＝ ０．３ 和 Ａ ＝ ０．５ 情况下，采用 ＳＶＥ 以及采用本文模型计算得到

的不同时刻的水自由面．由图 ３ 和 ４ 可见，本文模型与 ＳＶＥ 模型的解十分吻合．然而当取 Ｍη 计

算时，ＳＷＥ⁃ＤＰ 解与 ＳＶＥ 解的差异明显，这表明竖向加速度的影响不可忽略．
３．２　 考虑竖向加速度

考虑竖向加速度时，比较本文模型（１９）与文献［８］中浅水波方程（２５）．初始时刻的速度为
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０，而初始时刻的水面形状仍然取式（４０），初始时刻的位移也与上个例题相同．对于浅水波方程

（２５），文献中提供了一种基于保辛的时空混合有限元方法，本文采用该方法计算该浅水波方程

（２５），空间有限元网格均匀剖分， Δｘ ＝ ０．２５ ｍ，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ，Ａ ＝ １，α ＝ ０．１ 和 ０􀆰 ３．对
于本文模型（１９），本文仍然采用第 ２ 节提出的离散方法计算，空间有限元网格同样均匀剖分，
Δｘ ＝ ０．２５ ｍ，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ，非线性方程采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法计算，收敛准则为残差向

量的 ２ 范数小于１０－６ ．

图 ３　 不同时间点的自由面， α ＝ ０．３， Ａ ＝ ０．１ 图 ４　 不同时间点的自由面， α ＝ ０．３， Ａ ＝ ０．５
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

ｆｏｒ α ＝ ０．３， Ａ ＝ ０．１ ｆｏｒ α ＝ ０．３， Ａ ＝ ０．５

图 ５　 不同时间点的自由面， α ＝ ０．１， Ａ ＝ １ 图 ６　 不同时间点的自由面， α ＝ ０．３， Ａ ＝ １
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

ｆｏｒ α ＝ ０．１， Ａ ＝ １ ｆｏｒ α ＝ ０．３， Ａ ＝ １

图 ５ 绘制的是 α ＝ ０．１和 Ａ ＝ １ 情况下，采用 ＳＷＥ⁃Ｄ 以及采用本文模型计算得到的不同时

刻的水自由面；图 ６ 绘制的是 α ＝ ０．３和Ａ ＝ １ 情况下，采用 ＳＷＥ⁃Ｄ 以及采用本文模型计算得到

的不同时刻的水自由面． ＳＷＥ⁃Ｄ 是文献［８］中提出的浅水波方程，由图 ５ 可见，本文模型与

ＳＷＥ⁃Ｄ 的解十分吻合．图 ６ 中，本文 ＳＷＥ⁃ＤＰ 的解与 ＳＷＥ⁃Ｄ 解有微小差异，这种微小差异反应

了本文 ＳＷＥ⁃ＤＰ 与 ＳＥＷ⁃Ｄ 之间的差异，即 ＳＷＥ⁃Ｄ 中忽略了与竖向加速度相关的某些非线性

项，而在 ＳＷＥ⁃ＤＰ 中则保留了这些非线性项．
３．３　 收敛性分析

收敛性分析包含两个部分，一个是分析算法误差受空间网格尺寸的影响，一个是分析算法

误差受时间步长的影响．先考察算法误差受空间网格尺寸的影响，此时算法误差可以表示为 ｅ
＝ ＣΔｘｓ，其中 Ｃ与Δｘ无关，ｓ是算法精度的阶数，Δｘ是空间单元长度．假设两种不同的单元长度
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Δｘ１ 和 Δｘ２ 分别对应两个不同的误差：
　 　 ｅ１ ＝ ＣΔｘｓ

１， ｅ２ ＝ ＣΔｘｓ
２， （４４）

则算法精度可以表示为

　 　 ｓ ＝
ｌｎ（ｅ１） － ｌｎ（ｅ２）

ｌｎ（Δｘ１） － ｌｎ（Δｘ２）
． （４５）

给定 ５ 种单元长度 Δｘ ＝ ２．５， １．２５，０．６２５，０．３１２ ５，０．１５６ ２５ ｍ，最后一种单元长度的解作为

参考解，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ，其余计算参数取 α ＝ ０．１ 和 ０．３，Ａ ＝ ０．８．这里通过选取两个代

表性点在不同时间 ｔ ＝ １ ｓ，２ ｓ 和 ５ ｓ 上的计算结果，来考察本文方法关于空间单元长度的收敛

性，这两个点分别是在 ｘ ＝ １２．５ ｍ处的水平位移 ｕ（ｘ，ｔ），在 ｘ ＝ ２５ ｍ处的水面竖向位移 η（ｘ，ｔ）
和水底压强 β（ｘ，ｔ）， 计算结果列于表 １ 和表 ２．表 １ 和表 ２ 表明，本文的空间离散格式是 ２ 阶

精度的．
表 １　 单元长度对收敛性的影响， α ＝ ０．１

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ α ＝ ０．１

Δｘ ／ ｍ

ｕ（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（１２．５ ｍ，
１ ｓ）

（１２．５ ｍ，
２ ｓ）

（１２．５ ｍ，
５ ｓ）

η（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

β（ｘ，ｔ） ／ Ｐａ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

２．５ ０．２６７ ５４ ０．２０８ １７ －０．１２０ ８４ ０．０４０ ２９ ０．０２３ ６５ －０．０１８ ４４２ １０ ３９５．９８ １０ ２３５．７５ ９ ８１８．１０

１．２５ ０．２６６ ８１ ０．２０７ ２１ －０．１２２ ３２ ０．０４０ ７１ ０．０２３ ４３ －０．０１８ ５３７ １０ ４００．０３ １０ ２３３．９２ ９ ８１７．０８

０．６２５ ０．２６６ ６３ ０．２０６ ９６ －０．１２２ ６７ ０．０４０ ８１ ０．０２３ ３７ －０．０１８ ５６０ １０ ４０１．０２ １０ ２３３．４５ ９ ８１６．８３

０．３１２ ５ ０．２６６ ５９ ０．２０６ ９０ －０．１２２ ７６ ０．０４０ ８３ ０．０２３ ３６ －０．０１８ ５６６ １０ ４０１．２６ １０ ２３３．３３ ９ ８１６．７７

０．１５６ ２５ ０．２６６ ５８ ０．２０６ ８９ －０．１２２ ７８ ０．０４０ ８４ ０．０２３ ３５ －０．０１８ ５６７ １０ ４０１．３２ １０ ２３３．３０ ９ ８１６．７６

　 ｓ

　 ２．１３ ２．１３ ２．１６ ２．１４ ２．１１ ２．１５ ２．１４ ２．１１ ２．１５

表 ２　 单元长度对收敛性的影响， α ＝ ０．３
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ α ＝ ０．３

Δｘ ／ ｍ

ｕ（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（１２．５ ｍ，
１ ｓ）

（１２．５ ｍ，
２ ｓ）

（１２．５ ｍ，
５ ｓ）

η（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

β（ｘ，ｔ） ／ Ｐａ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

２．５ ０．４０６ ６４ ０．３７９ ０５ －０．３２５ ９ ０．０９０ ７ －０．０１０ ６４ －０．０３１ ９４０ １０ ９２３．６ ９ ９５２．６ ９ ６８１．９７

１．２５ ０．４０８ ３６ ０．３８２ ８８ －０．３２５ ５ ０．０８２ ６ －０．０１３ １６ －０．０３１ ９０１ １０ ８８７．０ ９ ９２１．４ ９ ６８０．８３

０．６２５ ０．４０８ ７９ ０．３８３ ９４ －０．３２２ ４ ０．０８０ ３ －０．０１３ ３０ －０．０３１ ９３７ １０ ８７７．６ ９ ９１６．７ ９ ６８０．７５

０．３１２ ５ ０．４０８ ９０ ０．３８４ ２１ －０．３２１ ５ ０．０７９ ７ －０．０１３ ３１ －０．０３１ ９４８ １０ ８７５．２ ９ ９１５．６ ９ ６８０．７０

０．１５６ ２５ ０．４０８ ９２ ０．３８４ ２８ －０．３２１ ３ ０．０７９ ６ －０．０１３ ３２ －０．０３１ ９５０ １０ ８７４．６ ９ ９１５．３ ９ ６８０．６９

　 ｓ

　 ２．１４ ２．０８ １．５０ ２．０８ ３．７７ ０．８４ ２．１２ ２．３７ ２．１６

　 　 再研究算法误差受时间步长的影响，此时算法误差可以表示为 ｅ ＝ ＣΔｔｌ，其中 Ｃ 与 Δｔ 无
关，ｌ 是算法精度的阶数，Δｔ 是时间步长．假设两种不同的单元长度 Δｔ１ 和 Δｔ２ 分别对应两个不

同的误差：
　 　 ｅ１ ＝ ＣΔｔｌ１， ｅ２ ＝ ＣΔｔｌ２， （４６）

则算法精度可以表示为

　 　 ｌ ＝
ｌｎ（ｅ１） － ｌｎ（ｅ２）

ｌｎ（Δｔ１） － ｌｎ（Δｔ２）
． （４７）

９浅水问题的约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理及祖冲之类保辛算法



给定 ５ 种不同时间步长 Δｔ ＝ ０．２，０．１，０．０５，０．０２５，０．００１ ｓ，最后一种时间步长的解作为参

考解，空间网格均匀剖分， Ｎｅ ＝ １００， 其余计算参数取 α ＝ ０．１ 和 ０．３， Ａ ＝ ０．８．仍然选取在 ｘ ＝
１２􀆰 ５ ｍ 处的水平位移 ｕ（ｘ，ｔ）， 在 ｘ ＝ ２５ ｍ 处的水面竖向位移 η（ｘ，ｔ） 和水底压强 β（ｘ，ｔ） 在 ３
个不同时间点 ｔ ＝ １， ２， ５ ｓ 上的计算结果， 以考察本文方法关于时间单元长度的收敛性， 计算

结果列于表 ３ 和表 ４．表 ３ 和 ４ 表明， 本文采用祖冲之类算法计算水波， 时间积分的精度也是

２ 阶．
表 ３　 时间步长对收敛性的影响， α ＝ ０．１

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ α ＝ ０．１

Δｔ ／ ｓ

ｕ（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（１２．５ ｍ，
１ ｓ）

（１２．５ ｍ，
２ ｓ）

（１２．５ ｍ，
５ ｓ）

η（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

β（ｘ，ｔ） ／ Ｐａ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

０．２ ０．２６６ ６１０ １５８ ０．２０６ ９１１ ４ －０．１２２ ８６８ ０．０４０ ８０５ ３ ０．０２３ ３３８ ２ －０．０１８ ５５０ ５ １０ ４００．９９０ １０ ２３３．１２８ ９ ８１６．９２１

０．１ ０．２６６ ６０９ ９４４ ０．２０６ ９２９ ４ －０．１２２ ７５０ ０．０４０ ８１７ ３ ０．０２３ ３５８ ４ －０．０１８ ５５９ ８ １０ ４０１．０９９ １０ ２３３．３２５ ９ ８１６．８３１

０．０５ ０．２６６ ６０９ ９０３ ０．２０６ ９３４ ０ －０．１２２ ７２０ ０．０４０ ８２０ ３ ０．０２３ ３６３ ４ －０．０１８ ５６２ ２ １０ ４０１．１２６ １０ ２３３．３７４ ９ ８１６．８０９

０．０２５ ０．２６６ ６０９ ８９３ ０．２０６ ９３５ １ －０．１２２ ７１３ ０．０４０ ８２１ ０ ０．０２３ ３６４ ６ －０．０１８ ５６２ ８ １０ ４０１．１３３ １０ ２３３．３８６ ９ ８１６．８０４

０．００１ ０．２６６ ６０９ ８９０ ０．２０６ ９３５ ５ －０．１２２ ７１０ ０．０４０ ８２１ ３ ０．０２３ ３６５ １ －０．０１８ ５６２ ９ １０ ４０１．１３５ １０ ２３３．３９０ ９ ８１６．８０２

　 ｌ

　 ２．１３ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００

表 ４　 时间步长对收敛性的影响， α ＝ ０．３
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｆｏｒ α ＝ ０．３

Δｔ ／ ｓ

ｕ（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（１２．５ ｍ，
１ ｓ）

（１２．５ ｍ，
２ ｓ）

（１２．５ ｍ，
５ ｓ）

η（ｘ，ｔ） ／ ｍ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

β（ｘ，ｔ） ／ Ｐａ

（２５ ｍ，
１ ｓ）

（２５ ｍ，
２ ｓ）

（２５ ｍ，
５ ｓ）

０．２ ０．４０８ ８９０ ０．３８４ ４９ －０．３２０ ４２ ０．０７９ ４１４ －０．０１２ ７９ －０．０３１ ９４３ ６ １０ ８７０．５ ９ ９１９．９ ９ ６８０．７４６

０．１ ０．４０８ ８５３ ０．３８４ １７ －０．３２１ ６１ ０．０７９ ８５７ －０．０１３ １８ －０．０３１ ９４３ ３ １０ ８７５．０ ９ ９１７．１ ９ ６８０．７３１

０．０５ ０．４０８ ８４４ ０．３８４ ０９ －０．３２１ ８９ ０．０７９ ９６８ －０．０１３ ２８ －０．０３１ ９４２ ７ １０ ８７６．１ ９ ９１６．４ ９ ６８０．７２７

０．０２５ ０．４０８ ８４２ ０．３８４ ０７ －０．３２１ ９５ ０．０７９ ９９６ －０．０１３ ３０ －０．０３１ ９４２ ６ １０ ８７６．４ ９ ９１６．２ ９ ６８０．７２６

０．００１ ０．４０８ ８４１ ０．３８４ ０６ －０．３２１ ９８ ０．０８０ ００６ －０．０１３ ３１ －０．０３１ ９４２ ５ １０ ８７６．５ ９ ９１６．１ ９ ６８０．７２６

　 ｌ

　 １．９９ ２．０１ ２．０４ ２．００ ２．００ １．４６ ２．００ ２．０１ １．９３

　 　 对于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系来说，能量守恒是一个重要的性质．祖冲之类算法在计算微分代数方程

时，有保约束和保辛的优点，对于浅水波方程，约束就是体积不变，因此利用祖冲之类算法计

算，具有保体积和保辛的优点，同时祖冲之类算法在能量方面也能保得很好．这里测试其对保

能量的性能．时间步长采用 Δｔ ＝ ０．１ ｓ，空间网格尺寸采用 Δｘ ＝ ０．５ ｍ，积分区间为［０，１００］ ｓ，α
＝ ０．１和 ０．２８，Ａ ＝ ０．８．其能量计算采用式（３２），能量的相对误差定义为［Ｈ（ ｔ） － Ｈ（０）］ ／ Ｈ（０） ．
图 ７ 所示为能量的相对误差随时间的演化，图 ７ 表明，祖冲之类算法在计算浅水波时，在长时

间的范围内，能量的相对误差都很小．
与采用速度为基本变量的浅水方程相比，采用位移法描述的浅水方程，可以很方便地给

出水中质点的运动轨迹．图 ８ 所示为（１２．５，０） ｍ 处质点的运动轨迹．由图 ８ 可见，当 α ＝ ０．１ 时，
质点的运动轨迹不封闭，而当 α ＝ ０．２８ 时，质点的运动轨迹几乎重合于一条曲线，这是因为当

α ＝ ０．２８ 时，水面的运动十分规律，且近似于孤立波的传播， α ＝ ０．２８ 时的水面随时间的演化过

程可参见图 ９．由图 ９ 可见，在 １００ ｓ 内，波来回传播了约 ６ 个半周期，然而波形仍然保持很好．

０１ 吴　 　 锋　 　 　 钟　 　 万　 　 勰



图 ７　 能量的守恒性

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

图 ８　 质点的运动轨迹 （ｘ，ｚ） ＝ （１２．５，０） ｍ 图 ９　 自由面的演化过程， α ＝ ０．２８
Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｉｎｔ （ｘ，ｚ） ＝ （１２．５，０） ｍ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｏｒ α ＝ ０．２８

４　 结 束 语

本文针对浅水流问题，将不可压缩条件作为约束，建立了浅水流的约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原

理，并通过该变分原理导出一种基于位移和约束的浅水波方程（ＳＷＥ⁃ＤＰ）．针对该浅水波方

程，本文构造了一种保辛、保体积的数值算法，该算法基于约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，通过有限

元进行空间离散，并利用祖冲之类算法进行时间积分．通过与传统 Ｅｕｌｅｒ 描述的 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方
程以及文献［８， １１］所提出的基于位移的浅水波方程进行数值比较，本文验证了 ＳＷＥ⁃ＤＰ 的正

确性．通过数值算例，也验证了本文所提数值方法的正确性．
本文虽然处理的是二维平底浅水问题，但由于采用了位移为基本未知量，相比 Ｅｕｌｅｒ 描述

方法，可以更方便地处理复杂边界条件（如自由面）．并且基于位移为基本变量，可以很容易建

立起变分原理，从而可使用有限元法与保辛算法来处理流体力学问题，在保持体系性质方面有

优势，因此很值得推广到其他流体力学问题．在后续研究中，将研究考虑不平水底的浅水波位

移法方程，考虑三维浅水波位移法方程，以及相应的保辛数值算法．
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