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摘要：　 Ｈ ⁃ 张量在科学和工程实际中具有重要应用，但在实际中要判定 Ｈ ⁃ 张量是比较困难的．
通过构造不同的正对角阵，结合不等式的放缩技巧，给出了 Ｈ ⁃ 张量判定的几个新迭代准则．作为

应用，给出了判定偶数阶实对称张量正定性的条件，相应的数值例子说明了结果的有效性．

关　 键　 词：　 Ｈ ⁃ 张量；　 实对称张量；　 正定性；　 不可约
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引　 　 言

张量是矩阵的高阶推广， 在许多科学领域， 如信号图像处理、数据挖掘与处理、 非线性优

化、 物理学中的弹性分析和高阶统计学等中有着重要的应用．近年来，很多专家和学者都对其

进行了广泛探讨［１⁃１２］， 比如张量的 Ｐ⁃Ｆ 性质、 张量特征值的估计与定位、 特殊张量的判定及

其应用等问题．本文在文献［１２］的基础上， 讨论了 Ｈ ⁃ 张量的判定问题， 得到了一些新的判别

方法．最后， 利用对 Ｈ ⁃ 张量的讨论给出偶数阶实对称张量， 即偶次齐次多项式正定性的判定

条件．
Ｃ（Ｒ） 表示 ｎ 阶全体复（实） 数的集合， Ｎ ＝ { １，２，…， ｎ } ．记Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］，若 ａｉ１ｉ２…ｉｍ ∈

Ｃ（Ｒ）， 其中 ｉ ｊ ＝ １，２，…， ｎ， ｊ ＝ １， ２，…， ｍ， 则称Ａ 为一个 ｍ 阶 ｎ 维的复（实） 张量， 记作Ａ

∈Ｃ［ｍ， ｎ］（Ｒ［ｍ， ｎ］） ．显然，向量是一阶张量， 矩阵是二阶张量．若存在 λ 和非零向量 ｘ ＝ （ｘ１， ｘ２，
…， ｘｎ） Ｔ 满足多元齐次方程：

　 　 Ａｘｍ－１ ＝ λｘ［ｍ－１］，
则称 λ 为Ａ 的特征值，ｘ 为相应于 λ 的特征向量， 其中Ａｘｍ－１和 ｘ［ｍ－１］ 为 ｎ 维向量， 它们的第

ｉ 个元素分别为

　 　 （Ａｘｍ－１） ｉ ＝ ∑
ｉ２， ｉ３， …， ｉｍ∈Ｎ

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ， （ｘ［ｍ－１］） ｉ ＝ ｘｍ－１
ｉ ．

若 λ 和 ｘ 的元素都是实数， 则称 λ 为Ａ 的 Ｈ⁃特征值， ｘ 为相应于 λ 的 Ｈ⁃特征向量［１］ ．进一步，
若对任意的 π ∈ Πｍ， ａｉ１ｉ２…ｉｍ

＝ ａπ（ ｉ１ｉ２…ｉｍ）， 则称Ａ 为对称张量［１］， 其中 Πｍ 是指标为 ｍ 的置换

群．令 δ ｉ１ｉ２…ｉｍ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号［２］，即

５１３１

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 １２ 期
　 ２０１５ 年 １２ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．１２，Ｄｅｃ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１５⁃０３⁃３０； 修订日期：　 ２０１５⁃１０⁃１２
基金项目：　 国家自然科学基金（１１３６１０７４）；贵州省科学技术基金（［２０１５］２０７３）；贵州省科技厅联合

基金（［２０１５］７２０６）；贵州省教育厅自然科学基金（［２０１５］４２０）
作者简介：　 王峰（１９８１—），男，山东临沂人，副教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗａｎｇｆ９９１＠ １６３．ｃｏｍ）．



　 　 δ ｉ１ｉ２…ｉｍ
＝

１，　 　 ｉ１ ＝ ｉ２ ＝ … ＝ ｉｍ，
０，　 　 ｏｔｈｅｒ ．{

为讨论方便， 先给出如下符号： 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］， 记

　 　 Ｒ ｉ（Ａ ） ＝ ∑
ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ∈Ｎ

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ∑

ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ∈Ｎ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

－ ａｉｉ…ｉ ，

　 　 Ｎ１ ＝ { ｉ ∈ Ｎ： ０ ＜ ａｉｉ…ｉ ＝ Ｒ ｉ（Ａ ） } ， Ｎ２ ＝ { ｉ ∈ Ｎ： ０ ＜ ａｉｉ…ｉ ＜ Ｒ ｉ（Ａ ） } ，

　 　 Ｎ３ ＝ { ｉ ∈ Ｎ： ａｉｉ…ｉ ＞ Ｒ ｉ（Ａ ） } ， μ ｉ ＝
Ｒ ｉ（Ａ ） － ａｉｉ…ｉ

Ｒ ｉ（Ａ ）
，

　 　 ｒ０ ＝ １， ｒ１ ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｎ３

Ｒ ｉ（Ａ ）
ａｉｉ…ｉ

{ } ， ｒｋ＋１ ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｎ３

σ ｋ＋１， ｉ

ａｉｉ…ｉ
{ } ，　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …，

　 　 σ ｋ＋１， ｉ ＝ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ｒｋ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ３， ｋ ∈ Ｚ ＋ ＝ { ０，１，２， … } ，

　 　 Ｓｍ－１ ＝ { ｉ２ ｉ３…ｉｍ： ｉ ｊ ∈ Ｓ， ｊ ＝ ２， ３， …， ｍ } ， ⌀ ≠ Ｓ ⊆ Ｎ，
　 　 Ｎｍ－１ ＼Ｓｍ－１ ＝ { ｉ２ ｉ３…ｉｍ： ｉ２ ｉ３…ｉｍ ∈ Ｎｍ－１， ｉ２ ｉ３…ｉｍ ∉ Ｓｍ－１ } ，
　 　 Ｎｍ－１

０
＝ Ｎｍ－１ ＼（Ｎｍ－１

２ ∪ Ｎｍ－１
３ ） ．

１　 预 备 知 识

定义 １（见文献［３］定义 ２．７）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．若

　 　 ａｉｉ…ｉ ≥ Ｒ ｉ（Ａ ），　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ， （１）
则称 Ａ 为对角占优张量．若式（１） 中严格不等号均成立，则称Ａ 为严格对角占优张量．

定义 ２（见文献［１２］定义 ２） 　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．若存在正向量 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，
ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ， 使得

　 　 ａｉｉ…ｉ ｘｍ－１
ｉ ＞ ∑

ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ∈Ｎ
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ，

则称 Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．
定义 ３（见文献［２］定义 ２．１）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．如果存在 Ｎ的非空子集 Ｉ， 满足

　 　 ａｉ１ｉ２…ｉｍ
＝ ０， 　 　 ∀ｉ１ ∈ Ｉ， ∀ｉ２， ｉ３，…， ｉｍ ∉ Ｉ，

则称 Ａ 是可约的．否则，称Ａ 是不可约的．
定义 ４（见文献［３］定义 ２．５）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］，Ｘ ＝ ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，…， ｘｎ） ．令
　 　 Ｂ ＝ ［ｂｉ１ｉ２…ｉｍ］ ＝ ＡＸｍ－１， ｂｉ１ｉ２…ｉｍ

＝ ａｉ１ｉ２…ｉｍｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ，　 　 ｉ ｊ ∈ Ｎ， ｊ ∈ Ｎ，
则称 Ｂ 为Ａ 与 Ｘ 的积．

引理 １（见文献［１２］引理 ７）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．若Ａ 是严格对角占优张量，则Ａ

为Ｈ ⁃ 张量．
引理 ２（见文献［１２］定理 １４）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．若Ａ 为Ｈ ⁃ 张量，则 Ｎ３ ≠ ⌀ ．
由引理 １ 知， 若 Ｎ１ ∪ Ｎ２ ＝ ⌀， 则Ａ 为Ｈ ⁃ 张量； 由引理 ２ 知， 若Ａ 为Ｈ ⁃ 张量， 则 Ｎ３ ≠

⌀ ．因此， 我们总假定 Ｎ１ ∪ Ｎ２ ≠ ⌀， Ｎ３ ≠ ⌀ ．另外，本文还假定Ａ 满足：ａｉｉ…ｉ ≠０，Ｒ ｉ（Ａ ） ≠
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０，∀ｉ ∈ Ｎ ．
引理 ３（见文献［１１］命题 ２９） 　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．若存在正对角矩阵 Ｘ， 使得

ＡＸｍ－１ 为Ｈ ⁃ 张量， 则Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．
引理 ４（见文献［１２］引理 ８）　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ 不可约．若
　 　 ａｉｉ…ｉ ≥ Ｒ ｉ（Ａ ），　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ

且上式中至少有一严格不等式成立， 则 Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．

２　 主 要 结 果

本节我们给出 Ｈ ⁃ 张量的判定条件，并用数值例子说明了结果的有效性．
定理 １　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ ．如果存在非负整数 ｋ ∈ Ｚ ＋， 使得

　 　 ａｉｉ…ｉ ＞ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…， ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ１ （２）

且

　 　 ａｉｉ…ｉ μ ｉ ＞ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ２， （３）

则 Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．
证明　 令

　 　 Ｍｉ ＝
１

∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

æ

è
çç ａｉｉ…ｉ － ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
０

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

ö

ø
÷÷，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ１

且

　 　 Ｍｉ ＝
１

∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

æ

è
çç ａｉｉ…ｉ μ ｉ － ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…， ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

ö

ø
÷÷，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ２ ．

如果 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０，则令Ｍｉ ＝ ＋ ∞ ．由式（２） 和式（３） 知Ｍｉ ＞ ０（ ｉ∈ Ｎ１ ∪ Ｎ２） ．因此，
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可取得充分小的正数 ε ＞ ０， 使得

　 　 ０ ＜ ε ＜ ｍｉｎ ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ１∪Ｎ２

Ｍｉ， １ － ｍａｘ
ｊ∈Ｎ３

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
{ } ． （４）

构造矩阵 Ｘ ＝ ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）， 其中

　 ｘｉ ＝

１， ｉ ∈ Ｎ１，

（μ ｉ） １ ／ （ｍ－１）， ｉ ∈ Ｎ２，

ε ＋
σ ｋ＋１， ｉ

ａｉｉ…ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

， ｉ ∈ Ｎ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由式（４）知

　 　 ε ＋
σ ｋ＋１，ｉ

ａｉｉ…ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

＜ １　 　 （ ｉ ∈ Ｎ３） ．

因为 ε ≠＋ ∞， 所以 ｘｉ ≠＋ ∞，进而知 Ｘ为正对角阵．令Ｂ ＝ ［ｂｉ１ｉ２…ｉｍ］ ＝ ＡＸｍ－１ ．下面，证明Ｂ 是

严格对角占优张量．

当 ｉ ∈ Ｎ１ 时， 如果 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０， 由式（２）知

　 　 Ｒ ｉ（Ｂ ） ＝ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ （μ ｉ２）
１ ／ （ｍ－１）…（μ ｉｍ）

１ ／ （ｍ－１） ≤

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ＜

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ ＝ ｂｉｉ…ｉ ． （５）
如果 ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ≠ ０， 由式（２）和式（４）得

　 　 Ｒ ｉ（Ｂ ） ＝ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ （μ ｉ２）
１ ／ （ｍ－１）…（μ ｉｍ）

１ ／ （ｍ－１） ＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋
σ ｋ＋１， ｉ２

ａｉ２ｉ２…ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

… ε ＋
σ ｋ＋１， ｉｍ

ａｉｍｉｍ…ｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

≤

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋ ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ ＝ ｂｉｉ…ｉ ． （６）
当 ｉ ∈ Ｎ２ 时， 如果 ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０， 由式（３）知

　 　 Ｒ ｉ（Ｂ ） ＝ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ
＋
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　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ （μ ｉ２）
１ ／ （ｍ－１）…（μ ｉｍ）

１ ／ （ｍ－１） ≤

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ＜

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ μ ｉ ＝ ｂｉｉ…ｉ ． （７）
如果 ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ≠ ０， 则由式（３）和式（４）得

　 　 Ｒ ｉ（Ｂ ） ＝ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ （μ ｉ２）
１ ／ （ｍ－１）…（μ ｉｍ）

１ ／ （ｍ－１） ＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋
σ ｋ＋１， ｉ２

ａｉ２ｉ２…ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

… ε ＋
σ ｋ＋１， ｉｍ

ａｉｍｉｍ…ｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

≤

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋ ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ μ ｉ ＝ ｂｉｉ…ｉ ． （８）
当 ｉ ∈ Ｎ３ 时，因为 ａｉｉ…ｉ ＞ Ｒ ｉ（Ａ ）， 所以

　 　 ａｉｉ…ｉ － ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ＞ ０． （９）

再由 σ ｋ＋１， ｊ ／ ａ ｊｊ…ｊ ≤ ｒｋ＋１ ≤ ｒｋ， ∀ｋ ∈ Ｚ ＋，∀ｊ ∈ Ｎ３ 得

　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

－ σ ｋ＋１， ｉ ＝

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

－ ｒｋ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ≤ ０． （１０）

从而， 由式（９）、（１０）和 ε ＞ ０ 得

　 　 ε ＞ １
ａｉｉ…ｉ － ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
３

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
{ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ

－ σ ｋ＋１， ｉ } ． （１１）
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由式（１１）知， 对任意的 ｉ ∈ Ｎ３， 有

　 　 ｂｉｉ…ｉ － Ｒ ｉ（Ｂ ） ＝

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ ε ＋
σ ｋ＋１，ｉ

ａｉｉ…ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ （μ ｉ２）
１ ／ （ｍ－１）…（μ ｉｍ）

１ ／ （ｍ－１） －

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋
σ ｋ＋１， ｉ２

ａｉ２ｉ２…ｉ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

… ε ＋
σ ｋ＋１， ｉｍ

ａｉｍｉｍ…ｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

≥

　 　 　 　 ａｉｉ…ｉ ε ＋
σ ｋ＋１，ｉ

ａｉｉ…ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
－

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ε ＋ ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…， ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０． （１２）

综上所述，由式（５） ～ （８）、（１２）知 ｂｉｉ…ｉ ＞ Ｒ ｉ（Ｂ ）（∀ｉ∈ Ｎ），即Ｂ 是严格对角占优的， 由

引理 １ 知Ｂ 是Ｈ ⁃ 张量．进而由引理 ３ 知Ａ 是Ｈ ⁃ 张量．证毕． □
定理 ２　 设 Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］ ∈ Ｃ［ｍ， ｎ］ 不可约．如果存在非负整数 ｋ ∈ Ｚ ＋， 使得

　 　 ａｉｉ…ｉ ≥ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０
δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ

＝ ０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…， ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ， 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ１ （１３）

且

　 　 ａｉｉ…ｉ μ ｉ ≥ ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

０

ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋ ∑

ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１
２

δ ｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＝ ０

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ}

{ μ ｊ } ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ
＋

　 　 　 　 ∑
ｉ２ｉ３…ｉｍ∈Ｎｍ－１

３

ｍａｘ
ｊ∈{ ｉ２，ｉ３，…， ｉｍ}

σ ｋ＋１， ｊ

ａ ｊｊ…ｊ
ａｉｉ２ｉ３…ｉｍ ，　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ２， （１４）

且上式中至少有一严格不等式成立， 则 Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．
证明　 构造矩阵 Ｘ ＝ ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）， 其中

　 ｘｉ ＝

１， ｉ ∈ Ｎ１，

（μ ｉ） １ ／ （ｍ－１）， ｉ ∈ Ｎ２，

σ ｋ＋１， ｉ

ａｉｉ…ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

， ｉ ∈ Ｎ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由 Ａ 的不可约性知 ｘｉ ≠＋ ∞ ，故 Ｘ 是正对角阵．令 Ｂ ＝ ［ｂｉ１ｉ２…ｉｍ］ ＝ ＡＸｍ－１ ．
类似于定理 １ 的证明，可证得 ｂｉｉ…ｉ ≥ Ｒ ｉ（Ｂ ）（∀ｉ ∈ Ｎ），且由定理条件知至少存在一个

指标 ｉ ∈ Ｎ１ ∪ Ｎ２，使得 ｂｉｉ…ｉ ＞ Ｒ ｉ（Ｂ ） ．
综上所述， ｂｉｉ…ｉ ≥ Ｒ ｉ（Ｂ ） （∀ｉ ∈ Ｎ） 且至少有一严格不等式成立．因 Ａ 是不可约的，故

Ｂ 也是不可约的．由引理 ４ 知Ｂ 是Ｈ ⁃ 张量， 进而由引理 ３ 知 Ａ 是Ｈ ⁃ 张量．证毕． □

０２３１ 王　 　 峰　 　 　 孙　 　 德　 　 淑



例 １　 设 Ａ ＝ ［Ａ（１，：，：），Ａ（２，：，：），Ａ（３，：，：）］， 其中

　 　 Ａ（１，：，：） ＝
１２ １ ０
１ １０ ０
１ １ １０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ａ（２，：，：） ＝

１ １ ０
０ １８ ０
１ ０ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ａ（３，：，：） ＝

２ ０ ０
０ ３ ０
０ ０ １５

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

可见

　 　 ａ１１１ ＝ １２， Ｒ１（Ａ ） ＝ ２４， ａ２２２ ＝ １８， Ｒ２（Ａ ） ＝ ６， ａ３３３ ＝ １５， Ｒ３（Ａ ） ＝ ５，
故 Ｎ１ ＝ ⌀， Ｎ２ ＝ { １ } ， Ｎ３ ＝ { ２， ３ } ．计算得

　 　 μ １ ＝ １
２
，

σ ３， ２

ａ２２２

＝ ３７
２１６

，
σ ３， ３

ａ３３３

＝ １９
１８０

．

因为

　 　 ∑
ｊｋ∈Ｎ２

０

ａ１ｊｋ ＋ ∑
ｊｋ∈Ｎ２

２
δ１ｊｋ ＝ ０

ｍａｘ
ｌ∈{ ｊ，ｋ}

{ μ ｌ } ａ１ｊｋ ＋ ∑
ｊｋ∈Ｎ２

３

ｍａｘ
ｌ∈{ ｊ，ｋ}

σ ｋ＋１， ｌ

ａｌｌ…ｌ
ａ１ｊｋ ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ０ ＋ １ ＋ １） ＋ ３７
２１６

＋ １０ × ３７
２１６

＋ １０ × １９
１８０

＝

　 　 　 　 １ ２８３
２１６

＜ ６ ＝ ａ１１…１ μ １，

所以 Ａ 满足本文定理 １ 的条件，故Ａ 为Ｈ ⁃ 张量．

３　 应　 　 用

２００５ 年， Ｑｉ（祈力群）等［１］利用张量特征值研究多项式的正定性判定问题，即对一个多项

式 ｆ， 如何判断对任意的 ｘ ∈ Ｒｎ ＼ { ０ } ，ｆ（ｘ） ＞ ０ 是否成立？ 他们指出对任意一个 ｍ 次齐次多

项式 ｆ（ｘ） 都存在实对称张量Ａ ＝ ［ａｉ１ｉ２…ｉｍ］， 使得

　 　 ｆ（ｘ） ＝ Ａｘｍ ＝ ∑
ｉ１， ｉ２， …， ｉｍ∈Ｎ

ａｉ１ｉ２…ｉｍｘｉ１ｘｉ２…ｘｉｍ， （１５）

其中 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２， …， ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ，并且当 ｍ 是偶数时给出下面的判定结果．
定理 ３（见文献［１］定理 ５）　 设 ｆ（ｘ） 如式（１５） 所示．若 ｍ 为偶数， 则下述命题等价：
１） ｆ（ｘ） 是正定的； ２） Ａ 是正定的； ３） Ａ 的所有 Ｈ⁃特征值是正的．
根据定理 ３，实对称张量 Ａ （或由Ａ 定义的多项式） 的正定性可以通过计算Ａ 的所有 Ｈ⁃

特征值来判断．然而， 当阶数或维数很大时，计算 Ａ 的 Ｈ⁃特征值非常困难．因此，寻找其它简单

有效的判定正定性的方法是非常有意义的．Ｌｉ 等［１２］给出了齐次多项式正定性的判定不等式．
定理 ４（见文献［１２］定理 ９）　 设 ｆ（ｘ） 如式（１５） 所示．令 ｍ 为偶数，若 ａｉｉ…ｉ ＞ Ｒ ｉ（Ａ ）（∀ｉ

∈ Ｎ），则 ｆ（ｘ） 是正定的．
定理 ５（见文献［１２］定理 ６）　 设 ｆ（ｘ） 如式（１５） 所示．令 ｍ 为偶数，若Ａ 是Ｈ ⁃ 张量，则Ａ

是正定的， 即 ｆ（ｘ） 是正定的．
由定理 ５ 即得：
定理 ６　 设 ｆ（ｘ） 如式（１５） 所示．令 ｍ为偶数，若Ａ 满足定理 １ 或定理 ２ 的条件，则Ａ 是正

定的，即 ｆ（ｘ） 是正定的．
例 ２　 考虑 ４ 次齐次多项式

　 　 ｆ（ｘ） ＝ Ａｘ４ ＝ ２ｘ４
１ ＋ ｘ４

２ ＋ ３０ｘ４
３ ＋ ３０ｘ４

４ － ８ｘ１ｘ３
３ ＋ ８ｘ２ｘ３

４ － １２ｘ３
３ｘ４，

其中 ｘ ＝ ［ｘ１， ｘ２， ｘ３， ｘ４］ Ｔ ∈ Ｒ４，Ａ ＝ ［ａｉｊｋｌ］ ∈ Ｒ［４， ４］ 是一个对称张量，且

１２３１Ｈ ⁃ 张量判定的新迭代准则及其应用



　 　 ａ１１１１ ＝ ２， ａ２２２２ ＝ １， ａ３３３３ ＝ ３０， ａ４４４４ ＝ ３０；
　 　 ａ１３３３ ＝ ａ３１３３ ＝ ａ３３１３ ＝ ａ３３３１ ＝ － ２；
　 　 ａ２４４４ ＝ ａ４２４４ ＝ ａ４４２４ ＝ ａ４４４２ ＝ ２；
　 　 ａ３３３４ ＝ ａ３３４３ ＝ ａ３４３３ ＝ ａ４３３３ ＝ － ３，

其余 ａｉｊｋｌ ＝ ０．经验证，Ａ 满足本文定理 １ 的条件，由定理 ６ 知Ａ 是正定的， 即 ｆ（ｘ） 是正定的．

４　 结　 　 论

文中讨论了 Ｈ ⁃ 张量的判定问题，得到了几个新的判定条件，并给出了其在偶数阶实对称

张量，即偶次齐次多项式正定性判定中的应用，数值例子说明了本文所得结果的有效性．故所

得结论是对有关文献的一个有益补充．
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