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摘要：　 用 Ｌｉｅ 群方法研究汽车车体振动系统的对称性，寻找其存在的守恒量．以汽车车体做上下

垂直振动和绕其质心的前后俯仰振动，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的方法，构建汽车车体振动系统．以此系

统为对象，引入 Ｌｉｅ 群方法，给出该振动系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性理论与 Ｌｉｅ 对称性理论；由此推导该

汽车系统存在的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与 Ｌｉｅ 对称性，并得到系统相应的的守恒量．该方法对车体振动问

题提出了新的对称性解法，同时扩大了 Ｌｉｅ 群方法的应用范围．
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引　 　 言

分析力学是从能量的角度阐述力学的基本原理，并由这些原理导出基本运动微分方程，研
究这些方程以及它们的积分方法［１⁃２］ ．我们知道，动力学系统的方程主要有 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程等．Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程是从能量的观点上统一建立起来的系统能量与功之间的标

量关系，它回避了系统未知的约束反力，成为研究约束系统动力学问题的普遍而有效的方法；
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理继承了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学方法，采用广义坐标和广义动量，引入

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，开辟了解决受约束物体，以及更复杂的物体系的运动和平衡问题的新途径．
对称性原理是近代分析力学中的一个更高层次的法则，动力学系统中的守恒量更能揭示

深刻的物理规律．动力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一起，二者之间有着潜在的关

系．寻求动力学系统的对称性和守恒量，已成为近代分析力学的一大热点问题．寻求动力学系

统守恒量的方法主要有：Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性法［１，３⁃６］、Ｌｉｅ 对称性法［７⁃１２］、Ｍｅｉ 对称性法［１３⁃１６］ 等．
Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性是基于系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量泛函在无限小变换下的一种不变性，Ｌｉｅ 对称性

是基于微分方程在无限小变换下的不变性，Ｍｅｉ 对称性是一种动力学方程在动力学函数无限

小变换下的形式不变性．通过这些方法可以得到系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量、Ｈｏｊｍａｎ 守恒量或 Ｍｅｉ
守恒量．近几十年来，对称性与守恒量之间的研究在分析力学领域得到快速发展，已取得许多

重要成果．对称性与守恒量的研究方法已经用到力学、物理学、机械振动等各个领域．然而，对
于机械振动系统的对称性与守恒量的研究却比较少．将对称性方法引入机械振动系统，通过寻

找系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，进一步得出系统的运动方程，再引进系统相关变量的无限小变换，给
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出该系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和 Ｌｉｅ 对称性，寻找出系统存在的守恒量，是一种解决机械振动问

题的有效方法．
我们知道，汽车车体振动系统是一常见的机械振动系统．研究汽车车体振动系统，导出系

统的对称性和守恒量，具有重要的应用价值．利用得到的守恒量，不仅可以了解到系统的性质

及物理意义，还可以进一步求出系统的解．本文通过寻找汽车车体振动系统的动能与势能，并
构造系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可以方便地得到其振动方程，然后用 Ｌｉｅ 群方法研

究该汽车系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和 Ｌｉｅ 对称性，以发现系统存在的守恒量．

１　 汽车车体振动系统的构造及其振动方程

将汽车车体视为一个系统，将车轮部件（包括轮胎和悬挂弹簧）视为无质量的弹簧，不考

虑零部件的振动和车体的左右振动，研究车体在其对称平面内的振动，图 １ 为汽车车体振动的

简化动力学模型［１７］ ．其中，车体作上下垂直振动和绕其质心的前后俯仰振动．设车体质量为 ｍ，
对其质心的转动惯量为 Ｊ，前后车轮的刚度分别是 ｋ１，ｋ２，质心和前后车轮的距离分别为 ｌ１，ｌ２，
系统阻尼不计．

图 １　 汽车车体振动系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｖｅｈｉｃｌｅ ｂｏｄｙ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

取质心的垂直位移 ｘ 和车体绕质心转动的角位移 θ 为两个广义坐标，则车体的动能为

　 　 Ｅｋ ＝ １
２

ｍｘ２ ＋ １
２

Ｊθ２ ． （１）

不计汽车重量的影响，势能为存储于变形的弹簧中的势能，即

　 　 Ｅｐ ＝ １
２

ｋ１ｘ２
１ ＋ １

２
ｋ２ｘ２

２， （２）

其中， ｘ１ 和 ｘ２ 分别为前后车轮处垂直位移．考虑到车体为微幅振动，有如下的约束关系：
　 　 ｘ１ ＝ ｘ ＋ ｌ１θ， （３）
　 　 ｘ２ ＝ ｘ － ｌ２θ， （４）

那么势能可以写为

　 　 Ｅｐ ＝ １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ ＋ １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ． （５）

故系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可表示为
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　 　 Ｌ ＝ Ｅｋ － Ｅｐ ＝ １
２

ｍｘ２ ＋ １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ． （６）

由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程给出系统的微分方程为

　 　 ｍｘ ＋ ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ＝ ０， （７）
　 　 Ｊθ ＋ ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ） ＝ ０， （８）

系统（７）和（８）即为汽车车体振动系统．

２　 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量

引进群关于时间、坐标的无限小变换：

　 　

ｔ∗ ＝ ｔ ＋ εξ０（ ｔ，ｘ，ｘ，θ，θ），

ｘ∗（ ｔ∗） ＝ ｘ（ ｔ） ＋ εξ１（ ｔ，ｘ，ｘ，θ，θ），

θ∗（ ｔ∗） ＝ θ（ ｔ） ＋ εξ２（ ｔ，ｘ，ｘ，θ，θ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

其中， ε 为无限小参数，ξ０，ξ１，ξ２ 为无限小变换的生成元．
对于汽车车体振动系统，如果存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｘ，ｘ，θ，θ），那么系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式：
　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ξ１ ＋ ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ξ２ ＋

　 　 　 　 ｍｘξ１ ＋ Ｊθξ２ ＋ － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ －é

ë
êê

　 　 　 　 １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ù

û
úú ξ０ ＝ － Ｇ ． （１０）

Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式（１０）可以写成广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程的形式，即

　 　

∂Ｌ
∂ｔ

ξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｘ

ξ１ ＋ ∂Ｌ
∂θ

ξ２ ＋ Ｌ － ∂Ｌ
∂ｘ

ｘ － ∂Ｌ
∂θ

θé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ξ０

∂ｔ
＋

∂ξ０

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ０

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 ∂Ｌ
∂ｘ

∂ξ１

∂ｔ
＋

∂ξ１

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ１

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂Ｌ

∂θ
∂ξ２

∂ｔ
＋

∂ξ２

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ２

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 － ∂Ｇ
∂ｔ

－ ∂Ｇ
∂ｘ

ｘ － ∂Ｇ
∂θ

θ，

Ｌ － ∂Ｌ
∂ｘ

ｘ － ∂Ｌ
∂θ

θæ

è
ç

ö

ø
÷

∂ξ０

∂ｘ
＋ ∂Ｌ

∂ｘ
∂ξ１

∂ｘ
＋ ∂Ｌ

∂θ
∂ξ２

∂ｘ
＝ － ∂Ｇ

∂ｘ
，

Ｌ － ∂Ｌ
∂ｘ

ｘ － ∂Ｌ
∂θ

θæ

è
ç

ö

ø
÷

∂ξ０

∂θ
＋ ∂Ｌ

∂ｘ
∂ξ１

∂θ
＋ ∂Ｌ

∂θ
∂ξ２

∂θ
＝ － ∂Ｇ

∂θ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）

将式（６）代入广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程（１１）中，得到如下 ３ 个方程：
　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ξ１ ＋ ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ξ２ ＋

　 　 　 　 － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　
∂ξ０

∂ｔ
＋

∂ξ０

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ０

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｍｘ

∂ξ１

∂ｔ
＋

∂ξ１

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ１

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｊθ
∂ξ２

∂ｔ
＋

∂ξ２

∂ｘ
ｘ ＋

∂ξ２

∂θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∂Ｇ

∂ｔ
－ ∂Ｇ

∂ｘ
ｘ － ∂Ｇ

∂θ
θ， （１２）

　 　 － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２é

ë
êê

ù

û
úú

∂ξ０

∂ｘ
＋
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　 　 　 　 ∂Ｌ
∂ｘ

∂ξ１

∂ｘ
＋ ∂Ｌ

∂θ
∂ξ２

∂ｘ
＝ － ∂Ｇ

∂ｘ
， （１３）

　 　 － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２é

ë
êê

ù

û
úú

∂ξ０

∂θ
＋

　 　 　 　 ∂Ｌ
∂ｘ

∂ξ１

∂θ
＋ ∂Ｌ

∂θ
∂ξ２

∂θ
＝ － ∂Ｇ

∂θ
． （１４）

假设生成函数有形式：

　 　

ξ０ ＝ ｃ０，

ξ１ ＝ ｇ１（ｘ，θ） ＋ ｆ１（ｘ，θ）ｘ ＋ ｆ２（ｘ，θ）θ，

ξ２ ＝ ｇ２（ｘ，θ） ＋ ｆ３（ｘ，θ）ｘ ＋ ｆ４（ｘ，θ）θ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

将式（１５）代入式（１３）、（１４），得

　 　 ｍｘｆ１ ＋ Ｊθｆ３ ＝ － ∂Ｇ
∂ｘ

， （１６）

　 　 ｍｘｆ２ ＋ Ｊθｆ４ ＝ － ∂Ｇ
∂θ

． （１７）

由式（１６）、（１７）可以得到

　 　 Ｇ ＝－ １
２

ｍｘｆ１ － １
２

Ｊθｆ４ － Ｊθｘｆ３ ＋ ｆ５， （１８）

　 　 Ｊｆ３ ＝ ｍｆ２ ． （１９）
将式（１５）、（１８）代入方程式（１２），得

　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］（ｇ１ ＋ ｆ１ｘ ＋ ｆ２θ） ＋
　 　 　 　 ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］（ｇ２ ＋ ｆ３ｘ ＋ ｆ４θ） ＋

　 　 　 　 ｍｘ
∂ｇ１

∂ｘ
ｘ ＋

∂ｆ１
∂ｘ

ｘ２ ＋
∂ｆ２
∂ｘ

ｘθ ＋
∂ｇ１

∂θ
θ ＋

∂ｆ１
∂θ

θｘ ＋
∂ｆ２
∂θ

θ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｊθ
∂ｇ２

∂ｘ
ｘ ＋

∂ｆ３
∂ｘ

ｘ２ ＋
∂ｆ４
∂ｘ

ｘθ ＋
∂ｇ２

∂θ
θ ＋

∂ｆ３
∂θ

θｘ ＋
∂ｆ４
∂θ

θ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 １
２

ｍｘ３ ∂ｆ１
∂ｘ

＋ １
２

Ｊθ２ｘ
∂ｆ４
∂ｘ

＋ Ｊθｘ２ ∂ｆ３
∂ｘ

－ ｘ
∂ｆ６
∂ｘ

＋

　 　 　 　 １
２

ｍｘ２θ
∂ｆ１
∂θ

＋ １
２

Ｊθ３ ∂ｆ４
∂θ

＋ Ｊθ２ｘ
∂ｆ３
∂θ

－ θ
∂ｆ６
∂θ

． （２０）

分开含 ｘ３，θ２ｘ，θｘ２，θ３，ｘ２，θｘ，θ２ 的项，以及不含 ｘ，θ 的项，得到以下等式：

　 　 ｍ
∂ｆ１
∂ｘ

＝ １
２

ｍ
∂ｆ１
∂ｘ

， （２１）

　 　 ｍ
∂ｆ２
∂θ

＋ Ｊ
∂ｆ４
∂ｘ

＋ Ｊ
∂ｆ３
∂θ

＝ １
２

Ｊ
∂ｆ４
∂ｘ

＋ Ｊ
∂ｆ３
∂θ

， （２２）

　 　 ｍ
∂ｆ２
∂ｘ

＋ ｍ
∂ｆ１
∂θ

＋ Ｊ
∂ｆ３
∂ｘ

＝ Ｊ
∂ｆ３
∂ｘ

＋ １
２

ｍ
∂ｆ１
∂θ

， （２３）

　 　 Ｊ
∂ｆ４
∂θ

＝ １
２

Ｊ
∂ｆ４
∂θ

， （２４）
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　 　 ｍ
∂ｇ１

∂ｘ
＝ ０， （２５）

　 　 ｍ
∂ｇ１

∂θ
＋ Ｊ

∂ｇ２

∂ｘ
＝ ０， （２６）

　 　 Ｊ
∂ｇ２

∂θ
＝ ０， （２７）

　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ ｆ１ ＋

　 　 　 　 ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ ｆ３ ＝ －
∂ｆ５
∂ｘ

， （２８）

　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ ｆ２ ＋

　 　 　 　 ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ ｆ４ ＝ －
∂ｆ５
∂θ

， （２９）

　 　 ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ｇ１ ＋
　 　 　 　 ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ｇ２ ＝ ０． （３０）

由式（２５）、（２６）、（２７）、（２９）得
　 　 ｇ１ ＝ ０， ｇ２ ＝ ０． （３１）

由式（２１）可知

　 　 ｆ１ ＝ ｆ１（θ） ． （３２）
由式（２２）、（２３）、（２４）得

　 　
∂２ ｆ２
∂ｘ∂θ

＝ － １
２

∂２ ｆ１
∂θ２

＝ － １
２

Ｊ
ｍ

∂２ ｆ４
∂ｘ２

＝ ｃ２ ． （３３）

由式（３２）、（３３）可以得到

　 　

ｆ１ ＝ － ｃ２θ２ － ２ｃ３θ ＋ ｃ６，

ｆ２ ＝ ｃ２ｘθ ＋ ｃ３ｘ ＋ ｃ４θ ＋ ｃ５ ＝ Ｊ
ｍ

ｆ３，

ｆ４ ＝ ｍ
Ｊ
（ － ｃ２ｘ２ － ２ｃ４ｘ ＋ ｃ７） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３４）

由式（２８）、（３０）得

　 　 －
∂２ ｆ５
∂ｘ∂θ

＝ （ － ｋ１ ｌ１ ＋ ｋ２ ｌ２） ｆ１ ＋ ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］
∂ｆ１
∂θ

＋

　 　 　 　 （ － ｋ１ ｌ２１ ＋ ｋ２ ｌ２２） ｆ３ ＋ ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］
∂ｆ３
∂θ

＝

　 　 　 　 （ － ｋ１ － ｋ２） ｆ２ ＋ ［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］
∂ｆ２
∂ｘ

＋

　 　 　 　 （ － ｋ１ ｌ１ ＋ ｋ２ ｌ２） ｆ４ ＋ ［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］
∂ｆ４
∂ｘ

． （３５）

将式（３４）代入上式（３５）中，并比较 ｘ，θ 的同次幂系数，从而得出

　 　 ｃ２ ＝ ｃ３ ＝ ｃ４ ＝ ｃ５ ＝ ０， ｃ６ ＝ ｍ
Ｊ

ｃ７，

　 　 ｆ２ ＝ ｆ３ ＝ ０．
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因此

　 　

ξ０ ＝ ｃ０，
ξ１ ＝ ｃ６ｘ，

ξ２ ＝ ｍ
Ｊ

ｃ７θ ＝ ｃ６θ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３６）

由式（２８）、（３０）积分得

　 　 ｆ５ ＝ ｃ６
ｋ１ ＋ ｋ２

２
ｘ２ ＋

ｋ１ ｌ２１ ＋ ｋ２ ｌ２２
２

θ２ ＋ ｋ１ ｌ１θｘ － ｋ２ ｌ２θｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３７）

再由式（１８）得

　 　 Ｇ ＝ ｃ６ － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ ＋
ｋ１ ＋ ｋ２

２
ｘ２ ＋

ｋ１ ｌ２１ ＋ ｋ２ ｌ２２
２

θ２ ＋ ｋ１ ｌ１θｘ － ｋ２ ｌ２θｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３８）

式（３６）、（３８）就是一般形式下的生成函数和规范函数．当 ｃ０，ｃ６，ｃ７ 取特殊值时，可以得到以下 ３
种对称性：

１）　 ｃ０ ＝ １， ｃ６ ＝ ０， ξ０ ＝ １， ξ１ ＝ ξ２ ＝ ０， Ｇ ＝ ０； （３９）

２）　

ｃ０ ＝ １， ｃ６ ＝ １，

ξ０ ＝ １， ξ１ ＝ ｘ， ξ２ ＝ θ，

Ｇ ＝－ １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ ＋ １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ ＋ １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４０）

３）　

ｃ０ ＝ ０， ｃ６ ＝ １，

ξ０ ＝ ０， ξ１ ＝ ｘ， ξ２ ＝ θ，

Ｇ ＝－ １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ ＋ １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ ＋ １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４１）

汽车车体振动系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理　 假设给定的有限群 Ｇｒ 的无限小变换是汽车车体振

动系统的准对称变换，那么系统存在 ｒ 个线性独立的第一积分，形如

　 　 Ｉ ＝ Ｌξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｘ

（ξ１ － ｘξ０） ＋ ∂Ｌ
∂θ

（ξ２ － θξ０） ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （４２）

可以得到以下个 ３ 个守恒量：

　 　 Ｉ１ ＝ － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２， （４３）

　 　 Ｉ２ ＝ ０， （４４）

　 　 Ｉ３ ＝ １
２

ｍｘ２ ＋ １
２

Ｊθ２ ＋ １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ ＋ １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ． （４５）

这些守恒量不是相互独立的，其中， Ｉ１ ＝ － Ｉ３， 并且式（４０）对应的对称性只能给出平凡解．

３　 系统的 Ｌｉｅ 对称性与守恒量

由汽车车体振动系统的运动方程（７）、（８）可得

　 　
ｘ ＝ １

ｍ
［ － ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） － ｋ２（ｘ － ｌ２θ）］ ＝ α１，

θ ＝ １
Ｊ
［ － ｋ１ ｌ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ＋ ｋ２ ｌ２（ｘ － ｌ２θ）］ ＝ α２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４６）
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用无限小变换（９）构造无限小生成元向量为

　 　 Ｘ（０） ＝ ε０
∂
∂ｔ

＋ ξ１
∂
∂ｘ

＋ ξ２
∂
∂θ

． （４７）

一次扩展为

　 　 Ｘ（１） ＝ ε０
∂
∂ｔ

＋ ξ１
∂
∂ｘ

＋ ξ２
∂
∂θ

＋ （ξ１ － ｘξ０）
∂
∂ｘ

＋ （ξ２ － θξ０）
∂
∂θ

； （４８）

二次扩展为

　 　 Ｘ（２） ＝ Ｘ（１） ＋ ｄ
ｄｔ

（ξ１ － ｘξ０） － ｘξ１
é

ë
êê

ù

û
úú

∂
∂ｘ

＋ ｄ
ｄｔ

（ξ２ － θξ０） － θξ２
é

ë
êê

ù

û
úú

∂
∂θ

． （４９）

汽车车体振动系统的 Ｌｉｅ 对称性的确定方程为

　 　 ξ１ － ｘξ０ － ２ξ０α１ ＝ Ｘ（１）（α１）， （５０）
　 　 ξ２ － θξ０ － ２ξ０α２ ＝ Ｘ（２）（α２） ． （５１）
对汽车车体振动系统，我们能证明存在

Ｌｉｅ定理　 如果存在规范函 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｘ，ｘ，θ，θ）， 满足如下结构方程：
　 　 Ｌξ０ ＋ Ｘ（１）（Ｌ） ＋ Ｇ ＝ ０， （５２）

则系统存在对应于 Ｌｉｅ 对称性变换的守恒量

　 　 Ｉ ＝ Ｌξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｘ

（ξ１ － ｘξ０） ＋ ∂Ｌ
∂θ

（ξ２ － θξ０） ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （５３）

由式（５０）、（５１）、（５２）可以找到系统的生成元和规范函数．

１） 　 ξ０ ＝ １， ξ１ ＝ ξ２ ＝ ０， Ｘ（０） ＝ － ∂
∂ｔ

， Ｇ ＝ ０． （５４）

将式（４７）代入式（４６），得到相应的守恒量为

　 　 Ｉ４ ＝ － １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ － １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ － １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ． （５５）

２）　
ξ０ ＝ １， ξ１ ＝ ｘ， ξ２ ＝ θ， Ｘ（０） ＝ ｘ ∂

∂ｘ
＋ θ ∂

∂θ
，

Ｇ ＝ （ｋ１ ＋ ｋ２）ｘｘ ＋ ２（ｋ１ ｌ１ － ｋ２ ｌ２）θｘ ＋ （ｋ１ ｌ２１ ＋ ｋ２ ｌ２２）θθ － ｍｘ２ － Ｊθ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５６）

找不到相应的规范函数．

３） 　
ξ０ ＝ １， ξ１ ＝ ｘ， ξ２ ＝ θ， Ｘ（０） ＝ ｘ ∂

∂ｘ
＋ θ ∂

∂θ
，

Ｇ ＝－ １
２

ｍｘ２ － １
２

Ｊθ２ ＋ １
２

ｋ１（ｘ ＋ ｌ１θ） ２ ＋ １
２

ｋ２（ｘ － ｌ２θ） ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５７）

将式（５０）代入式（４６），得到相应的守恒量为

　 　 Ｉ５ ＝ １
２

ｍｘ２ ＋ １
２

Ｊθ２ ＋
ｋ１ ＋ ｋ２

２
ｘ２ ＋

ｋ１ ｌ２１ ＋ ｋ２ ｌ２２
２

θ２ ＋ ｋ１ ｌ１θｘ － ｋ２ ｌ２θｘ ． （５８）

由式（５５）、（５８）可以看出这 ２ 个积分不是独立的，有 Ｉ４ ＝ － Ｉ５ ．对于式（５６），由于找不到相关的

规范函数 Ｇ， 因此没有相应的守恒量．

４　 结　 　 论

本文给出了汽车车体上下垂直振动和绕其质心的前后俯仰振动系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和

１９２１汽车车体振动系统的对称性与守恒量研究



Ｌｉｅ 对称性，找到了系统存在的守恒量．这种方法可以推广应用到其它机械振动系统．
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