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摘要：　 复杂介质一般是多相混合物．与普通固体、液体和气体相比，其力学行为具有明显的记忆、
路径依赖性特征，难以用一般的经典力学模型来描述，因而显得反常．从数学力学建模上看，整数阶

导数的局部极限定义不适合描述这样的非局部力学行为．分数阶导数实质上是微分⁃积分算子，能
精确地刻画力学行为的全局相关特征．而且分数阶模型具有明确的统计物理解释．２０ 世纪末至今，
复杂介质反常力学行为的分数阶导数模型由于具有参数少，且参数的物理意义明确等突出优点，
开始引起广泛关注．该文从唯象建模的角度，综述了分数阶导数和分形导数在复杂介质的反常扩散

和频率依赖能量耗散建模中的应用与发展．
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引　 　 言

土壤、水下沉积物、裂隙岩体、生物组织、聚合物、颗粒物质、泥石流、结构安全工程吸能材

料等复杂介质是水利水电、地球物理勘探、生物医学、土木、环境工程等领域的基本研究对象，
是介于理想固体和液体之间的复杂状态物质，大多由大分子或基团组成，经常是多相介质、复
杂粘弹性材料和非 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体．大量的实验表明，这些复杂介质的应力松弛是非指数

型的、有记忆性的，传统的粘弹性本构模型不能够精确地描述它们的应力应变关系；其振动和

声波传播的耗散、热传导、渗流行为复杂反常，不服从理想固体和流体的各种标准的力学和物

理“梯度”律（例如 Ｄａｒｃｙ 律、Ｎｅｗｔｏｎ 粘性、Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导、Ｆｉｃｋ 扩散等）；相应试验测量数据拟
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合得到的经验公式经常表现为幂律（ｐｏｗｅｒ ｌａｗ）函数形式．
复杂介质的力学行为比普通固体、液体和气体要复杂得多，难以用一般的经典力学模型来

描述．从数学、力学建模上看，整数阶导数的局部极限定义不适合描述复杂介质的力学和物理

现象所表现的记忆和遗传、路径依赖性．基于绝对空间和时间以及 Ｅｕｃｌｉｄ（欧几里得）几何的假

设，经典 Ｎｅｗｔｏｎ 力学认为空间和时间没有起点和终点，且处处连续可微，所导出的物理量，如
速度、动量、加速度和力，均可由整数阶导数来定．物理现象的演化过程因而可以用标准的整数

阶微分方程来描述，例如经典力学中的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程、Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．虽然整数阶导数物

理力学模型在经典力学、声学、热传导、扩散、电磁学、甚至是量子力学中取得了巨大成功，物理

学家和力学家也发现了越来越多的不能用整数阶导数模型很好解释的反常现象．例如，湍流的

速度场不可微，非均匀介质中的粒子扩散不服从 Ｆｉｃｋ 扩散定律，复杂粘弹性材料的的应力松

弛函数是非指数的，生物组织中超声波的衰减系数并不总是声源频率的整数次幂．上述反常现

象涉及物理和力学过程的记忆和遗传、路径依赖性和全局相关性．
大量试验表明，传统整数阶导数模型中的梯度律和指数函数关系（例如 Ｄｅｂｙｅ 松弛）一般

不足以精确地描述复杂介质的力学行为．例如，在地下水溶质运移中，由于裂隙多孔岩层中存

在优先流路径［１］，溶质的运移速度可能要高于 Ｆｉｃｋ 扩散定律的预测结果，呈现“快扩散”现象；
同时，地下含水层也可能因存在低渗⁃高渗区域间的质量交换［１］ 而表现“慢扩散”．另一个典型

例子是利用磁共振扩散加权成像技术检测人脑中水分的扩散［２⁃３］ ．试验表明，在高 ｂ 值时，组织

信号强度的衰减并不满足经典的指数关系 Ｓ（ｂ） ＝ Ｓ０ｅｘｐ（ － Ｄｂ），而是符合扩展指数关系 Ｓ（ｂ）
＝ Ｓ０ｅｘｐ（ － ｂＤ） α，其中 ｂ 为某方向上施加的扩散敏感梯度磁场参数，Ｄ 为表观扩散系数，α 表征

大脑组织的各向异性程度或者微组织结构．此外，大量试验也表明，无序电介质（如聚合物、胶
体、多孔材料等） 的介电松弛函数ϕ（ ｔ） 并不满足Ｄｅｂｙｅ定律ϕ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － ｔ ／ τ），其中 τ为松弛

时间［４⁃５］ ．事实上，许多无序电介质遵从扩展指数型的松弛函数［４］ϕ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － ｔ ／ τ） β，其中 β
依赖于温度和介质的化学组分．

复杂介质中反常扩散和能量耗散行为多反映出幂律特征［６］，其试验数据的拟合公式具有

幂函数的形式．例如，粒子扩散的均方位移数据可以用时间的幂函数来拟合，湍流的粒子加速

度分布可以用 Ｌｅｖｙ 稳定分布、扩展 Ｇａｕｓｓ（高斯）分布、Ｔｓａｌｌｉｓ 分布等幂律分布来刻画［６］，复杂

粘弹性材料的松弛和蠕变函数更适宜用时间的幂函数来拟合，生物组织中超声波的衰减系数

对声源频率的依赖关系可以用幂函数精确拟合．分数阶导数模型可以较好地描述上述幂律特

征．下面通过分析反常扩散方程解的渐近性质，说明分数阶导数力学模型的幂律特征．方程（１）
是典型的分数阶导数扩散模型：

　 　 ∂βｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔβ

＝ Ｄα，β
∂αｕ（ｘ，ｔ）
∂ ｘ α ，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ｒ， α ∈ （１，２）， β ∈ （０，１） ． （１）

当 α→２和 β→１时，方程即为标准扩散方程；ｕ可以是场函数，如浓度、温度、密度，也可以是概

率密度函数； Ｄ 为扩散系数．方程（１） 基本解 ｕ∗ 的特征函数为

　 　 ｕ（ｋ，ｔ） ＝ Ｆ { ｕ∗（ｘ，ｔ） } ＝ Ｅα（ － Ｄα，β ｋ α ｔβ），
其中 Ｆ {·} 为空间 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，ｋ 为频率域变量，Ｅα（·） 为 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数．当 ｔ → ０ 时，特
征函数 ｕ（ｋ，ｔ） 为扩展指数函数（对应扩展 Ｇａｕｓｓ分布），即 ｕ（ｋ，ｔ） ~ｅｘｐ（ － ｃ１ ｔβ），ｃ１ 为与 ｔ无关

的非负数［６］；当 ｔ → ∞ 时，特征函数为幂函数，即 ｕ（ｋ，ｔ） ~ｃ２ ｔ
－ β，ｃ２ 为与 ｔ 无关的非负数［６⁃７］ ．此

外，方程（１） 的基本解 ｕ∗ 满足渐近关系［８］：
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　 　 ｕ∗（ｘ，ｔ） ～
ｃ３ ｔβ

ｘ α＋１，　 　 ｘ ２ ≫ ｔ２β ／ α， （２）

其中 ｃ３ 与 ｘ和 ｔ无关．若将 ｕ∗（ｘ，ｔ） 看成是某个粒子（例如地下水中的污染物［１］、半导体或电介

质中的载流子［５］） 在复杂介质中随机运动的概率密度函数，即在时刻 ｔ 发现粒子在位置 ｘ 的概

率，则该概率分布服从幂律分布．需指出，标准扩散（α → ２，β → １） 的概率密度函数满足 Ｇａｕｓｓ
分布［９］：

　 　 ｕ∗（ｘ，ｔ） ＝ １
４πＤ２，１ ｔ

ｅｘｐ
－ ｘ ２

４Ｄ２，１ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ～ ０，　 　 ｘ ２ ≫ ｔ ． （３）

比较式（２）和（３）可知， 对于固定时刻 ｔ， 当 ｘ →∞ 时， 分数阶扩散模型预测的粒子随机运动

的概率密度以幂函数 １ ／ ｘ α ＋１ 的速度衰减至 ０， 其衰减到 ０ 的速度要远远小于标准扩散

ｅｘｐ（ － ｘ ２） 的指数衰减情形．除了分数阶导数扩散模型的解具有幂律分布特征，分形导数扩

散模型的解也具有该特征．Ｃｈｅｎ（陈文）等［１０⁃１１］基于由整数维时空 （ｘ，ｔ） 到分形时空（ｘα，ｔβ） 的

尺度变换，提出了分形导数 ∂ ／ ∂ｘα 和 ∂ ／ ∂ｔβ 的定义．相应的分形导数反常扩散方程模型

　 　 ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔβ

＝ ∂
∂ｘα ／ ２

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘα ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （４）

的解对应扩展 Ｇａｕｓｓ 分布．
分数阶算子是传统算子的微积分阶数在相邻整数值之间的插值．表达式（５）给出了分数阶

微分算子的阶数插值性质（分数阶积分算子有类似的插值性质）：

　 　

时间算子：

　 　 ｄ０

ｄｔ０
≺ ｄβ

ｄｔβ
≺ ｄ１

ｄｔ１
，　 　 ［ ｓ０ ≺ ｓβ ≺ ｓ１］， ０ ＜ β ＜ １，

左空间算子：

　 　 ｄ１

ｄｘ１ ≺ ｄα

ｄｘα ≺ ｄ２

ｄｘ２，　 　 ［（ｉｋ） １ ≺ （ｉｋ） α ≺ （ｉｋ） ２］， １ ＜ α ＜ ２，

右空间算子：

　 　 ｄ１

ｄ （ － ｘ） １ ≺ ｄα

ｄ （ － ｘ） α ≺ ｄ２

ｄ （ － ｘ） ２，

［（ － ｉｋ） １ ≺ （ － ｉｋ） α ≺ （ － ｉｋ） ２］，
Ｒｉｅｓｚ 空间算子：

　 　 ０ ≺ ｄα

ｄ ｘ α ≺ ｄ２

ｄｘ２，　 　 ［０ ≺－ ｋ α ≺－ ｋ２］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５）

式（５）中方括号内的式子表示 Ｆｏｕｒｉｅｒ 或 Ｌａｐｌａｃｅ 频率域上的幂指数插值， ｓ和 ｋ 分别为 Ｌａｐｌａｃｅ
和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换频域变量， ｓ和 ｋ 不妨取为实数，ｉ 为虚单位； Ａ≺ Ｂ≺ Ｃ表示 Ｂ的分数阶导数的

阶数或频域变量的幂指数在 Ａ和Ｃ 之间的插值；算子阶数 α 和 β 的取值范围与扩散模型（１）保
持一致．

分数阶算子可以由幂函数与算子作用函数的卷积来定义．定义幂函数：

　 　 Φγ

ｔγ －１

Γ（γ）
， γ ∈ Ｒ， ｔ ≥ ０，

０， ｔ ＜ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（６）
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则分数阶导数算子可定义为［１２］

　 　

时间算子：

　 　 ｄβ ｆ（ ｔ）
ｄｔβ

＝ Φ －β（ ｔ）∗ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（ － β） ∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） －β －１ ｆ（τ）ｄτ，

左空间算子：

　 　 ｄα ｆ（ｘ）
ｄｘα

＝ Φ －α（ｘ）∗ｆ（ｘ） ＝ １
Γ（ － α） ∫

ｘ

－∞
（ｘ － ξ） －α－１ ｆ（ξ）ｄξ，

右空间算子：

　 　 ｄα ｆ（ｘ）
ｄ （ － ｘ） α

＝ Φ －α（ － ｘ）∗ｆ（ｘ） ＝ １
Γ（ － α） ∫

＋∞

ｘ
（ － ｘ ＋ ξ） －α－１ ｆ（ξ）ｄξ，

Ｒｉｅｓｚ 空间算子：

　 　 ｄα ｆ（ｘ）
ｄ ｘ α

＝ － １
２ｃｏｓ（απ ／ ２）

ｄα

ｄｘα
＋ ｄα

ｄ（ － ｘ） α
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｆ（ｘ） ＝

　 　 　 　 － １
２ｃｏｓ（απ ／ ２）Γ（ － α） ∫

＋∞

－∞
ｘ － ξ －α－１ ｆ（ξ）ｄξ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（７）

式（７）中，运算符∗表示卷积，Γ（·）为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｇａｍｍａ（欧拉⁃伽马）函数．这里的算子阶数 α 和 β
可以是任意实数，甚至是复数［１３］ ．当阶数 α 或 β 为负数时，表示积分算子．例如，当 β ＜ ０ 时，
ｄβ ／ ｄｔβ 为时间分数阶积分算子，当 α ＜ ０时， ｄα ／ ｄ ｘ α 为 Ｒｉｅｓｚ 势算子．由于卷积核 Φ － γ（·） 在

γ ＞ ０ 时非绝对可积，计算分数阶导数时需要进行正则化．可以利用分部积分或者卷积核的拆

分来实现正则化［１２］ ．不同的正则化方法引出不同形式的分数阶导数定义，如 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ
和 Ｃａｐｕｔｏ 定义［１２］ ．在本文中，我们不区分分数阶导数的具体定义，统一记为式（７）中的 ｄα ／ ｄｘα

或 ｄβ ／ ｄｔβ 的形式．由式（６）和（７）知，分数阶微积分运算可以看成幂函数和算子作用函数的卷

积，因而具备幂律分布特征（幂函数），全局相关性（空间卷积），以及记忆性或历史依赖性（时
间卷积）．

１　 反常扩散的分数阶导数模型

粒子的反常扩散或非 Ｆｉｃｋ 扩散现象已被发现于裂隙多孔介质［１，１４⁃１５］、生物组织［２⁃３，７］、湍
流［１６］、非晶半导体［５］、无序电介质［４⁃５］、甚至是生态或社会系统［１７］ 等复杂介质．近 ２０ 年来，反
常扩散的研究在物理学［１８⁃１９］、水力学［２０］、生物力学［２１⁃２３］、经典力学［２４⁃２５］ 等领域取得了显著进

展．反常扩散的早期研究见综述文献［９］．反常扩散数学力学建模的两大典型方法是扩散方程

模型和连续时间随机游走模型；前者是大量粒子统计平均后的宏观唯象模型，后者是粒子随机

运动的微观统计模型；利用后者，我们可以给出前者模型参数的物理解释．大量试验表明，复杂

介质中粒子扩散的均方位移 〈ｘ２（ ｔ）〉 与时间 ｔ 之间满足幂函数关系：

　 　 〈ｘ２（ ｔ）〉 ＝ ∫＋∞

－∞
ｘ２ｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ ～ ｔμ， （８）

式中， ｕ（ｘ，ｔ） 为粒子随机运动的概率密度函数， μ 为输运指数．当 μ ＝ ０ 时，粒子处于局部化状

态；０ ＜ μ ＜ １ 时，粒子做慢扩散或次扩散（分数阶 Ｂｒｏｗｎｉａｎ（布朗）运动）； μ ＝ １ 时，做标准扩

散（Ｂｒｏｗｎｉａｎ 运动）； １ ＜ μ ＜ ２ 时，做快扩散或超扩散（Ｌｅｖｙ 飞行或行走）； μ ＝ ２ 时，做弹道扩

散； μ ＝ ３ 时，做湍流扩散［２６］ ．
输运指数 μ 往往与介质的几何或物理力学性质有关．文献［２７］ 给出关系式 μ ＝ ２ ／ ｚ，其中，
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当 １ ＜ ｚ ＜ ２ 时，ｚ 表示粒子 Ｌｅｖｙ 飞行轨迹的分形拓扑维数［２８］，可描述含优先流通道的裂隙多

孔岩层中的超扩散现象；而当 ｚ ＞ ２时，ｚ表征介质的动力分形维数［１４］，可描述将裂隙多孔岩层

看成分形介质时的次扩散现象，ｚ ＞ ２ 对应的扩散方程为变扩散系数的时间分数阶导数扩散方

程［１４］ ．另一个重要的关系式［８］为 〈ｘ２（ ｔ）〉 ｔｒ ~ｔμ ＝ ｔ２β ／ α，下标 ｔｒ 表示截断的均方位移， α和 β 分别

是分数阶扩散方程（１） 中的空间和时间分数阶导数阶数：１ ＜ α ≤２，０ ＜ β ≤１．该关系式对应

分数阶扩散模型（１）．由模型参数的范围知，分数阶扩散模型（１）可描述次扩散、标准扩散和超

扩散现象．从唯象的角度看， α 对应介质的复杂程度，如各向异性程度［２］；β 对应介质的松弛或

弛豫特征［２９］ ．
利用连续时间随机游走模型，可以从统计角度解释参数 α 和 β ［９］ ．考察在数轴上向左或向

右随机跳跃的某个粒子，跳跃的步长为 ｄｘ，满足的概率密度函数为 λ（ｘ），相邻两次跳跃的时

间间隔为 ｄｔ，满足的概率密度函数为ψ（ ｔ） ．当λ（ｘ） 和ψ（ ｔ） 取不同的概率分布时，可以得到不

同的粒子运动概率密度 ｕ（ｘ，ｔ），即 ｔ时刻在 ｘ位置发现粒子的概率．当ψ 取 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 分布

（指数分布），λ 取 Ｇａｕｓｓ 分布（指数分布）时，得到的 ｕ 满足 Ｇａｕｓｓ 分布（３）；当 ψ（ ｔ） ~ｔ －１－ β（ ｔ→
∞），λ（ｘ） ~ ｘ －１－ α（ ｘ → ∞） 均满足幂律分布时，ｕ 满足幂律分布（２）；当 ψ 满足 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分

布，λ（ｘ） 满足幂律分布时，ｕ 满足 Ｌｅｖｙ 稳定分布．在试验研究中，需要通过数据拟合确定分数

阶扩散模型的参数．文献［３０］利用旋转环形水箱模拟二维层流中示踪粒子的“混沌对流”，并
用自动数字成像技术记录粒子的运动轨迹．图 １ 给出了 ３ 个粒子在相同试验环境下的运动轨

迹．三角形为粒子运动的起点，圆形为终点．粒子的运动有两种状态：陷入旋转的涡流（对应随

机行走模型的等待时间 ｄｔ） 和沿水箱的环向大幅喷射（对应模型的跳跃步长 ｄｘ，这里为角位

移） ．试验数据拟合结果表明，〈ｘ２（ ｔ）〉 ~ｔμ 的输运指数μ ＝ １．６５ ±０．１５，呈现超扩散现象；进一步

拟合跳跃步长和等待时间的概率分布，得到 α ＝ １．３ ± ０．２，β ＝ ０．６ ± ０．３．图 １（ｂ）中的粒子大部

分时间陷入一个涡流中，并且无规律地摆动，这是流体混沌对流的缘故．

图 １　 利用旋转环形水箱模拟二维层流中示踪粒子的混沌对流现象（该图摘自文献［３０］）
Ｆｉｇ． １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｈａｏｔｉｃ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐａｓｓｉｖｅ ｔｒａｃｅｒ ｉｎ ２Ｄ ｌａｍｉｎａｒ

ｆｌｏｗ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｉｎ ａ ｒｏｔａｔｉｎｇ ａｎｎｕｌａｒ ｔａｎｋ［３０］

由于模型参数少且参数的物理意义清晰等优点，分数阶反常扩散模型已引起广泛关注．对
于非均匀、各向异性、多相的复杂介质，标准扩散方程的梯度律受到了挑战．通过推广这些梯度

律，并结合质量守恒方程，不同领域的学者得到了形式相近的分数阶反常动力方程．表 １ 给出

了不同领域中的分数阶梯度律．其中，将通量 ｑ２ 代入质量守恒方程 ∂Ｃ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＋ ∂ｑ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ ＝
０，并令 ｃ５ ＝ ０，ｃ６ ＝ １，可得分数阶扩散模型（１） ．一般来说，含时间分数阶导数项 ∂β ／ ∂ｔβ 的梯度

律对应次扩散；含空间导数项 ∂α ／ ∂ｘα 的对应超扩散；两者兼有时，则要看输运指数 μ ＝ ２β ／ α 与

１ 的比较．由通量表达式 ｑ１ 至 ｑ４ 可以看出，通量和场函数梯度原先的局部关系由于分数阶算子
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的引入而变得非局部化，且具有记忆性．
表 １　 传统梯度律的分数阶推广 （ｃｉ 为非负常数， ０ ＜ β ＜ １， １ ＜ α ＜ ２）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｌａｗｓ

（ｃｉ ｄｅｎｏｔｅｓ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ａｎｄ ０ ＜ β ＜ １， １ ＜ α ＜ ２）

ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｌａｗ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

Ｆｉｃｋ’ｓ ／ Ｄａｒｃｙ’ｓ ｌａｗ

ｑ（ｘ，ｔ） ＝ － Ｄ
∂Ｃ（ｘ，ｔ）

∂ｘ

ｃ１ ＋ ｃ２
∂β１

∂ｔβ１( ) ｑ１ ＝ － ｃ３ ＋ ｃ４
∂β２

∂ｔβ２( ) ∂Ｃ
∂ｘ

ｓｅｅｐａｇｅ ｉｎ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ［１４，３１⁃３２］ ，

ｎｅｕｔｒｏｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ｎｕｃｌｅａｒ ｒｅａｃｔｏｒｓ［３３］ ，

ｃｈａｒｇｅ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ［４］

ｑ２ ＝ － ｃ５
∂Ｃ
∂ｘ

－ ｃ６
∂１－β

∂ｔ１－β
∂α －１Ｃ

∂ ｘ α －１

ｃｏｎｔａｍｉｎａｎｔ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ｇｒｏｕｎｄｗａｔｅｒ［３４⁃３５］ ，

ｗａｔｅｒ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ｔｉｓｓｕｅ［２⁃３，７］

Ｆｏｕｒｉｅｒ’ｓ ｌａｗ

ｑ（ｘ，ｔ） ＝ － Ｄ
∂Ｔ（ｘ，ｔ）

∂ｘ

ｑ３ ＝ － ｃ７
∂１－β

∂ｔ１－β
∂Ｔ
∂ｘ

ａｎｏｍａｌｏｕｓ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ，

ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［３６⁃３７］

ｑ４ ＝ － ｃ８
∂Ｔ
∂ｘ

－ ｃ９
∂１－βＴ

∂ ｘ １－β

ｎｏｎｌｏｃａｌ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ［３８⁃３９］ ，

ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ［４０］

Ｈｏｏｋｅ’ｓ ｌａｗ

σ（ｘ，ｔ） ＝ Ｅ
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
σ ＝ － ｃ１０

∂ｕ
∂ｘ

－ ｃ１１
∂１－β ｕ

∂ ｘ １－β ｎｏｎｌｏｃａｌ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［４１⁃４２］

　 　 文献［４３］给出了在特定试验观测尺度下，裂隙多孔介质（如地下含水层）中通量和梯度场

之间非局部关系的一个解释：若介质中流体的速度场是不确定的，且速度相关的尺度要比观测

尺度明显大得多，则在观测尺度内可能会出现通量对浓度梯度的非局部依赖．
在地下水溶质运移方面，Ｂｅｎｓｏｎ［４４］在其博士论文中首次提出一维分数阶对流⁃弥散方程模

型，并通过沙箱和含水层渗流试验［３４］，说明分数阶模型预测的溶质穿透曲线具有明显的“拖
尾”或“厚尾”现象．相比于“薄尾”的标准对流⁃弥散模型，分数阶模型可以更好地拟合时刻 ｔ 很
小和很大时的浓度数据．Ｎａｖａｎｅｅｔｈａｋｒｉｓｈｎａｎ［４５］在其博士论文中进一步考虑城市溪流或河流主

干道与围绕河床的多孔介质暂时存储区域间的质量交换及尺度弥散，发展了分数阶弥散暂时

存储（ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔｏｒａｇｅ）模型；模型预测结果与美国 Ｇｒａｎｄ 河以及 Ｒｅｄ Ｃｅｄａｒ 河的观测数据接近．
Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ 等［４６］将 Ｂｅｎｓｏｎ 的分数阶对流⁃弥散模型推广至三维空间．该三维方程模型可以预

测粒子的任何 Ｌｅｖｙ 飞行．随后，Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ 等［４７⁃４８］ 进一步用尺度张量替换三维模型中空间分

数阶弥散项的分数阶阶数，得到刻画粒子沿不同方向做不同尺度弥散的三维多尺度分数阶对

流⁃弥散模型．Ｂｅｎｓｏｎ 等［４９］建立了裂隙岩层（如油库、水库周围的岩层）的径向空间分数阶弥散

模型．这项工作类似 Ｐａｒｋ 等［１４］之前的工作，区别在于前者利用空间分数阶算子，后者利用时间

分数阶算子．Ｓｕｎ（孙洪广）等［５０］将 Ｓａｍｋｏ 等［１３］ 提出的可变阶数分数阶导数引入扩散模型，并
提出了考虑复杂介质内部随机扰动的随机阶的分数阶扩散模型［５１］ ．Ｆｏｍｉｎ 等［１５］ 从微观⁃介观⁃
宏观不同尺度建立了耦合的裂隙多孔岩层的时间分数阶弥散模型．Ｃｈｅｎ 等［５２］建立了河底沉积

物竖直弥散的空间分数阶导数模型．Ｓｕｎ 等［１］ 注意到地下水溶质运移存在扩散状态的转换现

象，如由次扩散转换为标准扩散，在 Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ 等提出的三维多尺度分数阶对流⁃弥散模型的

基础上，引入了可变阶时间和空间分数阶导数，得到了三维可变阶多尺度分数阶对流⁃弥散模

型，模型预测结果与试验观测数据较为吻合．
生物力学方面，Ｍａｇｉｎ 综述了分数阶算子在生物工程中的典型应用［２１⁃２３］ ．Ｍａｇｉｎ 等［２］ 首次

提出时间⁃空间分数阶 Ｂｌｏｃｈ⁃Ｔｏｒｒｅｙ 方程模型，并利用空间分数阶模型的扩展指数形式的精确
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解拟合了交联葡聚糖胶体、人体关节软骨和人脑中水分扩散的磁共振扩散加权数据．值得一提

的是，空间分数阶模型（阶数介于 １ 到 ２ 之间）一般用来描述粒子的超扩散现象，但文中却指

出：该模型较好地描述了生物组织中水分的次扩散现象．这个矛盾可能来源于模型中采用的空

间分数阶算子的形式．Ｍａｇｉｎ 等选择的并不是模型（１）中的 Ｒｉｅｓｚ 空间算子 ∂α ／ ∂ ｘ α，而是次序

空间算子（∂α ／ ２ ／ ∂ ｘ α ／ ２）（∂α ／ ２ ／ ∂ ｘ α ／ ２） ．由于分数阶算子的复合并不满足结合律［５３］，故次序

算子和 Ｒｉｅｓｚ 算子并不等价．基于磁共振扩散加权成像，Ｍａｇｉｎ 等［７］进一步利用模型（１）基本解

的特征函数 ｕ（ｋ，ｔ） 拟合了老鼠大脑中水分扩散的试验数据，得到了空间分数阶阶数 α 和时间

分数阶阶数 β 的具体数值．例如，对于固定的有效扩散时间，老鼠大脑白质对应的空间阶数 α ＝
１．１５ ± ０．１３，时间阶数 β ＝ ０．４２ ± ０．０４．

热力学方面，Ｐｏｖｓｔｅｎｋｏ［３６⁃３７］发展了时间分数阶反常热传导和热弹性模型．Ｂｏｂａｒｕ 等［４０］ 针

对几何不连续介质，提出了非局部热传导的近场动力形式． Ｚｉｎｇａｌｅｓ 等［３８⁃３９］ 类比 Ｅｒｉｎｇｅｎ
等［５４⁃５５］提出的非局部弹性模型，假设介质中存在与距离成反幂律衰减的长程热量输运，建立

了空间分数阶非局部热传导模型．
不仅仅局限于上述的水力学、生物力学、热力学方面，分数阶导数反常扩散建模也涉及无

序电介质、非晶半导体、生态社会系统、宇宙射线、动力系统等研究对象，相关研究请参考文献

［５，５６⁃５７］．相比于描述复杂介质的整数阶扩散模型，分数阶模型往往形式简单，参数少且参数

的物理意义明确，以及可以刻画中间过程［５８］ ．从统计或数据拟合的角度看，分数阶导数模型对

应着幂律分布，而整数阶模型对应着指数型分布或 Ｇａｕｓｓ 分布．

２　 反常扩散的分形导数模型

自从 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ 教授提出了分形的概念并认为自然界和工程中分形结构大量存在，许多

复杂介质如土壤、地下含水层、裂隙岩体等都被证明具有分形结构［５９］ ．经典的物理定律如 Ｆｉｃｋ
定律和 Ｄａｒｃｙ 定律成立的均匀介质假设在分形介质中不成立，因此需要引入新的物理理论来

解决这类问题．基于尺度变换的分形导数扩散模型被认为是模拟分形结构中反常扩散或耗散

过程的理想工具之一．其基本思想是在分形结构中，基本物理量（空间和时间）的度量应转变为

ｘ′ ＝ ｘα，ｔ′ ＝ ｔβ，速度 ｖ′ ＝ ｄｘα ／ ｄｔβ，其中幂指数α和 β 由分形结构的类型和维数决定，在上述度量

空间上再运用经典的物理定律建立物理模型［１０，６０］ ．分形导数反常扩散控制方程模型如式（４）
所示．方程模型中 α ∈（０，２），β ∈（０，１） ．该方程的解对应于扩展 Ｇａｕｓｓ 统计分布，这与大量的

溶质扩散和分数 Ｂｒｏｗｎｉａｎ 运动的实验观测结果是吻合的．
１９９８ 年 Ｋａｎｎｏ 首次提出了基于分形时空（时间和空间）分析分形结构中反常扩散过程的

思路，并通过分形结构中粒子随机运动模拟结果验证了该理论的合理性［６０］ ．２００５ 年，Ｃｈｅｎ 提

出了分形导数的概念，推导得到了能量、频率、动量和波数之间的分数阶量子力学关系，并引出

了分数阶 Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ（薛定谔）方程［１０］ ．Ｃｈｅｎ 等更进一步分析了分形导数和分数阶导数在刻画

反常扩散中的异同［１１］ ．虽然两种模型都能够描述反常扩散的非 Ｇａｕｓｓ 分布现象，但分形导数对

应于反常扩散的扩展指数衰减现象，分数阶导数对应于幂率拖尾现象［６１］ ．湍流中粒子运动轨

迹的统计分布具有明显的扩展 Ｇａｕｓｓ 分布特征，经典的湍流理论难以解释，分形导数扩散模型

为研究此类问题提供了新的突破口［６１⁃６２］ ．人体磁共振成像研究也涉及到反常扩散过程，研究发

现人体组织中的反常扩散符合扩展 Ｇａｕｓｓ 分布特征，因此分形导数扩散模型或许能够更好地

模拟和解释［２］ ．同时，Ｂａｌａｎｋｉｎ 和 Ｅｌｉｚａｒｒａｒａｚ 的研究结果也表明分形导数能够准确地刻画多孔

介质中液体的分形流动，新模型比含有时间或空间依赖渗透系数的 Ｄａｒｃｙ 定律更能方便地应
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用于石油工程中涉及到的流动过程模拟［６３］ ．
Ｓｕｎ 等［６４］也发现分数阶导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程模型虽然比经典模型能够更准确地刻画非饱

和介质中的水分扩散现象，但仍不能很好地解释非饱和介质中水分扩散过程的尺度效应，越来

越多的室内和野外观测数据显示经典模型对应的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 尺度律不成立．表 ２ 给出了不同类

型介质对应的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 尺度律指标［６４］ ．为此，Ｓｕｎ 等［６４］建立了分形导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程模型：

　 　 ∂θ（ｘ，ｔ）
∂ｔα

＝ ∂
∂ｘ

Ｄ（θ） ∂θ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）

上式中 Ｄ（θ） 等效于水分扩散系数，α 表示分形导数的阶数（或称为尺度变换指标）．该模型能

够准确描述非饱和介质中水分扩散过程，数值模拟结果与非 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 尺度律吻合．
表 ２　 不同类型介质对应的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 指标 （ｘ ＝ λ（θ） ｔα ／ ２）， 其中 θ 表示介质体积含水率［６４］

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｉｎｄｅｘｅｓ （ｘ ＝ λ（θ） ｔα ／ ２） ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｄｉａ ｗｈｅｒｅ θ ｉｓ ｔｈｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｏｉｓｔｕｒｅ ｃｏｎｔｅｎｔ［６４］

ｄａｔａ ｓｏｕｒｃｅ ｔｙｐｅ ｏｆ ｍｅｄｉａ α ／ ２

Ｎｉｅｌｓｅｎ ｅｔ ａｌ． （１９６２） Ｈｅｓｐｅｒｉａ ｓａｎｄｙ ｌｏａｍ ｗｅｔ ａｔ －１００ ｍｂ ０．３４４

Ｎｉｅｌｓｅｎ ｅｔ ａｌ． （１９６２） Ｈｅｓｐｅｒｉａ ｓａｎｄｙ ｌｏａｍ ａｔ －５０ ｍｂ ０．３８４

Ｎｉｅｌｓｅｎ ｅｔ ａｌ． （１９６２） Ｃｏｌｕｍｂｉａ ｓｉｌｔ ｌｏａｍ ｗｅｔ ａｔ －１００ ｍｂ ０．４２５

Ｅｌ Ａｂｄ， Ｍｉｌｃｚａｒｅｋ （２００４） ｗｈｉｔｅ ｓｉｌｉｃｅｏｕｓ ｂｒｉｃｋ （ｓｉｌ ＃１） ０．４３０

Ｒａｗｌｉｎｓ， Ｇａｒｄｎｅｒ （１９６３） Ｓａｌｋｕｍ ｓｉｌｔｙ ｃｌａｙ ｌｏａｍ， ｑ ＝ ０．５１ ０．４３９

Ｆｅｒｇｕｓｏｎ， Ｇａｒｄｎｅｒ （１９６３） Ｓａｌｋｕｍ ｓｉｌｔｙ ｃｌａｙ ｌｏａｍ ０．４５５

Ｒａｗｌｉｎｓ，Ｇａｒｄｎｅｒ （１９６３） Ｓａｌｋｕｍ ｓｉｌｔｙ ｃｌａｙ ｌｏａｍ， ｑ ＝ ０．０５ ０．４６１

Ｋｕｎｔｚ， Ｌａｖａｌｌéｅ （２００１） ｆｉｒｅｄ⁃ｃｌａｙ ｂｒｉｃｋ ０．５８０

Ｋｕｎｔｚ， Ｌａｖａｌｌéｅ （２００１） Ｌéｐｉｎｅ ｌｉｍｅｓｔｏｎｅ ０．６１０

Ｅｌ Ａｂｄ， Ｍｉｌｃｚａｒｅｋ （２００４） ｆｉｒｅｄ⁃ｃｌａｙ ｂｒｉｃｋ （ｃｌａｙ ＃１） ０．６２０

３　 粘弹性行为的分数阶导数模型

聚合物、聚合物溶液、高温下的金属、非晶材料（ａｍｏｒｐｈｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌｓ）的力学行为具有明显

的粘弹性特征［６５］ ．１９５３ 年，Ｒｏｕｓｅ［６６］在研究稀释聚合物溶液的力学性质时，将聚合物看成浸入

粘性流体中的由珠子（单体）和将其彼此连接的弹簧组成的链．单体受到溶剂分子施加的涨落

变化力的作用．若单体受到恒定力的作用，则该单体随机运动的均方位移满足 〈ｘ２（ ｔ）〉 ~

ｔ１ ／ ２［１９，６６］ ．Ｒｏｕｓｅ 同时给出了聚合物溶液的应力⁃应变关系（由 Ｆｅｒｒｙ 等［６７］将之推广到聚合物）：

　 　 τ（ ｔ） ＝ （３μρＲＴ ／ （２Ｍ）） １ ／ ２ ｄ１ ／ ２γ（ ｔ）
ｄｔ１ ／ ２

， （１０）

其中， τ 为剪应力，γ 为剪应变，μ 是稳态流粘度，Ｔ是绝对温度，ρ 为密度，Ｒ为理想气体常数，Ｍ
为分子质量．关系式（１０）给出了用分数阶算子表示的粘弹性本构关系．Ｂａｇｌｅｙ 等［６８］利用分数阶

Ｋｅｌｖｉｎ 粘弹性模型拟合了丁基 Ｂ２５２ 橡胶的动态模量曲线，得到的分数阶阶数也是 １ ／ ２，与
Ｒｏｕｓｅ 的结果（１０）中的阶数完全相同．因此，他们认为 Ｒｏｕｓｅ 的粘弹性介质分子理论在一定程

度上使分数阶粘弹性本构模型摆脱了唯象模型的尴尬．此外，粘弹性材料在常荷载作用下往往

发生材料内部原子和分子的扩散［６５］，从 Ｒｏｕｓｅ 的研究结果可以看出分数阶粘弹性本构与粒子

的次扩散行为是有关系的．
分数阶粘弹性对应的基本单元是弹壶元件：

　 　 σ（ ｔ） ＝ Ｅτ γ ｄγε（ ｔ）
ｄｔγ

，　 　 ０ ≤ γ ≤ １． （１１）

４２１１ 庞　 国　 飞　 　 　 陈　 　 文　 　 　 张　 晓　 棣　 　 　 孙　 洪　 广



应力和应变满足时间分数阶导数关系．当 γ ＝ ０ 时，弹壶元件即为弹簧元件（Ｈｏｏｋｅ 定律 σ（ ｔ） ＝
Ｅε（ ｔ））；当 γ ＝ １ 时，弹壶元件即为粘壶元件（Ｎｅｗｔｏｎ 粘性 σ（ ｔ） ＝ ηｄε（ ｔ） ／ ｄｔ，η ＝ Ｅτ）， 见图 ２．
一个弹壶等价于无穷多个弹簧和粘壶串并联而成的复杂网络，如梯子形、树形和分形网络［２２］ ．
图 ３ 为典型的梯子形网络［６９］，若第 ｋ层弹簧刚度满足Ｅｋ ＝ （Ｅ０Γ（γ）ｋ１－２ γ） ／ （２Γ（１ － γ）），粘壶

粘度满足 η ｋ ＝ （２η ０Γ（γ）ｋ１－２ γ） ／ Γ（１ － γ），则梯子形网络等价于 γ ＝ １ ／ ２ 时的弹壶（式（１１））．
由此可见，与传统模型相比，分数阶模型的优点之一是可以用较少的模型参数达到与传统模型

相当的数据拟合效果．将弹壶与弹壶（或弹簧、粘壶）进行不同形式的串并联即可得到不同的分

数阶粘弹性本构．较典型的模型［６，１２］为分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型（弹壶和弹簧并联）、分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃
Ｖｏｉｇｔ 模型（弹壶和弹簧串联）和分数阶 Ｚｅｎｅｒ 模型（弹簧和分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型串联）．例
如，分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 本构关系为

　 　 τ（ ｔ） ＝ Ｇ０ １ ＋ ｃ ｄｑ

ｄｔｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ γ（ ｔ），　 　 ０ ＜ ｑ ＜ １， （１２）

其中 τ，γ 分别为剪应力和剪应变，Ｇ０ 为剪切模量，ｃ 为阻尼常数．Ｋｏｈ 等［７０］ 利用该模型拟合了

可做为建筑物抗震弹性支承的某类轻度硬化橡胶的损耗因子和剪切储能模量，并与传统 Ｋｅｌ⁃
ｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型（弹簧和粘壶并联）以及传统 Ｚｅｎｅｒ 模型（弹簧和传统 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型串联）的
拟合结果相比较，见图 ４（ＦＫＶ 为分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型，ＳＬＳ 为传统 Ｚｅｎｅｒ 模型，Ｋｅｌｖｉｎ 为传

统 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型，三角形和圆形为试验数据）．分数阶模型的数据拟合要比其他两种模型精

确很多．除了模型参数少，分数阶粘弹性模型的另一个优点是可以在宽频或者长时间区间内较

好地拟合试验数据．Ｓｃｈｉｅｓｓｅｌ 等［７１］利用分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型（两个弹壶串联）拟合了乙烯⁃丁烯

共聚物的储能模量和损失模量，见图 ５（方块和圆圈表示试验数据，线条表示分数阶 Ｍａｘｗｅｌｌ 模
型的拟合曲线）．由图可见，分数阶模型可以在［１０－２，１０４］跨 ６ 个数量级的频率范围内精确地

拟合试验数据．需指出，分数阶模型的松弛模量和蠕变柔量一般为幂函数［６，１２］ ．分数阶粘弹性本

构模型的进一步应用见文献［１２，７２⁃７６］．

图 ２　 弹簧、粘壶和弹壶［２２］ 图 ３　 由弹簧、粘壶串并联而成的梯子网络［２２，６９］

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ， ｄａｓｈｐｏｔ ａｎｄ Ａｂｅｌ ｄａｓｈｐｏｔ［２２］ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌａｄｄｅｒ ｎｅｔｗｏｒｋ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ

ｗｉｔｈ ｓｐｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｄａｓｈｐｏｔｓ［２２，６９］

分数阶粘弹性模型推广的是经典粘弹性本构中时间依赖的应力⁃应变关系；与之类似，分
数阶非局部弹性模型［４２，５４，７７］推广的是经典弹性本构中空间依赖的应力⁃应变关系．表 １ 的最后
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一行就是一种典型的分数阶非局部弹性关系，其中 ｕ 为轴向位移．与分数阶时间依赖的本构关

系相比，分数阶空间依赖的本构关系的发展较不成熟，缺乏典型应用和试验验证．

图 ４　 轻度硬化橡胶损耗因子和储能模量的试验数据拟合［７０］

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ ｌｉｇｈｔｌｙ ｖｕｌｃａｎｉｚｅｄ Ｈｅｖｅａ ｒｕｂｂｅｒ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ：

ｔｈｅ ｌｏｓｓ ｆａｃｔｏｒ （ ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｓｈｅａｒ ｓｔｏｒａｇｅ ｍｏｄｕｌｕｓ （ｒｉｇｈｔ） ［７０］

图 ５　 乙烯⁃丁烯共聚物储能模量 Ｇ′ 和损耗模量 Ｇ″ 的试验数据［７１］

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｄａｔａ ｏｆ ｓｔｏｒａｇｅ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｇ′ ａｎｄ ｌｏｓｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｇ″ ｏｆ ｔｈｅ ｅｔｈｅｎｅ⁃ｃｏ⁃１⁃ｂｕｔｅｎｅ ｃｏｐｏｌｙｍｅｒ［７１］

４　 复杂介质中声波频率依赖耗散行为的分数阶模型

复杂介质中的声波传播具有明显的幂律频率依赖耗散（或衰减）现象．假定一单位平面简

谐波 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘｐ［ｉ（ωｔ － ｋｘ）］，其中 ｕ为声压，ω 为声源角频率， ｋ ＝ ｋ（ω） ＝ ｍ（ω） － ｉｎ（ω） 为

频率依赖的复波数，ｉ 为虚单位．该平面波在复杂介质中传播了 Δｘ 后的 ｕ 为

　 　 ｕ（ｘ ＋ Δｘ，ｔ） ＝ ｅｘｐ［ － ｎ（ω）Δｘ］ｅｘｐ［ｉ（ωｔ － ｍ（ω）ｘ）］ ．
此时的波幅由起初的 １ 减弱至 ｅｘｐ［ － ｎ（ω）Δｘ］ ．可见 ｎ（ω） 表示波幅随距离 Δｘ 的衰减程度，
故称为衰减系数．ｍ（ω） 为频散系数，波传播的相速度 ｃｐ（ω） 可写成 ｃｐ（ω） ＝ ω ／ ｍ（ω） ．复杂介

质中的声波衰减系数满足如下幂律关系［７８⁃８０］：
　 　 ｎ（ω） ＝ ｎ０ ω ｙ，　 　 ０ ≤ ｙ ≤ ２， （１３）

式中， ｎ０ 和 ｙ为介质参数．水和大多数金属对应的幂指数 ｙ为 ０或 ２，地壳岩层（地震波） 对应的

ｙ ＝ １，生物组织、聚合物、裂隙多孔岩层等复杂介质对应的 ｙ 介于 ０ 和 ２ 之间．可以描述幂律频

率依赖衰减关系的声波方程一般可写成含衰减项的形式：
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　 　 ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

－ １
ｃ２０

∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ Ｃ ∂ｐ

∂ｔｐ
∂ｑ

∂ ｘ ｑ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｘ ∈ Ｒ； ｐ， ｑ ≥ ０． （１４）

上式等号左边的第 ３ 项为衰减项，刻画声波的能量耗散； Ｃ 为模型依赖的常数，ｃ０ 为零频率时

的相速度．将波函数 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘｐ［ｉ（ωｔ － ｋｘ）］ 代入方程（１４），并利用分数阶导数的性质

　 　 ∂ｐｅｘｐ（ｉωｔ） ／ ∂ｔｐ ＝ （ｉω） ｐｅｘｐ（ｉωｔ）， ∂ｑｅｘｐ（ｉｋｘ） ／ ∂ ｘ ｑ ＝ － ｋｑ ｅｘｐ（ｉｋｘ） ［１３］，
可得如下频域关系式：

　 　 ｋ２ － ω ２

ｃ２０
＋ Ｃ（ｉω） ｐｋｑ ＝ ０． （１５）

注意上式 ｋｑ 中 ｋ 的两边不含求模符号 · ，因为这里的 ｋ 为复数．通过上式解出复波数 ｋ（ω） ＝
ｍ（ω） － ｉｎ（ω） 与频率ω的关系，从而确定衰减系数 ｎ（ω） 的具体形式．调整参数 ｐ和 ｑ，以使解

出的 ｎ（ω） 满足唯象表达式（１３） ．当 ｐ ＝ １，ｑ ＝ ０时，式（１４） 为阻尼波方程［７８］，对应的 ｙ ＝ ０；当
ｐ ＝ １，ｑ ＝ ２时，式（１４） 为热粘性波方程［７８，８０］，当频率 ｎ０ ω ｙｃ０ 很小（低频近似） 时，该方程与 ｐ
＝ ３，ｑ ＝ ０ 时的方程具有相近的频域关系，对应的 ｙ ＝ ２［７８⁃７９］ ．

为了得到任意阶 （０ ≤ ｙ ≤ ２） 频率依赖的关系，１９６７ 年，Ｃａｐｕｔｏ［８１］令 ｐ ＝ ｙ － １（１ ＜ ｙ ＜
２），ｑ ＝ ２ 首次得到了时间分数阶声波耗散模型．Ｓｚａｂｏ［７８］给出卷积形式的衰减项，Ｃｈｅｎ 等［７９］将

之写成时间分数阶导数的形式，即 ｐ ＝ ｙ ＋ １，ｑ ＝ ０．Ｃｈｅｎ 等［８０］同时引入了空间分数阶导数的衰

减项，即 ｐ ＝ １，ｑ ＝ ｙ ．Ｃａｐｕｔｏ，Ｓｚａｂｏ 和 Ｃｈｅｎ 的声波耗散模型均在低频近似的前提下才满足唯象

公式（１３）．最近，Ｈｏｌｍ 等［８２］提出了分数阶声波耗散建模的一种新视角．前面 ３ 种模型是人为地

选择 ｐ和 ｑ， 以使由频域关系式（１５）可以推导出唯象公式（１３），这种建模思路并未涉及介质的

本构方程．Ｈｏｌｍ 等认为，将分数阶粘弹性本构与运动方程、几何方程结合，可以直接得到形如

式（１４）的声波耗散方程，从而模型具有明确的物理意义．例如， 考察无限长粘弹性杆中的纵

波， 将分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型 σ ＝ Ｃ１（１ ＋ ｄｙ－１ ／ ｄｔｙ－１）ε（类似模型（１２）） 与运动方程 ｄσ ／ ｄｘ ＝
ρｄｔ２ｕ ／ ｄｔ２、几何方程 ε ＝ ｄｕ ／ ｄｘ结合，得到形如式（１４） 的时间分数阶导数声波耗散模型（ｐ ＝ ｙ －
１，ｑ ＝ ２） ．该模型（称为分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 声波耗散模型）与 Ｃａｐｕｔｏ 的模型完全相同，但是建

模思路却完全不同：前者基于粘弹性本构，而后者是人为选择参数 ｐ和 ｑ ．Ｈｏｌｍ 等进一步指出，
Ｃａｐｕｔｏ，Ｓｚａｂｏ 和 Ｃｈｅｎ 的唯象声波模型只是分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 声波模型的低频近似，前者虽

然适用于医学超声（低频声源）的数学建模［８３⁃８４］，但并不适用于剪切波弹性成像（高频声源）的
建模；Ｈｏｌｍ 等同时发展了比分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 模型更为广义的分数阶 Ｚｅｎｅｒ 声波耗散模

型［８２，８５］，该模型在低频、中频和高频范围内均满足幂律频率衰减关系式（１３）．
模型（１４）并不总能反映声波在介质中的频散现象，即相速度随角频率 ω 变化的现象．例

如 ｐ ＝ １，ｑ ＝ ｙ 情形对应的相速度 ｃｐ ＝ ｃ０， 不依赖于频率而变化．为保证模型能反映频散，Ｋｅｌｌｙ
等［８６］提出幂律频率依赖的频散系数 ｍ（ω）， 并通过频散方程的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换得到时间域上

的幂律声波耗散模型．该模型令方程（１４）中的 ｐ ＝ ｙ ＋ １，ｑ ＝ ０，并在等号左侧另外加入频散项

∂２ ｙ ／ ∂ｔ２ ｙ ．该模型满足 Ｋｒａｍｅｒｓ⁃Ｋｒｏｎｉｇ 关系或时间因果关系．Ｔｒｅｅｂｙ 等［８７］利用 Ｋｅｌｌｙ 等的频散方

程和 ｎ０ ω ｙｃ０ ≪１或 ｋ≈ ω ／ ｃ０ 的低频假设，得到了含空间分数阶导数的声波耗散模型．该模型

令方程（１４） 中的 ｐ ＝ １，ｑ ＝ ｙ，并在等号左侧另外加入频散项 ∂ ／ ∂ｔ（∂ｙ ＋１ ／ ∂ ｘ ｙ＋１ｕ） ．Ｈｏｌｍ 等［８２］

指出基于分数阶 Ｚｅｎｅｒ 粘弹性本构和低频假设，同样可以推导出上述的两个模型．

５　 结 束 语

与传统的整数阶导数力学模型相比，分数阶导数模型可以较好地描述复杂介质中的扩散

７２１１复杂介质中扩散和耗散行为的分数阶导数唯象建模



和耗散行为．对于反常扩散，传统模型不能很好地解释幂函数形式的试验观测结果，模型多采

用变系数或者非线性化处理，参数较多，且参数的物理意义不是很清晰；而分数阶模型能够用

较少的参数解释幂律现象，且参数可以通过随机游走模型这一统计力学工具来解释，物理意义

较清晰．对于复杂粘弹性材料的本构建模，传统模型需要利用较多的参数在宽频或长时间范围

内拟合试验数据，模型复杂；而分数阶模型仅需较少的参数就可以达到相同甚至更好的拟合效

果．对于复杂介质中声波耗散行为的数学力学建模，传统模型往往形式复杂，且含有试验难以

测量的参数，例如多松弛模型中每种分子松弛过程对应的体积模量和松弛时间；而分数阶模型

仅含有 ｎ０ 和 ｙ 两个需要试验数据拟合的参数（见式（１３）），模型的表达式要简单得多．
分数阶算子具有幂律分布特征和卷积性质，可以描述幂律特征、非局部的空间关系和历史

依赖的时间关系．分数阶算子能够刻画相邻整数阶算子间的中间状态，如 Ｒｏｕｓｅ 粘弹本构关系

（１０）中的 １ ／ ２ 阶导数，以及标准热传导模型中表面热流和表面温度间的 １ ／ ２ 阶导数关

系［２３，５３］ ．由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 和 Ｌａｐｌａｃｅ 频域中的幂函数形式，分数阶算子还可以刻画物理量对频率的

幂律依赖关系，如声波衰减关系（１３）以及电介质导电率的幂律频率依赖［４］ ．分数阶算子的阶

数一般表征介质的结构复杂程度和弛豫特征．
分数阶算子力学模型是典型的唯象模型，分数阶算子的阶数一般由试验数据拟合得到．例

如，在反常扩散模型中，分数阶导数和分形导数阶数由粒子的均方位移试验数据拟合得到；在
粘弹性本构中，分数阶导数阶数是由材料的松弛模量、蠕变柔量、储能模量或损失模量试验数

据拟合得到；在声波耗散模型中，分数阶导数阶数由声波幂律吸收经验公式（１３）拟合试验数

据得到．另一方面，分数阶算子的阶数似乎可以与介质的分形维数联系起来［８８⁃８９］ ．Ｔａｒａｓｏｖ［９０］ 利

用分形介质质量维数的概念给出了分形集 Ｗ 上的积分和分数阶积分的关系：

　 　 ∫
Ｗ
ｆ（ ｘ － ｘ０ ）ｄμＢ ＝ ２πＤ／ ２Γ（Ｄ）

Γ（Ｄ ／ ２）
ｄ －Ｄ ｆ（ ｒ）
ｄ（ － ｒ） －Ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｒ ＝ ０
，　 　 ｘ ∈ Ｗ ⊆ Ｒｎ， ｘ０ ∈ Ｒｎ， （１６）

其中， ｆ定义在分形集Ｗ上，且关于点 ｘ０ 中心对称，μＢ 为计盒测度（ｂｏｘ⁃ｃｏｕｎｔｉｎｇ ｍｅａｓｕｒｅ），质量

维数 Ｄ （正实数）满足

　 　 Ｍ（Ｒ） ～ ＲＤ， （１７）
即半径为 Ｒ的球形区域中的介质质量Ｍ与半径 Ｒ之间有幂函数关系，幂指数即为质量维数Ｄ ．
由式（１６） 知，分形介质中某个量 ｆ 的积分可以表示成该量的分数阶积分．类似地，我们可以推

测，分形介质中某个量 ｆ 的微分可以表示成该量的分数阶导数［９１］ ．然而，实际的复杂介质并不

是理想的分形介质，无法直接利用式（１７）通过试验测定介质的质量维数；而且，定义在复杂介

质上的量 ｆ 也不一定关于某个点中心对称，故式（１６）也不一定成立．能否利用试验手段，通过

测量介质的分形维数来估计分数阶模型的分数阶参数，是一个值得思考的问题．
近 ２０ 年来，分数阶算子的应用与分析取得了长足发展．在国际上，以“分数阶算子”为主题

的大会、专题讨论会频繁举行；例如，从 ２００４ 年开始，每两年举办一次的 Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ（ＦＤＡ）国际大会．从 ２０１１ 至 ２０１４ 年，平均每年有 １０ 本关于“分数阶算子

应用与分析”的英文专著出版［９２］ ．分数阶应用与分析领域的顶级专刊《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｌｃｕｌｕｓ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ》的影响因子为 ２．２４５（２０１４），在 Ｊｏｕｒｎａｌ Ｃｉｔａｔｉｏｎ Ｒｅｐｏｒｔｓ 的“数学”类的 ３１０ 种

期刊中排名第 １１， “数学，应用”类的 ２５５ 种期刊中排名第 １２．
分数阶算子的应用与分析仍需要进一步地发展．在 ２０１４ 年 ＦＤＡ 大会的圆桌会议讨论中，

来自全球的二十余位知名学者阐述了分数阶研究领域的开放性问题和值得深入研究的方

向［９２］ ．例如，生物工程领域的专家 Ｍａｇｉｎ 指出，分数阶 Ｂｌｏｃｈ⁃Ｔｏｒｒｙ 磁共振扩散加权模型在生物
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力学、生物医学中具有良好的应用前景．为了使分数阶模型能更好地揭示生物组织的结构复杂

程度，Ｍａｇｉｎ 将与地下水溶质运移领域的分数阶建模专家 Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ 合作，尝试将分数阶向量

微积分和空间依赖的分数阶阶数引入现有的一维分数阶 Ｂｌｏｃｈ⁃Ｔｏｒｒｙ 模型中．
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