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摘要：　 近期，夏远梅等（重庆师范大学（自然科学版）， ２０１５， ３２（１）： １２⁃１５）利用 Δ 函数通过非线

性标量化方法研究了向量优化问题的 􀆠⁃ 真有效解并举例说明了主要结果．笔者指出：其定理 １ 是

Ｇａｏ 等（Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１１， ７（２）： ４８３⁃４９６）建立的定理 ４．６􀃠
的特例；其定理 ２ 的证明存在不足．通过研究一般的 （Ｃ， ε） ⁃ 真有效解的 Δ 函数非线性标量化，给
出了定理 ２ 的严谨证明．最后，在 􀆠⁃ 真有效解存在的情况下举例说明了主要结果．

关　 键　 词：　 向量优化；　 近似真有效解；　 Δ 函数；　 非线性标量化
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符　 号　 说　 明

ε ———实数；
􀆠———向量；
ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ———向量优化问题（ＶＰ）关于 Ｃ 的 ε⁃ 有效解集；
ＰＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ———向量优化问题（ＶＰ）关于 Ｃ 的 ε⁃ 真有效解集；
􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ———向量优化问题（ＶＰ）的 􀆠⁃ 真有效解集；
ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｙ）， θ） ———标量化问题 （Ｐｙ） 的 θ⁃ 解集；
ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｙ）， θ）——— 标量化问题（Ｐｙ） 的严格 θ⁃ 解集．

注 １　 参考文献［１］中用 􀆠表示实数，而本文使用 ε 表示实数，故我们在引用文献［１］ 时用的是 ε；参考文

献［２⁃３］ 中用 ε 表示向量，而本文是用 􀆠表示向量，故本文在引用文献［２⁃３］ 时用的是 􀆠 ．
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引　 　 言

向量优化问题是一类重要的规划问题，它在医学、工程以及生物学等方面有着广泛应用，
见文献［４⁃７］．标量化是向量优化重要的研究主题之一，它在数值计算和对偶等方面有着重要

的作用，见文献［８⁃１０］．标量化方法主要分为线性标量和非线性标量．在线性标量化方法的研

究中，凸集分离定理和与其等价的“择一定理”起着关键的作用．故通常要求问题的目标函数和

约束函数满足一定的（广义）凸性条件．由于大部分实际问题并不满足（广义）凸性条件假设，
因此许多学者开始寻求一些具有较好性质的非线性标量化函数，从而给出向量优化问题的非

线性标量化结果．常见的非线性标量化函数有：利用对偶锥定义的非线性标量化函数［４⁃５］、 Δ 函

数［１１⁃１２］和 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 型非线性标量化函数（Ｇｅｒｓｔｅｗｉｔｚ 泛函） ［１３⁃１４］ ．第一类非线性标量化函数是

基于凸锥而言的；后两类非线性标量化函数是基于拓扑内部和拓扑闭包建立的．其中， Δ 函数

比 Ｇｅｒｓｔｅｗｉｔｚ 泛函具有较好的分离性质．２００３ 年，Ｚａｆｆａｒｏｎｉ［１５］ 利用 Δ 函数研究向量优化问题的

（弱）有效解、严有效解、（局部）超有效解和紧真有效解的等价性刻画．
近年来，向量优化问题的近似解成为向量优化理论中的研究热点，这主要源于 ３ 个方面：

１） 优化模型的建立通常是在对实际问题作出简化假设的基础上建立的；２） 在计算过程中，数
值算法通常产生的是优化问题的近似解；３） 在非紧性条件下（弱）有效解一般不存在，而近似

（弱）有效解在较弱的条件下可能存在．故，从理论和应用的角度，研究向量优化问题的近似解

是有意义的． 最先提出向量优化问题近似解概念的是 Ｋｕｔａｔｅｌａｄｚｅ［１］ 和 Ｌｏｒｉｄａｎ［１６］ ． 随后，
Ｗｈｉｔｅ［１７］基于数值优化问题的近似解和向量优化问题的有效解的思想，对向量优化问题提出

了 ６ 种新的近似解的概念．Ｇｕｔｉéｒｒｅｚ 等［１８］ 利用 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集定义了向量优化问题近似（弱）有
效解 （（Ｃ， ε） ⁃ （弱）有效解）的概念，研究了其相关性质和非线性标量化特征，并说明以往研

究的诸多近似解（如： Ｋｕｔａｔｅｌａｄｚｅ［１］， Ｗｈｉｔｅ［１７］， Ｈｅｌｂｉｇ 等［１９］）都是它的特殊情况．最近， Δ 函数

被用于研究向量优化问题近似（弱、真）有效解的最优性条件、Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子定理和对偶等方面

的内容，参见文献［２，２０⁃２３］．特别地，夏远梅等［２］ 利用 Δ 函数研究了 Ｒｏｎｇ，Ｍａ（戎卫东和马

毅） ［３］定义的近似真有效解的充分和必要条件．
本文首先指出夏远梅等［２］建立的定理 １ 是 Ｇａｏ（高英）等［２３］ 建立的定理 ４．６􀃠的特例，文

献［２］中定理 ２ 的证明存在不足．本文在闭性条件下，证明了 （Ｃ， ε） ⁃有效解是（Ｃ， ε） ⁃真有效

解， 并通过建立（Ｃ， ε） ⁃有效解的 Δ 函数标量化结果给出了（Ｃ， ε） ⁃ 真有效解的刻画，进而得

到文献［２］的定理 ２；此外，本文给出文献［２］中定理 ２ 的另一严谨证明过程；最后，举例说明了

主要结果．本文的结果是对文献［２］，［２０］和［２３］相应结果的改进与完善．

１　 基 本 概 念

这部分主要介绍本文将用到的基本概念及相关性质．
设 Ｒｎ 是 ｎ 维欧氏空间，Ｘ 是线性空间，Ｙ 是赋范线性空间．设 Ａ ⊆ Ｙ ．ｉｎｔ Ａ， ｃｌ Ａ， ∂Ａ 和 Ｙ ＼Ａ

分别表示 Ａ的拓扑内部、闭包、边界和补集．Ａ的锥包定义为 ｃｏｎｅ Ａ ＝ { λａ： ａ∈ Ａ， λ ≥０ } ， Ａ
的正锥包定义为 ｃｏｎｅ ＋ Ａ ＝ { λａ： ａ ∈ Ａ， λ ＞ ０ } ．若 ⌀ ≠ Ａ ≠ Ｙ，则称集合 Ａ 是真的；若 Ａ ∩
（ － Ａ） ⊆ { ０ } ，则称集合 Ａ是点的；如果对任意的 ｄ∈ Ａ， α ＞ １， 都有 αｄ∈ Ａ，则称 Ａ 是一个

ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集．
不失一般性，全文假设 Ｃ ⊂ Ｙ 是点的、真的、凸 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集， Ｋ 是 Ｙ 中非空的点闭凸锥，ε
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∈ Ｒ， 􀆠 ∈ Ｙ ．令
　 　 Ｃ（ε） ＝ εＣ， ∀ε ＞ ０； Ｃ（０） ＝∪ε ＞ ０Ｃ（ε） ＝ ｃｏｎｅ ＋ Ｃ ．
考虑下面的向量优化问题：
　 　 （ＶＰ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｆ（ｘ），

其中 ｆ： Ｘ → Ｙ， ⌀ ≠ Ｓ ⊆ Ｘ ．
定义 １［１８］ 　 设 ε ≥ ０， ｘ－ ∈ Ｓ ．如果

　 　 （ ｆ（ｘ－） － Ｃ（ε）） ∩ ｆ（Ｓ） ⊂ { ｆ（ｘ－） } ，
则称 ｘ－ 是问题（ＶＰ）关于 Ｃ 的 ε⁃有效解，简称为（Ｃ， ε） ⁃ 有效解．问题（ＶＰ）的所有 （Ｃ， ε） ⁃有
效解构成的集合记为 ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ．

由定义易知

　 　 ｘ－ ∈ ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ⇔ （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｃ（ε）） ⊂ { ０ } ．
定义 ２［２３］ 　 设 ε ≥ ０， ｘ－ ∈ Ｓ ．如果

　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） ∩ （ － Ｃ（ε）） ⊂ { ０ } ，
则称 ｘ－ 是问题（ＶＰ）关于 Ｃ 的 ε⁃真有效解，简称为（Ｃ， ε） ⁃真有效解．问题（ＶＰ） 的（Ｃ， ε） ⁃真
有效解全体记为 ＰＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ．

定义 ３［３］ 　 设 􀆠∈ Ｋ ．如果 ｘ－ ∈ Ｓ 满足

　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ＝ { ０ } ，
则称 ｘ－ 是问题（ＶＰ）的 􀆠⁃ 真有效解．问题（ＶＰ） 的 􀆠⁃ 真有效解全体记为 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．

注 ２
􀃠 由文献［２３］的注 ２􀃡知

　 　 ｘ－ ∈ ＰＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ⇔ ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） ∩ （ － Ｃ（０）） ⊂ { ０} ．
􀃡 若 􀆠∈ Ｋ， 则 􀆠 ＋ Ｋ 是点的、真的、凸 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集，且

　 　 ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ⇔ ｘ－ ∈ ＰＡＥ（ ｆ， 􀆠 ＋ Ｋ， １） ．

设 Ａ 是 Ｙ 中的非空集合．函数 ΔＡ： Ｙ → Ｒ ∪ { ±∞ } 定义为

　 　 ΔＡ（ｙ） ＝ ｄＡ（ｙ） － ｄＹ ＼Ａ（ｙ），　 　 ｙ ∈ Ｙ，
其中 ｄＡ（ｙ） ＝ ｉｎｆｚ∈Ａ‖ｙ － ｚ‖，且记 ｄ⌀（ｙ） ＝ ＋ ∞ ．

ΔＡ（·） 函数的提出最初是用于非光滑优化问题的几何性质及其最优性条件的研究（见文

献［１１⁃１２］）．由于 ΔＡ（·） 函数本身具有很好的分离性质（见引理 １），故许多学者利用 ΔＡ（·） 函

数研究向量优化问题的（弱）有效解［１５］和近似（真）有效解［２０，２３］的非线性标量化特征．
引理 １［１５］ 　 设 Ａ 是 Ｙ 中的非空真子集，则
􀃠 ｉｎｔ Ａ ＝ { ｙ∈ Ｙ： ΔＡ（ｙ） ＜ ０ } ， ｃｌ Ａ ＝ { ｙ∈ Ｙ： ΔＡ（ｙ） ≤０ } ， Ｙ ＼（ｃｌ Ａ） ＝ { ｙ∈ Ｙ： ΔＡ（ｙ）

＞ ０ } ；
􀃡 若 Ａ 是凸集，则 ΔＡ（·） 是凸函数；
􀃢 若 Ａ 是锥，则 ΔＡ（·） 是正齐次函数．
本文考虑向量优化问题（ＶＰ）的非线性标量化问题：
　 　 （Ｐｙ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｙ），

其中 ｙ ∈ Ｙ， Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｙ） ＝ ｄ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｙ） － ｄＹ ＼（ －Ｋ）（ ｆ（ｘ） － ｙ） ．
设 ｘ－ ∈ Ｓ， θ ∈ Ｒ：θ ≥ ０．若对任意的 ｘ ∈ Ｓ，Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｙ） ≥ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ

－） － ｙ） － θ，则称 ｘ－
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为标量化问题（Ｐｙ） 的 θ⁃解；若对任意的 ｘ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ，Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｙ） ＞ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｙ） － θ，则

称 ｘ－ 为标量化问题（Ｐｙ） 的严格 θ⁃ 解，并分别记标量化问题（Ｐｙ） 的 θ⁃ 解集和严格 θ⁃ 解集为

　 　 ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｙ）， θ）， ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｙ）， θ） ．

２　 主 要 结 果

近期，夏远梅等［２］利用 Δ 函数对 Ｒｏｎｇ，Ｍａ（戎卫东和马毅） ［３］定义的近似真有效解建立了

以下结果：
定理 １（见文献［２］中的定理 １）　 设 Ｋ ⊂ Ｙ 是点闭凸锥，􀆠∈ Ｋ， 则

　 　 ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ）⇒ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｄ􀆠＋Ｋ（０）） ．
定理 ２（见文献［２］中的定理 ２）　 设 Ｋ⊂Ｙ是点闭凸锥，􀆠∈Ｋ， ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－））

闭， β ＝ ｉｎｆｋ∈􀆠＋Ｋ ｄ∂Ｋ（ｋ）， 则

　 　 ｘ－ ∈ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， β）⇒ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．
进一步地，夏远梅等［２］举例说明定理 １ 的逆不一定成立．
例 １（见文献［２］中的例 １）　 令 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｒ２， ‖·‖ ＝ ‖·‖２， Ｋ ＝ Ｒ２， 􀆠 ＝ （１， １） ∈ Ｋ，

ｆ（ｘ） ＝ （ｘ１ ＋ １， ２ｘ２） 且 Ｓ ＝ { （ｘ１， ｘ２）： ｘ１ ∈ Ｒ， ｘ２ ≥ １ ／ ２ } ．
为说明当 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 不是闭集或者 ｘ－ ∉ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， β）

时，定理 ２ 不一定成立，夏远梅等在文献［２］中举了如下例子：
例 ２（见文献［２］中的例 ２）　 令 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｒ２， ‖·‖ ＝ ‖·‖２， Ｋ ＝ Ｒ２， 􀆠 ＝ （１， １） ∈ Ｋ，

ｆ（ｘ） ＝ ｘ 且 Ｓ { （ｘ１， ｘ２）： ｘ１ ＜ ０， ｘ２ ＞ ０ } ∪ { （０， ０） } ．
例 ３（见文献［２］中的例 ３）　 令 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｒ２， ‖·‖ ＝ ‖·‖２， Ｋ ＝ Ｒ２， 􀆠 ＝ （１， １） ∈ Ｋ，

ｆ（ｘ） ＝ ｘ 且 Ｓ ＝ { （ｘ１， ｘ２）： ｘ１ ≤ ０， ｘ２ ≥－ １ } ．
而 Ｇａｏ（高英）等［２３］则利用 Δ 函数研究了基于 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集定义的近似真有效解的非线性

标量化结果：
定理 ３（见文献［２３］中的定理 ４．６（ｉ））　 设 ０ ∉ Ｃ ⊂ Ｙ 是凸的、真 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集， ε ≥ ０， β

＝ ｄＣ（０） ．则
　 　 ｘ－ ∈ ＰＥ（ ｆ， Ｃ， ε）⇒ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｃ（０）（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， εβ） ．
基于以上结果，我们首先指出定理 １（文献［２］的定理 １）是定理 ３（文献［２３］的定理 ４．６

􀃠）的特例．
结论 １　 定理 １ 是定理 ３ 的特例．
证明　 分两种情况：
１） 当 ０ ＝ 􀆠∈ Ｋ 时，显然结论成立．
２） 当 ０ ≠ 􀆠∈ Ｋ 时，令
　 　 Ｃ ＝ 􀆠 ＋ Ｋ ．

显然 Ｃ 是点的、真的、凸 ｃｏ⁃ｒａｄｉａｎｔ 集且 ０ ∉ Ｃ ．
由注 ２􀃡知，定理 １ 中的 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） 对应于定理 ３ 中的 ＰＥ（ ｆ，Ｃ，１）， 即

　 　 ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ⇔ ｘ－ ∈ ＰＥ（ ｆ，Ｃ，１） ． （１）
据定理 ３，

　 　 ｘ－ ∈ ＰＥ（ ｆ，Ｃ，１）⇒ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｃ（０）（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， １·β） ． （２）
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下面，我们说明

　 　 Δ －Ｃ（０）（·） ＝ Δ －ｃｌ（Ｃ（０））（·） ＝ Δ －Ｋ（·） ． （３）
易知 ｃｌ ｃｏｎｅ（􀆠 ＋ Ｋ） ＝ Ｋ（事实上，由 Ｋ 是闭凸锥易知 ｃｌ ｃｏｎｅ（􀆠 ＋ Ｋ） ⊆ Ｋ；另一方面，对任

意的 ０ ≠ ｋ ∈ Ｋ， 有

　 　 ｋ ＝ ｌｉｍｎ→∞（１ ／ ｎ）（􀆠 ＋ ｎｋ） ∈ ｃｌ ｃｏｎｅ（􀆠 ＋ Ｋ），
从而 ｃｌ ｃｏｎｅ（􀆠 ＋ Ｋ） ⊇ Ｋ ） ．所以

　 　 ｃｌ Ｃ（０） ＝ ｃｌ ｃｏｎｅ ＋ Ｃ ＝ ｃｌ ｃｏｎｅ Ｃ ＝ ｃｌ ｃｏｎｅ（􀆠 ＋ Ｋ） ＝ Ｋ ．
从而，式（３）成立．

注意到，
　 　 １·β ＝ ｄＣ（０） ＝ ｄ􀆠＋Ｋ（０） ． （４）

结合式（１） ～ （４），有
　 　 ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ）⇒ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｄ􀆠＋Ｋ（０）） ．

综上，结论 １ 得证．

注 ３　 在定理 １ 中

　 　 ｄ􀆠＋Ｋ（０） ＝ ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

Δ －Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

ｄ －Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

ｄ －∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ．

接下来，在 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） 闭的条件下，我们证明（Ｃ， ε） ⁃ 有效解是（Ｃ， ε） ⁃
真有效解， 并通过建立（Ｃ， ε） ⁃有效解的 Δ 函数标量化结果给出（Ｃ， ε） ⁃ 真有效解的刻画，进
而得到文献［２］的定理 ２．

结论 ２　 若 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） 闭，则
　 　 ｘ－ ∈ ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε）⇒ｘ－ ∈ ＰＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ．
证明　 由定义，
　 　 ｘ－ ∈ ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） ⇔ （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｃ（ε）） ⊆ { ０ } ．

从而

　 　 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） ∩ （ － Ｃ（０）） ⊆ { ０ } ．
否则，存在 λ ＞ ０， ｘ ∈ Ｘ，ｃ ∈ Ｃ 使得

　 　 ０ ≠ λ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ＋ εｃ） ∈－ Ｃ（０） ．
由于 Ｃ 是点的，故 ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ≠ ０．而 ０ ≠ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ∈－ εｃ － Ｃ（０） ⊆－ Ｃ（ε），这与 ｘ－ ∈
ＡＥ（ ｆ， Ｃ， ε） 矛盾．

因 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） 是闭集，有
　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｃ（ε）） ∩ （ － Ｃ（０）） ⊆ { ０ } ．
由注 ２􀃠，有
　 　 ｘ－ ∈ ＰＡＥ（ ｆ， Ｓ， Ｃ（ε）） ．

结论得证．

注 ４　 类似于结论 ２ 的证明，有：当 􀆠∈ Ｋ 且 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ） 闭时，
　 　 ｘ－ ∈ ＡＥ（ ｆ， 􀆠 ＋ Ｋ， １）⇒ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．

结论 ３　 设 ε ≥ ０．令 β ＝ ｉｎｆｃ∈Ｃ ｄ∂Ｃ（０）（ｃ）， 则

　 　 ｘ－ ∈ ＳＭｉｎ（Δ －Ｃ（０）（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ε·β） ⇒ｘ－ ∈ ＡＥ（ ｆ， Ｓ， Ｃ（ε）） ．
证明　 设 ｘ－ ∉ ＡＥ（ ｆ， Ｓ， Ｃ（ε））， 则存在 ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } 使得
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　 　 ０ ≠ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ∈－ Ｃ（ε） ．
从而

　 　 ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） － εｃ ∈－ Ｃ（ε） ⊆ － Ｃ（０），　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ ．
由引理 １􀃠，

　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） － εｃ） ≤ ０，　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ ． （５）
另一方面，因 ｘ－ ∈ ＳＭｉｎ（ΔＣ（０）（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ε·β） 且注意到

　 　 ｄ∂Ｃ（０）（ｃ） ＝ － Δ －Ｃ（０）（ － ｃ），　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ，
以及 Δ －Ｃ（０）（·） 的次线性，有

　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＞ ０ － ε·ｉｎｆ
ｃ∈Ｃ

ｄ∂Ｃ（０）（ｃ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇔

　 　 　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＋ ε·ｉｎｆ
ｃ∈Ｃ

ｄ∂Ｃ（０）（ｃ） ＞ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇒

　 　 　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＋ ε·ｄ∂Ｃ（０）（ｃ） ＞ ０，　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇒
　 　 　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） － ε·Δ －Ｃ（０）（ － ｃ） ＞ ０，　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇒
　 　 　 　 Δ －Ｃ（０）（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） － εｃ） ＞ ０，　 　 ∀ｃ ∈ Ｃ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ．

这与式（５）矛盾．结论得证．
结论 ４　 结合注 ３ 和结论 ３， 立即得到定理 ２．

注 ５　 此外，我们给出定理 ２ 的另一种证明方法：
　 　 ｘ－ ∈ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ））⇔

　 　 　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＞ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｆ（ｘ－）） － ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇔

　 　 　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＋ ｉｎｆ
ｋ∈􀆠＋Ｋ

ｄ∂Ｋ（ｋ） ＞ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇔

　 　 　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＋ ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＞ ０，　 　 ∀ｋ ∈ Ｋ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇔

　 　 　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） － Δ －Ｋ（ － 􀆠 － ｋ） ＞ ０，　 　 ∀ｋ ∈ Ｋ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇒

　 　 　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ ｋ） ＞ ０，　 　 ∀ｋ ∈ Ｋ， ∀ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ⇒

　 　 　 　 （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ） ∩ （ － Ｋ） ⊆ { ０} ⇒

　 　 　 　 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ） ∩ （ － Ｋ） ＝ { ０} ．
因 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ） 是闭集，所以

　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ） ∩ （ － Ｋ） ＝ { ０} ．
从而， ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．

注 ６
􀃠 关于 ｉｎｆｋ∈Ｋ ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ Ｋ） 与 ｄ􀆠＋Ｋ（０） 的大小关系，有
　 　 ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ≤ ｄ􀆠＋Ｋ（０） ＝ ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄ －∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ．

如，取 Ｋ ＝ Ｒ２
＋ ．取 􀆠 ＝ （１， １） ∈ Ｋ ．则

　 　 ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ １ ＜ ２ ＝ ｄ􀆠＋Ｋ（０） ．

􀃡 由距离函数的性质和集合 Ｋ 的凸锥性，有
　 　 ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） ．

事实上，对任意给定的 ｋ ∈ Ｋ， 有

　 　 􀆠 ＋ ｋ － Ｙ ＼Ｋ ⊆ 􀆠 － Ｙ ＼Ｋ，
否则，存在 ｋ０ ∈ Ｋ ＼ { ０} ， ｙ０ ∈ Ｙ ＼Ｋ， 使得 􀆠 ＋ ｋ０ － ｙ０ ∉ 􀆠 － Ｙ ＼Ｋ，即 ｙ０ － ｋ０ ∈ Ｋ ．注意到 ｙ０ ∈ Ｋ且 Ｋ是凸锥，
故 ｙ０ ＝ ｙ０ － ｋ０ ＋ ｋ０ ∈ Ｋ 矛盾．从而
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　 　 ｄＹ ＼Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｉｎｆ
ｙ∈Ｙ ＼Ｋ

‖􀆠 ＋ ｋ － ｙ‖ ≥ ｉｎｆ
ｙ∈Ｙ ＼Ｋ

‖􀆠 － ｙ‖ ＝ ｄＹ ＼Ｋ（􀆠） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠），　 　 ∀ｋ ∈ Ｋ ．

故

　 　 ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｉｎｆ
ｋ∈Ｋ

ｄＹ ＼Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ≥ ｄＹ ＼Ｋ（􀆠） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） ．

另一方面，
　 　 ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄＹ ＼Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ≤ ｄＹ ＼Ｋ（􀆠） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） ．

结合式（６），
　 　 ｉｎｆ

ｋ∈Ｋ
ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） ．

注意到在例 １～３（文献［２］的例 １～３）中向量优化问题的近似真有效解均不存在．事实上，
在例 １～３ 中， 对任意的 ｘ－ ∈ Ｓ 及任意的 􀆠∈ Ｋ ＝ Ｒ２

＋， 都有

　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ＝ { （ｘ１， ０）： ｘ１ ≤ ０ } ≠ { （０， ０） } ．
为说明主要结果，在向量优化问题的近似真有效解存在的情况下，举如下例子．

例 ４　 令 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｒ２， ‖·‖ ＝ ‖·‖２， Ｋ ＝ Ｒ２
＋， Ｓ ＝ { （ｘ１， ｘ２）： ｘ１ ≥－ ３， ｘ２ ≥－ １ } ＝

Ｒ２
＋ ＋ { （ － ３， － １） } 且 ｆ（ｘ） ＝ ｘ， ∀ｘ ∈ Ｓ ．取 􀆠 ＝ （１， １） ∈ Ｋ ．

１） 向量优化问题（ＶＰ）的 􀆠⁃真有效解存在， 即， 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ≠⌀ ．事实上，ｘ－ ＝ （ － ３，
－ １） ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．

２） 定理 １ 的逆不一定成立．
取 ｘ－ ＝ （０， ０） ∈ Ｓ， 则

　 　 ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｄ􀆠＋Ｋ（０）），
但

　 　 ｘ－ ∉ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．
事实上

　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ≥－ １ ＞ － ２ ＝ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｆ（ｘ－）） － ｄ􀆠＋Ｋ（０），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ．

而

　 　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ＝ { （ｘ１， ０）： ｘ１ ≤ ０ } ≠ { （０， ０） } ．
３） 定理 ２ 的逆不一定成立．
取 ｘ－ ＝ （ － ２， ０） ∈ Ｓ， 显然 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 是闭集， 即满足定理 ２ 中的条件，

且

　 　 ｘ－ ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ），
但

　 　 ｘ－ ∉ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｉｎｆ
ｋ∈􀆠＋Ｋ

ｄ∂Ｋ（ｋ）） ＝ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， １） ．

事实上，
　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ＝ { （０， ０） } ，

但存在 ｘ ＝ （ － ３， － １） ∈ Ｓ 使得

　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＝ － １ ＝ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｆ（ｘ－）） － ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ） ．

４） 定理 ２ 中，当
　 　 ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）），
　 　 　 　 ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ）） ＼ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ））

时，可能有 ｘ－ ∉ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．
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取 ｘ－ ＝ （０， ０） ∈ Ｓ， 显然 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 是闭集， 即满足定理 ２ 中的条件．但
　 　 ｘ－ ∈ ＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）），
　 　 　 　 ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ）） ＼ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ））

且

　 　 ｘ－ ∉ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ．
事实上，

　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ≥－ １ ＝ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｆ（ｘ－）） － ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ．

但存在 ｘ ＝ （ － ３， － １） ∈ Ｓ， 使得

　 　 Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＝ － １ ＝ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ
－） － ｆ（ｘ－）） － ｉｎｆ

ｋ∈􀆠＋Ｋ
ｄ∂Ｋ（ｋ） ．

且 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ≠ { （０， ０） } ．
最后，我们在向量优化问题的 􀆠⁃ 真有效解存在的条件下，说明当 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ －

ｆ（ｘ－）） 不是闭集时，定理 ２ 不一定成立．
例 ５　 令

　 　 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｒ２， ‖·‖ ＝ ‖·‖２， Ｋ ＝ Ｒ２
＋，

　 　 Ｓ ＝ { （ｘ１， ｘ２） ∈ Ｒ２： ｘ１ ≥ ２， １ ≥ ｘ２ ≥ ０ } ∪
　 　 　 　 { （ｘ１， ｘ２） ∈ Ｒ２： １ ＜ ｘ１ ＜ ２， ０ ＜ ｘ２ ≤ １ } ∪
　 　 　 　 { （ｘ１， ｘ２） ∈ Ｒ２： （ｘ１ － １） ２ ＋ （ｘ２ － １） ２ ≤ １， ０ ≤ ｘ１ ≤ １， ０ ＜ ｘ２ ≤ １ } ，

且 ｆ（ｘ） ＝ ｘ，∀ｘ ∈ Ｓ ．取 􀆠 ＝ （１， ０） ∈ Ｋ ．见图 １．

图 １　 集合 ｆ（Ｓ） 和集合 － Ｋ

Ｆｉｇ． １　 Ｓｅｔｓ ｆ（Ｓ） ａｎｄ － Ｋ

图 １ 中，实心点表示取到，空心点表示不取到，虚线表示取不到．左下角阴影部分表示集合

－ Ｋ，右上角所围部分表示集合 ｆ（Ｓ） ．
１） 向量优化问题（ＶＰ）的近似真有效解存在，即， 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ） ≠ ⌀ ．事实上，
　 　 ｘ－ ＝ （０， １） ∈ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ），

见图 ２．
图 ２ 中右边阴影部分表示集合 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）），图 ２ 表示 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠

＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ＝ { ０ } ．
２） 当 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 不是闭集，定理 ２ 不一定成立．
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图 ２　 集合 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 与集合 － Ｋ 的交

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｔｓ ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ａｎｄ － Ｋ

图 ３　 集合 ｆ（Ｓ） － { ｆ（ｘ－） } 与集合 － Ｋ 的交

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｔｓ ｆ（Ｓ） － { ｆ（ｘ－） } ａｎｄ － Ｋ

图 ４　 集合 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） 与集合 － Ｋ 的交

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｔｓ ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ａｎｄ － Ｋ

取 ｘ－ ＝ （２， ０） ∈ Ｓ，因 ｉｎｆｋ∈Ｋ ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） ＝ ０， 则

　 　 ｘ－ ∈ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－））， ｄ∂Ｋ（􀆠）），
见图 ３．

３０１１关于向量优化问题的 Δ 函数标量化刻画的某些注记



图 ３ 中 ｘ１ 轴上半平面内曲线所围图形表示集合 ｆ（Ｓ） － { ｆ（ｘ－） } ，图 ３ 表示（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）
∩ （ － Ｋ） ＝ { ０ } ，从而，由引理 １􀃠，Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）） ＞ Δ －Ｋ（ ｆ（ｘ

－） － ｆ（ｘ－）） － ０， ∀ｘ ∈
Ｓ ＼ { ｘ－ } ， 即 ｘ－ ∈ ＳＡＭｉｎ（Δ －Ｋ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）），ｄ∂Ｋ（􀆠）） ．

但，
　 　 ｘ－ ∉ 􀆠⁃ＰＥ（ ｆ（Ｓ）， Ｋ），

见图 ４．
图 ４ 中 ｘ１ 轴上半平面表示集合 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－））， 从而， 图 ４ 表示 ｃｌ

ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ 􀆠 ＋ Ｋ － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｋ） ≠ { ０ } ．

３　 结　 　 语

本文指出文献［２］中定理 １ 实际上是文献［２３］中定理 ４．６􀃠的特例．在 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）
＋ Ｃ（ε）） 闭的条件下， 证明了（Ｃ， ε） ⁃有效解是（Ｃ， ε） ⁃真有效解， 并通过建立（Ｃ， ε） ⁃有效

解的 Δ 函数标量化结果给出了（Ｃ， ε） ⁃ 真有效解的 Δ 函数标量化刻画， 从而得到文献［２］ 的

定理２； 因文献［２］ 定理２的证明存在不足，另给出了文献［２］ 定理２的严谨证明过程， 并得到

ｉｎｆｋ∈Ｋ ｄ∂Ｋ（􀆠 ＋ ｋ） ＝ ｄ∂Ｋ（􀆠） 这一结果．最后在 􀆠⁃ 真有效解存在的情况下， 举例说明了主要结果．
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４９（２）： ３１９⁃３３７．
［１８］　 Ｇｕｔｉéｒｒｅｚ Ｃ， Ｊｉｍéｎｅｚ Ｂ， Ｎｏｖｏ Ｖ． Ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａｐｐｒｏｘｉ⁃

ｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２００６， １７
（３）： ６８８⁃７１０．

［１９］　 Ｈｅｌｂｉｇ Ｓ， Ｐａｔｅｖａ Ｄ． Ｏｎ ｓｅｖｅｒａｌ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｆｏｒ ε⁃ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ［Ｊ］ ． Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｓｐｅｋｔｒｕｍ，
１９９４， １６（３）： １７９⁃１８６．

［２０］　 Ｇｕｔｉéｒｒｅｚ Ｃ， Ｊｉｍéｎｅｚ Ｂ， Ｎｏｖｏ Ｖ． Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｖｉａ ｓｃａｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｎｅｗ ε⁃ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
ｃｏｎｃｅｐｔ ｉｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［ Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，
２０１０， ２０１（１）： １１⁃２２．

［２１］　 Ｈａ Ｔ Ｘ Ｄ． Ｔｈｅ Ｅｋｅｌａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｆｏｒ Ｈｅｎｉｇ ｐｒｏｐｅｒ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒｓ ａｎｄ ｓｕｐｅｒ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒｓ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， ３６４（１）： １５６⁃１７０．

［２２］　 Ｄｕｒｅａ Ｍ， Ｄｕｔｔａ Ｊ， Ｔａｍｍｅｒ Ｃ． Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ ｆｏｒ ε⁃ Ｐａｒｅｔｏ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａ⁃
ｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｓｏｌｉｄ ｃｏｎｅｓ ｉｎ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａ⁃
ｔｉｏｎｓ， ２０１０， １４５（１）： １９６⁃２１１．

［２３］　 Ｇａｏ Ｙ， Ｙａｎｇ Ｘ Ｍ， Ｔｅｏ Ｋ Ｌ． Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉ⁃
ｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１１， ７（２）： ４８３⁃
４９６．

５０１１关于向量优化问题的 Δ 函数标量化刻画的某些注记



Ｓｏｍｅ Ｎｏｔｅｓ ｏｎ ｔｈｅ Ｓｃａｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ Δ ｆｏｒ
Ｖｅｃｔｏｒ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＴＡＮＧ Ｌｉ⁃ｐｉｎｇ１，　 ＬＩ Ｆｅｉ２，　 ＺＨＡＯ Ｋｅ⁃ｑｕａｎ３，　 ＹＡＮＧ Ｘｉｎ⁃ｍｉｎ３

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
ａｎｄ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００６７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｈｏｈｈｏｔ ０１００２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００４７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＹＡＮＧ Ｘｉｎ⁃ｍｉｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｒｅｃｅｎｔｌｙ， ＸＩＡ Ｙｕａｎ⁃ｍｅｉ， ｅｔ ａｌ．（Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２０１５， ３２（１）： １２⁃１５） ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｅ 􀆠⁃ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｖｉａ ｓｃａｌａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Δ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｃａｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｇａｖｅ ｓｏｍｅ
ｅｘａｍｐｌｅｓ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅｉｒ ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｉｔ ｗａｓ ｐｏｉｎｔ ｏｕｔ ｈｅｒｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｂｙ ＸＩＡ
Ｙｕａｎ⁃ｍｅｉ， ｅｔ ａｌ． ｗａｓ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｍ ４．６（ ｉ） ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ Ｇａｏ， ｅｔ ａｌ． （Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎ⁃
ｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１１， ７（２）： ４８３⁃４９６）， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｍ ２
ｇｉｖｅｎ ｂｙ ＸＩＡ Ｙｕａｎ⁃ｍｅｉ， ｅｔ ａｌ． ｈａｄ ｓｏｍｅ ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｃａｌａｒ⁃
ｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Δ ｆｏｒ ｔｈｅ （Ｃ， ε） ⁃ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｔｈｅｏｒｅｍ ２ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ＸＩＡ
Ｙｕａｎ⁃ｍｅｉ， ｅｔ ａｌ． ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ａｇａｉｎ ｒｉｇｏｒｏｕｓｌｙ． Ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｄ， ｓｏｍｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ ｗｈｉｃｈ 􀆠⁃ ｐｒｏｐｅｒｌｙ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｄｉｄ ｅｘｉｓｔ， ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ； ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｆｕｎｃｔｉｏｎ Δ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｃａｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｋｅｙ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（１１４３１００４）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（Ｇｅｎｅｒａｌ
Ｐｒｏｇｒａｍ）（１１２７１３９１；１１２０１５１１；１１３０１５７４）

６０１１ 唐　 莉　 萍　 　 　 李　 　 飞　 　 　 赵　 克　 全　 　 　 杨　 新　 民


