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摘要：　 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法可以用来构造非线性偏微分方程的行波解．利用行波

变换，将非线性偏微分方程化为非线性常微分方程， 再利用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 方程将非线性常微分

方程化为非线性代数方程组， 求解非线性代数方程组就能直接得到非线性偏微分方程的行波解．
对 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程应用这种方法， 得到了该方程的精确行波解．同时也得到了该方程的一个

Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换．所得结果与首次积分法的结果作了比较．Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法是一

种简单、有效地求解非线性偏微分方程精确解的方法．
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引　 　 言

物理、力学、化学、生物学等领域中大量的现象可以用非线性偏微分方程来描述．研究这些

非线性偏微分方程的精确解，特别是行波解，有助于更好地理解这些现象的物理本质．人们可

以利用这些解来研究解的稳定性和波的运动规律，而且新的精确解还可以帮助人们发现新的

非线性现象及其规律．因此，寻求非线性偏微分方程的精确行波解，并研究其解的特性（如孤立

子性质等），自然成为广大数学、力学、物理工作者的重要课题．近些年来非线性数学物理领域

内的成就之一就是创造了求解非线性偏微分方程精确解的方法，如反散射方法［１⁃２］、Ｂäｃｋｌｕｎｄ
变换法［３⁃４］、双线性法［５⁃７］、齐次平衡法［８⁃１０］、首次积分法［１１⁃１２］、 （Ｇ′ ／ Ｇ） 展开法［１３⁃１４］、双曲函数

法［１５］、Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数法［１６］等．但是至今为止，还没有一种统一的求非线性偏微分方程精确解
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的方法．
本文给出了一种 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法，并用该方法得到了 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔ⁃

ｓｏｎ 方程的精确行波解．考虑 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程：

　 　 ｉｑｔ ＋
１
２

ｓ（ｑｘｘ ＋ ｓｑｙｙ） ＋ λ ｑ ２ｑ － ϕｘｑ ＝ ０， （１ａ）

　 　 ϕｘｘ － ｓϕｙｙ － ２λ（ ｑ ２） ｘ ＝ ０， （１ｂ）

其中 ｑ ＝ ｑ（ｘ，ｙ，ｔ），ϕ ＝ ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） 分别为复、实函数，ｓ，λ为实常数，ｉ ＝ － １ ．当 ｓ ＝ １，ｓ ＝ － １ 时，
方程（１）分别称为 ＤＳ⁃Ⅰ方程、ＤＳ⁃Ⅱ方程［１７］ ．Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程首次由 Ｄａｖｅｙ 和 Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ
得到，并用来描述浅水表面上的拟单频波包［１８］ ．在考虑到表面张力影响时，Ｄｊｏｒｄｊｅｖｉｃ 等也推导

出了类似的方程［１９］ ．Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程在研究长短波相互作用和等离子物理等领域也有很

多应用［２０⁃２１］ ．因此，该系统已被许多学者所关注，并且已取得了许多优秀成果．Ｚｅｄａｎ 和 Ｔａｎｔａｗｙ
利用同伦微扰法得到了方程（１）的数值解［２２］；Ｇｈｉｄａｇｌｉａ 和 Ｓａｕｔ 得到了方程（１）的初值问题的

解［２３］；Ｊａｆａｒｉ 等用首次积分法给出了方程（１）的一些行波解［２４］；张金良等用 Ｆ 展开法给出了

ＤＳ⁃Ⅰ方程的周期波解［２５］；Ｙａｎ 用 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数法给出了方程（１）的周期波解［１６］ ．
本文利用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法，给出 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程的精确行波

解和一个 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换．

１　 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法

考虑如下形式的偏微分方程：
　 　 Ｐ（ｕ，ｕｔ，ｕｘ，ｕｘｘ，ｕｘｔ，…） ＝ ０， （２）

其中下标代表偏导数， Ｐ 是 ｕ 及其偏导数的多项式．Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法分为

３ 步．
首先， 利用行波变换

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ξ）， ξ ＝ ｋ（ｘ ＋ Ｖｔ） （３）
将方程（２）转换为常微分方程

　 　 Ｐ（ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ‴，…） ＝ ０， （４）
其中 ｋ，Ｖ 为待定常数，ｕ′ ＝ ｄｕ ／ ｄξ ．

其次，设 ｕ 是 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 方程

　 　 ｕ′ ＝ ａｕ２－ｍ ＋ ｂｕ ＋ ｃｕｍ （５）
的解，其中 ａ，ｂ，ｃ，ｍ 是待定常数．

由方程（５）直接计算， 得

　 　 ｕ″ ＝ ａｂ（３ － ｍ）ｕ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）ｕ３－２ｍ ＋ ｍｃ２ｕ２ｍ－１ ＋
　 　 　 　 ｂｃ（ｍ ＋ １）ｕｍ ＋ （２ａｃ ＋ ｂ２）ｕ ． （６）
方程（５）有如下 ６ 种解：
当 ｍ ＝ １， 方程（５）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ Ｃｅ（ａ＋ｂ＋ｃ）ξ； （７）
当 ｍ ≠ １，ａ ＝ ｂ ＝ ０， 方程（５）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ （（１ － ｍ）（ｃξ ＋ Ｃ）） １ ／ （１－ｍ）； （８）
当 ｍ ≠ １，ａ ＝ ０，ｂ ≠ ０， 方程（５）的解为

８６０１ 杨　 小　 锋　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 魏　 　 乙



　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｃ
ｂ

＋ Ｃｅ －ｂ（ｍ－１）ξæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

； （９）

当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＜ ０， 方程（５）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｂ ＋ ４ａｃ － ｂ２ ｔａｎ（０．５（１ － ｍ） ４ａｃ － ｂ２ ξ ＋ Ｃ）
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

； （１０）

当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＞ ０， 方程（５）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ ｂ２ － ４ａｃ
ａ（１ － Ｃｅξ（１－ｍ） ｂ２－４ａｃ ）

－ ｂ ＋ ｂ２ － ４ａｃ
２ａ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

１ ／ （１－ｍ）

； （１１）

当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＝ ０， 方程（５）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ １
ａ（ｍ － １）ξ ＋ Ｃ

－ ｂ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

， （１２）

其中 Ｃ 是任意实常数．
最后，将 ｕ及其偏导数代入方程（４），比较 ｕ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，…） 的系数，得到一个关于ｍ，ａ，ｂ，

ｃ，ｋ，Ｖ 的代数方程组．求解此代数方程组，并将 ｍ，ａ，ｂ，ｃ，ｋ，Ｖ 和 ξ ＝ ｋ（ｘ ＋ Ｖｔ） 代入式（７） ～
（１２），就得到了偏微分方程（２）的精确行波解．

２　 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程的精确行波解

利用行波变换

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ（ξ）ｅｉη， ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ）， （１３）
　 　 ξ ＝ αｘ ＋ βｙ ＋ γｔ， η ＝ ｋ（ｘ ＋ ｌｙ ＋ ｄｔ ＋ ｇ）， （１４）

将方程（１）化简为

　 　 （ － ｓ２β２ － ｓα２）ｈ″ ＋ （２ｋｄ ＋ ｓｋ２ ＋ ｓ２ ｌ２ｋ２ ＋ ２αϕ′）ｈ － ２λｈ３ －
　 　 　 　 ２ｉ（γ ＋ ｋαｓ ＋ ｋｌβｓ２）ｈ′ ＝ ０， （１５）
　 　 α２ϕ″ － ｓβ２ϕ″ － ２λα（ｈ２） ′ ＝ ０， （１６）

其中 α，β，γ，ｋ，ｌ，ｄ 为待定实常数，ｇ 是任意实常数；ｈ，ｈ′，ｈ″，ϕ″ 分别代表 ｈ（ξ）， ｄｈ（ξ） ／ ｄξ，
ｄ２ｈ（ξ） ／ ｄξ２，ｄ２ϕ（ξ） ／ ｄξ２ ．

令 γ ＝ － ｋｓ（α ＋ ｌβｓ）， 方程（１５）化为

　 　 （ － ｓ２β２ － ｓα２）ｈ″ ＋ （２ｋｄ ＋ ｓｋ２ ＋ ｓ２ ｌ２ｋ２ ＋ ２αϕ′）ｈ － ２λｈ３ ＝ ０． （１７）
对方程（１６）两边关于 ξ 积分一次，得

　 　 ϕ′ ＝ ２λαｈ２ ＋ Ａ
α２ － ｓβ２ ， （１８）

其中 Ａ 为积分常数．
把式（１８）代入式（１７），得

　 　 （ ｓα２ ＋ ｓ２β２）ｈ″ － ２ｋｄ ＋ ｓｋ２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２ ＋ ２Ａα
α２ － ｓβ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ ＋ ２λ（α２ ＋ ｓβ２）

－ α２ ＋ ｓβ２ ｈ３ ＝ ０． （１９）

 当 ｓα２ ＋ ｓ２β２ ＝ ０，令式（１９） 中 ｈ 的系数为 ０，有
　 　 Ａ ＝ － ｋα（２ｄ ＋ ｓｋ ＋ ｓ２ｋｌ２） ． （２０）

此时，方程（１）的解为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ（ξ）ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ），　 　 ｓ ＜ ０， （２１ａ）
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　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ） ＝ λ
α ∫ｈ２（ξ）ｄξ － ｋ（２ｄ ＋ ｓｋ ＋ ｓ２ｋｌ２）ξ

２α
＋ Ｂ， （２１ｂ）

其中

　 　 ξ ＝ αｘ ± α
－ ｓ

ｙ － ｋｓ α ± α
－ ｓ

ｌｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ，

α，ｋ，ｌ，ｄ，ｇ，Ｂ 为任意实常数；ｈ（ξ） 为任意实函数．
 当 ｓα２ ＋ ｓ２β２ ≠ ０， 设方程（１９）的解是方程（５）的解，然后将式（５）和式（６）代入方程

（１９），得
　 　 （ａｂ（３ － ｍ）ｈ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）ｈ３－２ｍ ＋ ｍｃ２ｈ２ｍ－１ ＋ ｂｃ（ｍ ＋ １）ｈｍ ＋ （２ａｃ ＋ ｂ２）ｈ） ＋

　 　 　 　
２ｋｄα２ － ２ｋｄｓβ２ ＋ ｓｋ２α２ － ｓ２ｋ２β２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２α２ － ｓ３ｋ２ ｌ２β２ ＋ ２Ａα

ｓ（ ｓ２β４ － α４）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ ＋

　 　 　 　 ２λ
ｓ（ ｓβ２ － α２）

ｈ３ ＝ ０． （２２）

令 ｍ ＝ ０， 则方程（２２）化为

　 　 （３ａｂｈ２ ＋ ２ａ２ｈ３ ＋ ｂｃ ＋ （２ａｃ ＋ ｂ２）ｈ） ＋ ２λ
ｓ（ ｓβ２ － α２）

ｈ３ ＋

　 　 　 　
２ｋｄα２ － ２ｋｄｓβ２ ＋ ｓｋ２α２ － ｓ２ｋ２β２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２α２ － ｓ３ｋ２ ｌ２β２ ＋ ２Ａα

ｓ（ ｓ２β４ － α４）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ ＝ ０． （２３）

令方程（２３）中 ｈ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，３） 的系数为 ０，得代数方程组

　 　 ｂｃ ＝ ０， （２４ａ）

　 　 ２ａｃ ＋ ｂ２ ＋ ２ｋｄα２ － ２ｋｄｓβ２ ＋ ｓｋ２α２ － ｓ２ｋ２β２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２α２ － ｓ３ｋ２ ｌ２β２ ＋ ２Ａα
ｓ（ ｓ２β４ － α４）

＝ ０， （２４ｂ）

　 　 ３ａｂ ＝ ０， （２４ｃ）

　 　 ２ａ２ ＋ ２λ
ｓ（ － α２ ＋ ｓβ２）

＝ ０． （２４ｄ）

求解方程组（２４），得
　 　 ｂ ＝ ０， （２５ａ）

　 　 ａｃ ＝ ２ｋｄα２ － ２ｋｄｓβ２ ＋ ｓｋ２α２ － ｓ２ｋ２β２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２α２ － ｓ３ｋ２ ｌ２β２ ＋ ２Ａα
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

， （２５ｂ）

　 　 ａ ＝ ± λ
ｓ（α２ － ｓβ２）

． （２５ｃ）

当 ａｃ ＞ ０， 将式（２５）代入式（１０），此时方程（１９）的解为

　 　 ｈ（ξ） ＝ ± ρ
２λ（α２ ＋ ｓβ２）

ｔａｎ ρ
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

（ξ ＋ Ｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２６ａ）

其中

　 　 ξ ＝ αｘ ＋ βｙ － ｋｓ（α ＋ ｌβｓ） ｔ， （２６ｂ）
　 　 ρ ＝ ２ｋｄα２ － ２ｋｄｓβ２ ＋ ｓｋ２α２ － ｓ２ｋ２β２ ＋ ｓ２ｋ２ ｌ２α２ － ｓ３ｋ２ ｌ２β２ ＋ ２Ａα， （２６ｃ）

α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ａ，Ｂ 是任意实常数．
注意到方程（１８）， 则方程（１）的一组精确解为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ξ） ＝
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　 　 　 　 ± ρ
２λ（α２ ＋ ｓβ２）

ｔａｎ ρ
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

（ξ ＋ Ｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）， （２７ａ）

　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ） ＝ αｓ ２ρ
ｓ（α４ － ｓ２β４）

ｔａｎ ρ
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

（ξ ＋ Ｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 （α４ － ｓ２β４）Ｃ － Ｂρα
α４ － ｓ２β４

－ αｋ２ ｌ２ｓ２ ＋ αｋ２ｓ ＋ ２αｋｄ ＋ Ａ
ｓβ２ ＋ α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ξ ＋ Ｂ）， （２７ｂ）

其中 ξ，ρ 由式（２６ｂ）和（２６ｃ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ａ，Ｂ，Ｃ 是任意实常数．
如果 ａｃ ＞ ０， 将式（２５）代入式（１１），此时方程（１９）的解为

　 　 ｈ（ξ） ＝ ±
－ ρ

２λ（α２ ＋ ｓβ２）
１ ＋ Ｃｅ ±２

－ρ
２ｓ（α４－ｓ２β４）

ξ

１ － Ｃｅ ±２
－ρ

２ｓ（α４－ｓ２β４）
ξ
， （２８）

即

　 　 ｈ（ξ） ＝ ±
－ ρ

２λ（α２ ＋ ｓβ２）
ｔａｎｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｃ ＜ ０， （２９ａ）

　 　 ｈ（ξ） ＝ ±
－ ρ

２λ（α２ ＋ ｓβ２）
ｃｏｔｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｃ ＜ ０， （２９ｂ）

其中 ξ，ρ 由式（２６ｂ）和（２６ｃ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ａ，Ｂ，Ｃ 是任意实常数．
此时，方程（１）的解为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ξ） ＝

　 　 　 　 ±
－ ρ

２λ（α２ ＋ ｓβ２）
ｔａｎｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）， （３０ａ）

　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ） ＝ αｓ
－ ２ρ

ｓ（α４ － ｓ２β４）
ｔａｎｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 （α４ － ｓ２β４）Ｃ － Ｂρα
α４ － ｓ２β４

－ αｋ２ ｌ２ｓ２ ＋ αｋ２ｓ ＋ ２αｋｄ ＋ Ａ
ｓβ２ ＋ α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ξ ＋ Ｂ）， （３０ｂ）

和

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ξ） ＝

　 　 　 　 ±
－ ρ

２λ（α２ ＋ ｓβ２）
ｃｏｔｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）， （３１ａ）

　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ） ＝ αｓ
－ ２ρ

ｓ（α４ － ｓ２β４）
ｃｏｔｈ － ρ

２ｓ（α４ － ｓ２β４）
（ξ ＋ Ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 （α４ － ｓ２β４）Ｃ － Ｂρα
α４ － ｓ２β４

－ αｋ２ ｌ２ｓ２ ＋ αｋ２ｓ ＋ ２αｋｄ ＋ Ａ
ｓβ２ ＋ α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ξ ＋ Ｂ）， （３１ｂ）

其中 ξ，ρ 由式（２６ｂ）和（２６ｃ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ａ，Ｂ，Ｃ 是任意实常数．
如果 ａｃ ＝ ０， 由方程组（２５），有

　 　 ａ ＝ ± λ
ｓ（α２ － ｓβ２）

， Ａ ＝ ｋ（ － α２ ＋ ｓβ２）（ｋｌ２ｓ２ ＋ ｓｋ ＋ ２ｄ）
２α

． （３２）

将式（３２）代入式（１２），则方程（１９）的解为

１７０１基于 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程的 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程的行波解



　 　 ｈ（ξ） ＝ ± ｓ（α２ － ｓβ２）
λ

１
ξ ＋ Ｂ

， （３３）

其中 ξ 由式（２６ｂ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ｂ 是任意实常数．
此时，方程（１）的解为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ξ） ＝ ± ｓ（α２ － ｓβ２）
λ

ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）

ξ ＋ Ｂ
， （３４ａ）

　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｃ － αｓ
ξ ＋ Ｂ

－ ｋ（ｋｌ２ｓ２ ＋ ｓｋ ＋ ２ｄ）
２α

（ξ ＋ Ｂ）， （３４ｂ）

其中 ξ 由式（２６ｂ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ｂ，Ｃ 是任意实常数．

３　 Ｄａｖｅｙ⁃Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ 方程的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换

当 ｍ ＝ ０， 方程（５）退化为 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程：
　 　 ｈ′ ＝ ａｈ２ ＋ ｂｈ ＋ ｃ ． （３５）

令方程（３５）有如下形式的解：
　 　 ｈ２ ＝ ｈ１ ＋ ｈ０， （３６）

其中 ｈ０ ＝ ｈ０（ξ） 是已知方程（３５）的解， ｈ１ ＝ ｈ１（ξ） 是待定函数．
将方程（３６）代入方程（３５），得
　 　 ｈ′１ ＝ ａｈ２

１ ＋ （ｂ ＋ ２ａｈ０）ｈ１ ． （３７）
注意到方程（３７）是 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 方程．直接求解方程（３７），于是得到 ｈ１，ｈ２ ．因此，我们得到方程

（３５）的一个 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换：
　 　 ｈ２ ＝ ｈ１ ＋ ｈ０， ｈ′１ ＝ ａｈ２

１ ＋ （ｂ ＋ ２ａｈ０）ｈ１ ．
利用 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，我们就能得到方程（１）的无穷多个新解．例如选择

　 　 ｈ０ ＝ ｈ０（ξ） ＝ ρ
２λ（α２ ＋ ｓβ２）

ｔａｎ ρ
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３８）

在中利用方程（３６）和（３７），得

　 　 ｈ１ ＝ ｈ１（ξ） ＝ ｓｅｃ２（Ｅξ）
Ｃ － （ａ ／ Ｅ）ｔａｎ（Ｅξ）

， （３９）

其中 ξ，ρ 由式（２６ｂ）和（２６ｃ）给出； α，β，ｋ，ｌ，ｄ，Ｃ 是任意实常数，

　 　 ａ ＝ λ
ｓ（α２ － ｓβ２）

， Ｅ ＝ ρ
２ｓ（α４ － ｓ２β４）

．

于是，我们得到方程（３５）的一个新解：

　 　 ｈ２ ＝ ｈ２（ξ） ＝ ｓｅｃ２（Ｅξ）
Ｃ － （ａ ／ Ｅ）ｔａｎ（Ｅξ）

＋ Ｅ
ａ

ｔａｎ（Ｅξ） ． （４０）

由方程（１８），得

　 　 ϕ（ξ） ＝ Ｄ ＋ Ａ
α２ － ｓβ２

－ αρ
α４ － ｓ２β４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ ＋ ２ｓαＥ（ａ２ ＋ Ｃ２Ｅ２）

ａ（ＣＥ － ａｔａｎ（Ｅξ））
， （４１）

其中 Ｄ 是任意实常数．
于是，我们得到方程（１）的一个新解，即
　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ２（ξ）ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）， （４２ａ）
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　 　 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ）， （４２ｂ）
其中 ｈ２（ξ），ϕ（ξ） 由式（４０）、（４１）给出．

类似于上面的讨论， 得到方程（１）的一个 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换：
　 　 ｈ′ｎ＋１ ＝ ｃｈ２

ｎ＋１ ＋ （ｂ ＋ ２ｃｈｎ）ｈｎ＋１， ｈｎ＋２ ＝ ｈｎ＋１ ＋ ｈｎ，

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ２（ξ）ｅｉｋ（ｘ＋ｌｙ＋ｄｔ＋ｇ）， ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ξ） ＝ ∫ ２λα（ｈ２（ξ）） ２ ＋ Ａ
α２ － ｓβ２ ｄξ，

其中 ｈｎ ＝ ｈｎ（ξ） 是方程（３５）的一个已知解．

注　 一般地，我们得到方程（５）的一个 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换：
　 　 ｖｎ ＝ ｈ１－ｍ

ｎ ， ｖ′ｎ＋１ ＝ （１ － ｍ）（ａｖ２ｎ＋１ ＋ （ｂ ＋ ２ａｖｎ）ｖｎ＋１）， ｖｎ＋２ ＝ ｖｎ＋１ ＋ ｖｎ， ｈｎ＋１ ＝ ｖ１ ／ （１－ｍ）
ｎ＋２ ，

其中 ｖｎ，ｖｎ＋１，ｖｎ＋２，ｈｎ，ｈｎ＋１ 是 ξ 的函数，ｈｎ ＝ ｈｎ（ξ） 是方程（５）的一个已知解．

４　 结　 　 论

因为 ｓ ＜ ０， 显然式（２１）是 ＤＳ⁃Ⅱ方程的解，但不是 ＤＳ⁃Ⅰ方程的解．如果在上述结果中令 Ａ
＝ ０， 则用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法得到的方程（１）的行波解都可以退化到利用首

次积分法得到的结果［２４］ ．然而利用首次积分法不能得到式（２１）．而且利用首次积分法求解方

程（１）时要分为 ＤＳ⁃Ⅰ方程和 ＤＳ⁃Ⅱ方程分别求解［１８］，而用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方

法可以统一得到方程（１）的精确行波解．值得一提的是，首次积分法没有所谓的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变

换，而 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法有一个自然的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，如果得到了方程

（１）的一个解，就可以得到方程（１）的无穷多个解．
许多非线性偏微分方程可以用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法求得精确解，而且在

Ｍａｐｌｅ 等数学软件的帮助下，使得 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助常微分方程方法可以高效和便捷地求

得非线性偏微分方程的行波解．
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