
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）０９⁃０９３６⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

格栅夹层梁热弯曲的等效微极热弹性分析
∗

张　 锐１，　 尚新春１，２

（１． 北京科技大学 国家材料服役安全科学中心， 北京 １０００８３；
２． 北京科技大学 数理学院 应用力学系， 北京 １０００８３）

摘要：　 将格栅夹层梁热弯曲等效为微极热弹性梁的受热变形，利用平面微极热弹性理论建立了

微极梁受热变形的控制方程组，给出了温度载荷下微极梁的位移表达式．通过胞元能量等效的方

法，得到了研究的格栅夹层梁等效微极热弹性梁材料参数．对比了等效微极梁模型和 ＡＮＳＹＳ 有限

元软件计算得到的温度载荷下悬臂格栅夹层梁受热弯曲变形的数值结果，两种方法得到的结果非

常接近，证明了微极热弹性梁是一种简单有效的模拟格栅夹层梁热变形的等效模型．
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引　 　 言

考虑内部微结构对格栅结构整体变形的影响，精确描述格栅结构的变形一直是人们所研

究的对象［１⁃１１］ ．其理论研究主要分为两个方面：一是研究夹芯（无表板）的面内变形，包括热应

力问题，已有许多成果．例如利用胞元分析的方法，分析蜂窝夹芯的等效弹性性能［１２⁃１３］ ．文献

［６］指出：分析格栅夹芯的面内变形时，格栅骨架自身旋转变形的影响是必须要考虑的，并且

应用微极弹性理论建立了相应的等效模型．通过引入微旋转及分布的微力偶，将不连续的格栅

结构整体等效为连续均匀的微极体，简化了建模与计算，得到的结果也非常精确［１４⁃１６］ ．二是研

究由表板与格栅夹芯构成的夹层梁和板结构的弯曲变形，由于同时考虑表板与夹芯的相互作

用，使得这类问题分析起来较为复杂［１７⁃１９］ ．特别是考虑单纯由变温引起的弯曲问题，所见文献

更少．
针对在力载荷作用下格栅夹层梁结构弯曲问题，已有研究者将软夹芯等效为只承受剪切

作用的连续体，并且考虑了表板的抗拉效应［１７］和抗拉及剪切效应［１８］，建立了夹层连续梁的等

效模型．然而，这些模型并未考虑夹芯中腹板自身的旋转变形对结构整体变形的影响．文献

［１９］指出：在格栅夹层结构的弯曲变形问题中，当腹板与表板的结合节点刚度较大可视为刚

性节点时，利用经典的连续体理论模型得到的结果在某些情况下会带来较大误差．并且通过结
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构矩阵分析的方法，引入微极弹性理论中的微转角来描述腹板自身弯曲变形的二阶变形效应，
给出了相应的考虑微极效应有限元分析模型．由于其采用的是有限元分析方法，并没有给出等

效微极梁的数学模型．
此外，考虑温度载荷的影响，分析格栅夹层梁的热弯曲变形的研究目前还比较少见．文献

［２０］利用有限元方法计算了温度载荷作用下格栅夹层结构的变形，但并未给出等效的理论模

型．在文献［１９］研究的基础上，文献［２１］进一步研究了温度载荷的作用，考虑了格栅夹层梁整

体变形所表现出的微极效应，但依然采用有限元方法来数值计算整体变形．文献［２２］曾假设夹

芯中腹板无弯曲，分析了自由热变形后胞元各组成部分在内力及协调关系约束下的变形，并利

用传递矩阵的方法得到了格栅夹层梁受热变形．在腹板与表板的结合节点刚度较大的情况下，
计算结果表明腹板无弯曲假设会引起较大的误差．因此，有必要考虑腹板自身的弯曲效应对整

体结构变形的影响．将格栅或多孔弹性体等效为微极弹性介质，在建立问题的数学模型时，可
以将问题纳入连续介质力学的框架来处理，使得在数学描述上更为简洁，即将由经典 Ｈｏｏｋｅ
（胡克）弹性材料制成的格栅夹层梁结构，等效成为一均匀连续的微极弹性梁进行理论分析．较
之经典理论来说，它将格栅夹芯中腹板的自身旋转与微极弹性理论中微旋转关联起来，考虑了

夹芯位移的局部二阶变形效应，能够更为精确地描述格栅夹层结构的弯曲变形，但是有关等效

微极弹性参数的确定仍然有较大的困难．
本文利用平面热弹性微极理论，建立了温度载荷作用下格栅夹层梁结构的等效微极弹性

梁弯曲问题的控制方程．通过胞元的能量等效，确定出了等效微极弹性梁的热弹性参数．作为

对比的参考，本文应用实体有限元对 Ｈｏｏｋｅ 弹性材料制成的格栅夹层梁实际结构数值计算了

其热变形，而由本文等效微极弹性梁模型计算的结果与之对比，二者结果的一致性验证了等效

微极弹性梁模型的正确性．

１　 微极热弹性悬臂梁的理论分析

为了建立格栅夹层梁的等效微极弹性梁模型，下面列出经典平面热弹性微极理论的平衡

方程、本构方程和几何方程［１１］：
　 　 ｔｉｊ，ｉ ＋ ρｆ ｊ ＝ ρｕ ｊ， ｍｉｚ，ｉ ＋ εｚｍｎ ｔｍｎ ＋ ρｌｚ ＝ ρＪΦｚ，　 　 ｉ， ｊ，ｍ，ｎ ＝ ｘ，ｙ， （１）
　 　 ｔｉｊ ＝ － β０Ｔδｉｊ ＋ λεｍｍδｉｊ ＋ （μ ＋ ｋ）εｉｊ ＋ με ｊｉ， ｍｉｚ ＝ ｒγｚｉ， （２）
　 　 εｉｊ ＝ ｕ ｊ，ｉ － εｉｊｚϕｚ， γｚｉ ＝ ϕｚ，ｉ ． （３）
在温度载荷作用下，不考虑体力和体力偶，仅考虑静态变形，将式（２）和（３）代入式（１）中，

得到由位移表达的平衡方程为

　 　 （λ ＋ ２μ ＋ ｋ）ｕｘ，ｘｘ ＋ （μ ＋ ｋ）ｕｘ，ｙｙ ＋ （λ ＋ μ）ｕｙ，ｘｙ ＋ ｋϕｚ，ｙ ＝ β０Ｔ，ｘ， （４）
　 　 （λ ＋ μ）ｕｘ，ｘｙ ＋ （μ ＋ ｋ）ｕｙ，ｘｘ ＋ （λ ＋ ２μ ＋ ｋ）ｕｙ，ｙｙ － ｋϕｚ，ｘ ＝ β０Ｔ，ｙ， （５）
　 　 ｒ（ϕｚ，ｘｘ ＋ ϕｚ，ｙｙ） － ｋ（ｕｘ，ｙ － ｕｙ，ｘ） － ２ｋϕｚ ＝ ０． （６）
假设微极梁的位移和微转动有如下形式：
　 　 ｕｘ ＝ Ｕ（ｘ） ＋ ｙθ（ｘ）， ｕｙ ＝ Ｗ（ｘ）， ϕｚ ＝ ϕ（ｘ） ． （７）

将式（７）代入式（４） ～ （６）中，并将式（４） ～ （６）沿梁厚度方向积分，即

　 　 （λ ＋ ２μ ＋ ｋ） (∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｕ，ｘｘｄｙ ＋ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙθ，ｘｘｄｙ ) ＝ β０∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｔ，ｘｄｙ， （８）

　 　 （λ ＋ μ）∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

θ，ｘｄｙ ＋ （μ ＋ ｋ）∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｗ，ｘｘｄｙ － ｋ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ϕ，ｘｄｙ ＝ β０∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｔ，ｙｄｙ， （９）
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　 　 ｒ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ϕ，ｘｘｄｙ － ｋ (∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

θｄｙ － ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｗ，ｘｄｙ ) － ２ｋ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ϕｄｙ ＝ ０， （１０）

　 　 （λ ＋ ２μ ＋ ｋ） (∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙＵ，ｘｘｄｙ ＋ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙ２θ，ｘｘｄｙ ) ＝ β０∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙＴ，ｘｄｙ ． （１１）

考虑温度沿梁长度方向无变化的情况，控制方程（８） ～ （１１）可简化为

　 　 Ｕ，ｘｘ ＝ ０， （１２）
　 　 θ，ｘｘ ＝ ０， （１３）

　 　 θ ＝ Ｗ，ｘ ＋ ｒ
ｋ

ϕ，ｘｘ － ２ϕ， （１４）

　 　 ϕ，ｘｘｘｘ ＋ ｋ（２μ ＋ ｋ）
ｒ（μ ＋ ｋ）

ϕ，ｘｘ ＝ ０． （１５）

悬臂梁固支端边界条件为

　 　 ｕｘ（０） ＝ ０， ｕｙ（０） ＝ ０， ｕｙ，ｘ（０） ＝ ０， ϕｚ（０） ＝ ０． （１６）
自由端边界条件为

　 　

(∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｔｘｘｄｙ )
ｘ ＝ ｌ

＝ [ － β０∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｔｄｙ ＋ （λ ＋ ２μ ＋ ｋ）ｈＵ，ｘ ]
ｘ ＝ ｌ

＝ ０，

(∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙｔｘｘｄｙ ＋ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｍｘｚｄｙ )
ｘ ＝ ｌ

＝

　 　 [ － β０∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｙＴｄｙ ＋ （λ ＋ ２μ ＋ ｋ） ｈ３

１２
θ，ｘ ＋ ｒｈϕ，ｘ ]

ｘ ＝ ｌ
＝ ０，

(∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｔｘｙｄｙ )
ｘ ＝ ｌ

＝ ［（μ ＋ ｋ）ｈＷ，ｘ ＋ μｈθ － ｋｈϕ］ ｘ ＝ ｌ ＝ ０ ．

ì

î
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ï
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（１７）

温度载荷为

　 　 Ｔ（ｙ） ＝ θ０ ＋ θ１ｙ ． （１８）
解由式（１２） ～ （１５）组成的控制方程组，考虑到边界条件（１６） ～ （１７）和温度载荷式（１８），

得到温度载荷作用下悬臂微极梁的弯曲变形结果：

　 　

ｕｘ（ｘ，ｙ） ＝
β０θ０

λ ＋ ２μ ＋ ｋ
ｘ ＋ ｙ

β０θ１

λ
ｘ，

ｕｙ（ｘ） ＝ － ｘ２ ＋ １２ｒ － ｈ２（２μ ＋ ｋ）
６（２μ ＋ ｋ）

ｃｈ（ａ０ｘ） － １
ｃｈ（ａ０ ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

β０θ１

２λ
，

ϕｚ（ｘ） ＝ －
β０θ１

λ
ｘ ＋ １２ｒ － ｈ２（２μ ＋ ｋ）

１２λｒａ０ｃｈ（ａ０ ｌ）
β０θ１ｓｈ（ａ０ｘ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１９）

其中

　 　 ｋ（２μ ＋ ｋ）
ｒ（μ ＋ ｋ）

＞ ０， ａ０ ＝ ｋ（２μ ＋ ｋ）
ｒ（μ ＋ ｋ）

．

２　 格栅夹层梁的等效微极热弹性参数确定

考虑由 Ｈｏｏｋｅ 弹性材料制成的格栅夹层梁结构，其由相互平行的上、下表层和与上、下表

层垂直的中间格栅夹芯 ３ 部分组成，如图 １（ａ）所示．上、下表层内的温度分别为 Ｔ１，Ｔ２（Ｔ２ ＜
Ｔ１），厚度分别为 ｔ１，ｔ２，中线的间距为 Ｈ；夹芯内格栅腹板沿梁的长度方向等间距分布，格栅腹

板厚度为 ｔ，相邻腹板间的距离为 Ｌ；夹层梁宽度为 ｂ，长度为 ｌ ．上、下表层和格栅夹芯的弹性模
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量、Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比、热膨胀系数分别为 Ｅ１， Ｅ２ 和 Ｅ３；ν１， ν２ 和 ν３；α１， α２ 和 α３ ．
下面应用胞元分析和均匀化方法，将格栅夹层梁结构等效为均匀的微极热弹性梁．等效微

极梁的厚度、长度和宽度分别为 Ｈ，ｌ 和 ｂ ．选取如图 １（ｂ）所示的结构作为胞元进行分析．
利用文献［１４］中的胞元分析方法，假设夹层结构内上、下表层中任意一点的位移均可由

夹层结构中线处的横向位移 ｕ０ 和转角 ϕ０，纵向位移 ｖ０ 及微转动 θ０， 表示为

　 　 ｕ ＝ ｕ０ ＋ ｙϕ０， ｖ ＝ ｖ０， θ ＝ θ０ ． （２０）

（ａ） 格栅夹层结构 （ｂ） 胞元

（ａ） Ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｅｌｌ
图 １　 格栅夹层结构及胞元示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｅｌｌ

以位移 ｕ０，ｖ０ 和转角 ϕ０ 及微转动 θ０ 做为初始位移，与其间隔 ｘ 长度的截面上的位移与微

转动可以用 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开的方法表示为

　 　

ｕ ＋ ＝ ｕ０ ＋ Ｈ
２

ϕ０ ＋ ｘ ε０
ｘ ＋ Ｈ

２
κ０

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ － ＝ ｕ０ － Ｈ
２

ϕ０ ＋ ｘ ε０
ｘ － Ｈ

２
κ０

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｖ ＝ ｖ０ ＋ ｘε０
ｙ， θ ＝ θ０ ＋ ｘμ０

ｘ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２１）

其中

　 　 ε０
ｘ ＝ ｄｕ０

ｄｘ
， κ０

ｘ ＝ ｄϕ０

ｄｘ
， ε０

ｙ ＝ ｄｖ０

ｄｘ
， μ０

ｘ ＝ ｄθ０

ｄｘ
，

上标“＋”表示上表层内的横向位移，上标“ －”表示下表层内的横向位移．纵向位移和微转动不

随梁厚度变化，其在上、下表层内相同．考虑上、下表层材料、厚度相同的情况，其横截面积和惯

性矩分别为 Ａ１ ＝ ｂｔ１，Ｉ１ ＝ ｂｔ３１ ／ １２．腹板的惯性矩为 Ｉ３ ＝ ｂｔ３３ ／ １２．温度载荷作用下，胞元的应变能为

　 　 Ｕ ＝ Ｌ
２

２Ｅ１Ａ１（ε０
ｘ） ２ ＋ １

２
Ｅ１Ａ１Ｈ２ ＋ ３Ｅ３Ｉ３

Ｌ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （κ０

ｘ） ２ ＋ ６Ｅ３Ｉ３
Ｌ
Ｈ

κ０
ｘμ０

ｘ
é

ë
êê ＋

　 　 　 　
２４Ｅ１Ｉ１
Ｌ２ （ε０

ｙ － θ０） ２ ＋
１２Ｅ３Ｉ３
ＬＨ

（ϕ０ ＋ θ０） ２ ＋ ２Ｅ１Ｉ１ ＋
３Ｅ３Ｉ３Ｌ

Ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （μ０

ｘ） ２ －

　 　 　 　 ２Ｅ１Ａ１α１（Ｔ１ ＋ Ｔ２）ε０
ｘ － Ｅ１Ａ１α１Ｈ（Ｔ１ － Ｔ２）κ０

ｘ ＋ Ｅ１Ａ１α２
１（Ｔ２

１ ＋ Ｔ２
２）

ù

û
úú ． （２２）

考虑微极热弹性梁沿其长度方向与厚度方向性能的差异，对于同胞元长度相同的微极梁

中所包含的应变能可表示为

　 　 Ｕ ＝ ｂ
２ ∫

Ｌ ／ ２

－Ｌ ／ ２
∫Ｈ／ ２

－Ｈ ／ ２

εｘｘ

εｘｙ

εｙｘ

γｚｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｔ λ ＋ ２μ ＋ ｋ１ ０ ０ ０
０ μ ＋ ｋ１ μ ０
０ μ μ ＋ ｋ２ ０
０ ０ ０ ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

εｘｘ

εｘｙ

εｙｘ

γｚｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
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　 　 　 　 ２β０Ｔεｘｘ ＋
β２

０Ｔ２

λ ＋ ２μ ＋ ｋ

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｄｙｄｘ ． （２３）

将式（２１）代入式（２３）得到微极热弹性梁胞元应变能的表达形式为

　 　 Ｕ ＝ ｂＨＬ
２

（λ ＋ ２μ ＋ ｋ１）（ε０
ｘ） ２ ＋ Ｈ２

１２
（λ ＋ ２μ ＋ ｋ１） ＋ Ｌ２

１２
（μ ＋ ｋ２）

é

ë
êê

ù

û
úú{ （κ０

ｘ） ２ ＋

　 　 　 　 Ｌ２

６
ｋ２κ０

ｘμ０
ｘ ＋ Ｌ２

１２
（ｋ１ ＋ ｋ２） ＋ ｒé

ë
êê

ù

û
úú （μ０

ｘ） ２ ＋ （μ ＋ ｋ１）（ε０
ｙ － θ０） ２ ＋

　 　 　 　 ２μ（ε０
ｙ － θ０）（ϕ０ ＋ θ０） － （μ ＋ ｋ２）（ϕ０ ＋ θ０） ２ ２β０

Ｈ (ε０
ｘ∫Ｈ／ ２

－Ｈ ／ ２
Ｔｄｙ ＋ κ０

ｘ∫Ｈ／ ２

－Ｈ ／ ２
ｙＴｄｙ ) －

　 　 　 　
β２

０

（λ ＋ ２μ ＋ ｋ）Ｈ ∫
Ｈ／ ２

－Ｈ ／ ２
Ｔ２ｄｙ} ． （２４）

设等效的微极梁横向热膨胀性能须与格栅夹层梁横向热膨胀性能相同，对比式（２２）和式

（２４），得到微极梁的等效热弹性材料参数为

　 　
β０ ＝ （λ ＋ ｋ１）α１， λ ＝

２Ｅ１ ｔ１
Ｌ

３Ｌ
Ｈ

－
ｔ２１
ＨＬ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２Ｅ３ ｔ３３Ｌ
Ｈ４ ， μ ＝ ０，

ｋ１ ＝
２Ｅ１ ｔ３１
ＨＬ２ ， ｋ２ ＝

Ｅ３ ｔ３３
ＬＨ２ ， ｒ ＝

Ｅ３ ｔ３３Ｌ
６Ｈ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２５）

等效微极梁中材料参数 ｋ 取沿其长度方向的材料参数 ｋ１ 代替，认为沿梁厚度方向的材料

参数 ｋ２ 对格栅夹层梁整体变形无影响．

３　 数值算例及结果

取总长度为 ｌ ＝ ｎＬ（ｎ 为胞元个数）的悬臂格栅夹层梁结构作为算例，利用本文等效微极热

弹性梁方法计算悬臂格栅夹层梁受热后的弯曲变形，并与有限元方法（ＦＥＭ）计算得到的结果

进行比较．上、下表层和中间腹板材料相同，均为铝合金材料，弹性模量为 Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ Ｅ３ ＝ ７５ ＧＰａ、
Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ν１ ＝ ν２ ＝ ν３ ＝ ０．３，热膨胀系数为 α１ ＝ α２ ＝ α３ ＝ １．８ × １０ －５ ℃ －１ ．夹层结构的形状可

由几何参数 ｔ１ ／ Ｌ ＝ ｔ２ ／ Ｌ ＝ ｔ３ ／ Ｌ ＝ ｂ ／ Ｌ ＝ ０．０４ 和 Ｈ ／ Ｌ ＝ １ 得到．取胞元数 ｎ ＝ ２０，上表层内的温度

Ｔ１ ＝ ４００ ℃，下表层内的温度 Ｔ２ ＝ １００ ℃ ．将坐标原点固定于悬臂结构固定端中点，应用 ＡＮＳＹＳ
有限元软件计算时，采用 Ｓｏｌｉｄ４５ 三维体单元．

在上述材料参数和几何参数的条件下，改变上、下表层和腹板厚度以及格栅夹层梁的整体

宽度 ｔ１ ／ Ｌ ＝ ｔ２ ／ Ｌ ＝ ｔ３ ／ Ｌ ＝ ｂ ／ Ｌ ＝ ０．０４，采用有限元方法、文献［２２］中的方法以及本文方法计算得

到的温度载荷作用下悬臂格栅夹层梁上表层挠度的结果如表 １ 所示．与文献［２２］中方法计算

得到的悬臂格栅夹层梁上表层挠度曲线相比，本文等效微极梁方法计算得到的结果与有限元

方法得到的结果更为接近．与参考文献相比，本文等效微极梁方法考虑了格栅夹芯内腹板自身

的弯曲变形对格栅夹层结构整体弯曲的影响，在分析格栅夹层结构弯曲变形时，腹板自身的弯

曲效应不可被忽略，否则会造成较大的误差．
图 ２ 给出了由本文等效微极热弹性梁方法和有限元方法计算得到的悬臂格栅夹层梁受热

后，等效微极梁和有限元方法得到的夹层梁上、下表层挠度随结构长度方向的变化曲线．由有

限元方法得到的结果可见，夹层梁上、下表层挠度曲线非常接近，夹层梁整体厚度基本无变化，
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取夹层梁上表层的挠度曲线作为其整体的挠度曲线，挠度最大值位于悬臂梁自由端．本文等效

微极热弹性梁方法与有限元方法计算得到的挠度曲线基本重合，等效微极热弹性梁方法可以

准确地计算悬臂格栅夹层结构受热弯曲变形．
表 １　 ３ 种方法计算得到的上表层挠度值 ｕｙ ／ Ｌ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｕｙ ／ Ｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｐ ｆａｃｅ ｌａｙｅｒ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４ １６ １８ ２０

ＦＥＭ ０．００８ １ ０．０４０ ７ ０．０９４ ９ ０．１７０ ７ ０．２６８ ０ ０．３８７ ０ ０．５２７ ５ ０．６８９ ５ ０．８７３ ２ １．０７７ ９

ｒｅｆ．［２２］ ０．０１１ ０ ０．０４４ ０ ０．０９９ １ ０．１７６ １ ０．２７５ ２ ０．３９６ ２ ０．５３９ ３ ０．７０４ ３ ０．８９１ ４ １．１００ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．０１０ ８ ０．０４３ ２ ０．０９７ ２ ０．１７２ ８ ０．２７０ ０ ０．３８８ ９ ０．５２９ ３ ０．６９１ ３ ０．８７４ ９ １．０８０ １

图 ２　 悬臂格栅夹层梁挠度曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

表 ２　 上、下表层相对厚度对格栅夹层梁挠度最大值 ｕｙ ｍａｘ 的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｏｐ ａｎｄ ｂｏｔｔｏｍ ｆａｃｅ ｌａｙｅｒｓ ｏｎ ｍａｘｉｍａｌ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｙ ｍａｘ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

ｔ１ ／ Ｌ ０．０２ ０．０４ ０．０８ ０．１０ ０．２０

ｕｙ ｍａｘ ／ Ｌ
ｐｒｅｓｅｎｔ １．０７６ １ １．０７９ ７ １．０８１ ８ １．０８３ １ １．０９４ １

ＦＥＭ １．０７８ ０ １．０７７ ７ １．０７２ ９ １．０６７ ６ １．０１０ ８

表 ３　 腹板相对厚度对格栅夹层梁挠度最大值 ｕｙ ｍａｘ 的影响

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｗｅｂｓ ｏｎ ｍａｘｉｍａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｙ ｍａｘ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

ｔ３ ／ Ｌ ０．０２ ０．０４ ０．０８ ０．１０ ０．２０

ｕｙ ｍａｘ ／ Ｌ
ｐｒｅｓｅｎｔ １．０８０ １ １．０７９ ７ １．０７６ ５ １．０７３ １ １．０２４ ０

ＦＥＭ １．０７４ ６ １．０７７ ７ １．０７５ １ １．０７２ ６ １．０４６ ３

表 ４　 夹芯相对厚度对格栅夹层梁挠度最大值 ｕｙ ｍａｘ 的影响

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｒｅ ｏｎ ｍａｘｉｍａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｙ ｍａｘ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

Ｈ ／ Ｌ ０．５ １ ２ ３ ４ ５

ｕｙ ｍａｘ ／ Ｌ
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．１５９ １ １．０７９ ７ ０．５３９ ３ ０．３５８ ８ ０．２６８ ３ ０．２１３ ８

ＦＥＭ ２．１５３ ６ １．０７７ ７ ０．５３８ ２０ ０．３５８ ４０ ０．２６７ ６４ ０．２１５ ８６

　 　 表 ２～表 ４ 分别给出了上、下表层相对厚度，腹板相对厚度和夹芯相对厚度对格栅夹层梁

挠度最大值 ｕｙｍａｘ 的影响．如表 ２ 所示，上、下表层相对厚度对格栅夹层梁挠度最大值影响非常

小．利用本文方法与有限元方法计算得到的上、下表层相对厚度对格栅夹层梁挠度最大值的影
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响趋势相反．利用等效微极梁方法计算得到的格栅夹层梁挠度最大值随上、下表层厚度的增加

而增加，有限元方法计算得到的格栅夹层梁挠度最大值随上、下表层厚度的增加而减小．本文

中等效的微极梁厚度仅与上、下表层中线间距有关，并未考虑到上、下表层厚度变化后微极梁

整体厚度的变化，造成本文等效微极梁中对格栅夹层梁上、下表层相对厚度变化的影响趋势与

有限元方法得到的结果不一致．表 ３、表 ４ 的结果表明，夹层梁挠度最大值随腹板厚度的增加和

腹板长度的增加而减小，本文方法与有限元方法计算得到的结果非常接近．腹板厚度越厚或长

度越长，对夹层梁弯曲的抑制效果越明显，夹层梁弯曲最大值越小．

图 ３　 整体相对长度对格栅夹层梁挠度 图 ４　 温差对格栅夹层梁挠度

最大值 ｕｙ ｍａｘ 的影响 最大值 ｕｙ ｍａｘ 的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｍａｘｉｍａｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ ｍａｘｉｍａｌ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｙ ｍａｘ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｙ ｍａｘ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

图 ３～图 ４ 分别给出了格栅夹层梁整体相对长度和上、下表层温差 ΔＴ（ ＝ Ｔ１ － Ｔ２） 对格栅

夹层梁挠度最大值的影响．格栅夹层梁挠度最大值随格栅夹层梁包含的胞元数的增加和上、下
表层间温差的增加而增加，本文等效微极梁得到的结果与有限元方法得到的结果基本吻合，夹
层梁包含的胞元数目和上、下表层间温差对本文方法精确性并无显著影响．

４　 结　 　 论

本文将格栅夹层梁热弯曲等效为微极热弹性梁的受热变形，利用经典的平面微极热弹性

理论建立了微极梁受热变形的控制方程组，给出了温度载荷下微极梁弯曲的位移表达式．通过

对比微极热弹性梁与矩阵分析方法得到的格栅夹层梁胞元能量确定了等效的微极梁材料参

数．数值比较了等效微极梁模型和 ＡＮＳＹＳ 有限元软件计算得到的温度载荷下悬臂格栅夹层梁

在温度载荷下的弯曲变形．结果表明本文模型与有限元模型计算得到的结果非常接近，证明了

本文模型的正确性．本文模型可以作为一种简单有效的计算温度载荷作用下格栅夹层梁弯曲

变形的方法．
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ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ
ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｅｌｌ ｅｎｅｒｇｙ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ
ｂｅａｍ’ｓ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｑｕｉｖａ⁃
ｌｅｎｔ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ＡＮＳＹＳ ＦＥＭ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｃｌｏｓｅ ｔｏ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｔｈｏｄ， ｗｈｉｃｈ
ｖａｌｉｄａｔｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｉｓ ａ ｓｉｍｐｌｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌ ｔｏ
ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｇｒｉｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ； ｔｈｅｒｍａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ； ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ； ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａ⁃
ｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｈｉｇｈ⁃ｔｅｃｈ Ｒ＆Ｄ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（８６３ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（２０１２ＡＡ０３Ａ５１３）

４４９ 格栅夹层梁热弯曲的等效微极热弹性分析


