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摘要：　 从张量方法推导出的轴对称薄球壳屈曲方程出发，推导出在均布外压与温度耦合作用下

用位移表示的薄球壳热屈曲方程；应用虚功原理建立薄球壳屈曲最小势能泛函；进一步用 Ｒｉｔｚ（里
兹）法分析了周边简支的半球壳的 ３ 种热屈曲问题．得到了： １） 温度不超过屈曲临界温度值时，均
布外压的临界载荷；２） 均布外压载荷为 ０ 时，屈曲临界温度值；３） 均布外压载荷不超过临界载荷

时，屈曲临界温度值．
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引　 　 言

近年来，许多学者对壳体的热屈曲问题展开了研究．１９５９ 年，Ａｂｉｒ 和 Ｎａｒｄｏ 用 Ｄｏｎｎｅｌｌ 壳体

理论研究了薄壁圆柱壳的热屈曲问题，他们将沿柱坐标变化的热应力用 Ｆｏｕｒｉｅｒ（傅里叶）级数

表示，得到了在不同热应力条件下的轴向屈曲应力［１］ ．１９６６ 年，Ｍａｈａｙｎｉ 应用大挠度板壳理论，
研究了简支情况下圆柱壳的热屈曲问题，在温度沿轴向呈抛物线变化情况下，求解临界温

度［２］ ．１９７０ 年，Ｃｈａｎｇ 和 Ｃａｒｄ 使用有限差分和模态迭代的方法分析了环向均匀加强正交多层

加筋圆柱壳的热屈曲问题．在假设壳体和加强筋温度均匀分布的条件下，用最小余能原理获得

平衡方程，讨论了热荷载的影响［３⁃４］ ．１９７３ 年，Ｇｕｐｔａ 和 Ｗａｎｇ 研究了简支固定条件下的正交各

向异性圆柱壳的热屈曲问题，并用 Ｒｉｔｚ 法得到了临界温度载荷［５］ ．２００４ 年，Ｓｈｅｎ 应用基于壳体

屈曲的边界层理论研究了圆柱壳在均匀变化条件下的热屈曲问题，研究了热屈曲载荷和后屈

曲平衡路径［６］ ．２００５ 年，Ｗｕ 等用 Ｄｏｎｎｅｌｌ 壳体理论研究了不同温度场下圆柱壳的热屈曲问

题［７］ ．２００３ 年，Ｓｈａｈｓｉａｈ 等研究了各向同性材料扁球壳在均匀、径向线性均匀变化和径向非线

性均匀变化 ３ 种不同温度载荷作用下的热屈曲稳定性问题［８］ ．２００８ 年，Ｎａｊ 等基于 Ｓａｎｄｅｒ 一阶

非线性壳体理论研究了去顶圆锥壳热应力载荷下的屈曲行为［９］ ．２０１０ 年，Ｈａｆｅｚａｌｋｏｔｏｂ 和 Ｅｓｌａ⁃
ｍｉ 分别研究了功能梯度材料扁球壳简支固定条件下的热屈曲问题，扁球壳在均匀外压、温度

以及均匀外压和温度耦合作用下的热屈曲问题［１０］ ．２０１３ 年，Ｓａｂｚｉｋａｒ 等研究了功能梯度材料扁

４２９

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ９ 期
　 ２０１５ 年 ９ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．９，Ｓｅｐ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１５⁃０５⁃１４； 修订日期：　 ２０１５⁃０６⁃２５
基金项目：　 国家自然科学基金（１１３７２２０７）；山西省自然科学基金（２０１３０１１００５⁃４）
作者简介：　 李忱（１９５９—），男，浙江人，教授，博士，硕士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｔｙｄｚ＿ｌｃ＠ １２６．

ｃｏｍ）．



球壳的热屈曲问题，文中考虑了均匀、径向线性均匀变化和径向非线性均匀变化 ３ 种温度载荷

作用下的热屈曲问题［１１］ ．２０１５ 年，Ａｎｈ 等应用前屈曲一致理论分析了去顶环形薄球壳在外载

荷和热荷载共同作用下的稳定性问题，用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）法获得临界载荷（温度）⁃挠度曲

线［１２］ ．
热屈曲问题已成为固体力学分支的前沿课题．但是，对于薄球壳外压和温度耦合作用的热

屈曲研究尚未见到文献报道．本文研究了薄球壳分支点热屈曲问题，从张量方法推导出的薄球

壳屈曲方程出发，推导出均布外压与温度耦合作用下，用位移表示的薄球壳热屈曲方程．应用

虚功原理建立薄球壳屈曲最小势能泛函，进一步用 Ｒｉｔｚ 法分析了 Ｚｒ５８．６Ａｌ１５．４Ｃｏ１３Ｃｕ１３金属玻璃

半球壳周边简支的 ３ 种热屈曲问题，得到临界载荷（温度）⁃厚度曲线．并将纯荷载数值计算结

果与分支点失稳问题经典理论结果比较，本文得到的结论更接近实验结果．

１　 基 本 方 程

１．１　 几何方程

设 εφ，εθ 和 εｒ 分别表示壳体中面上任意点在正交坐标系下沿φ，θ和 ｒ ３个坐标轴（见图１）
的正应变；ｕ，ｖ 和 ｗ为沿 φ，θ和 ｒ的位移分量；κφ 和 κθ 分别是 φ和 θ 方向的曲率变化．考虑轴对

称性，壳体上任一点都只有沿子午线方向和沿中面法线方向的两个位移 ｕ和ｗ，而 ｖ ＝ ０．由此可

以得到球壳中面上在球坐标系下的应变为［１３］

　 　
εφ ＝ （ｕ∗ ＋ ｗ） ／ Ｒ， εθ ＝ （ｕｃｏｔ φ ＋ ｗ） ／ Ｒ，
κφ ＝ （ｗ∗ － ｕ）∗ ／ Ｒ２， κθ ＝ ｃｏｔ φ（ｗ∗ － ｕ） ／ Ｒ２，{ （１）

式中， （）∗ ＝ ∂（） ／ ∂φ， 以下采用相同的标记．

图 １　 球坐标系 图 ２　 薄球壳的载荷图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

１．２　 球壳热本构方程

弹性理论中研究的是外力作用下产生的应力，但是引起物体产生应力的不仅仅有外力，温
度同样可以引起物体产生应力、应变和位移．在仅考虑温度初值和增值的情况时，根据文献

［１４］推出球壳的热本构方程为

　 　

Ｎφ ＝ Ｄ（εφ ＋ μεθ） － ＥｈαＴ ／ （１ － μ），
Ｎθ ＝ Ｄ（εθ ＋ μεφ） － ＥｈαＴ ／ （１ － μ），
Ｍφ ＝ Ｋ（κφ ＋ μκθ） － （Ｅｈ３αＴ） ／ ［１２Ｒ（１ － μ）］，
Ｍθ ＝ Ｋ（κθ ＋ μκφ） － （Ｅｈ３αＴ） ／ ［１２Ｒ（１ － μ）］，
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式中， Ｄ ＝ Ｅｈ ／ （１ － μ２），Ｋ ＝ Ｅｈ３ ／ １２（１ － μ２）；Ｔ 为温度差．
１．３　 球壳的热稳定性方程

文献［１５］研究薄球壳稳定性问题时，选择各向同性材料厚度均匀的球壳，并假设壳体是

无初始应力的理想完善模型．随着载荷逐渐增加到某一值，薄球壳以初始的无矩状态Ⅰ转变为

附加的有矩状态Ⅱ，并且以此来定义分支点稳定性问题．限制在线性理论范围内，认为附加状

态Ⅱ非常接近初始状态Ⅰ．分支点是从初始的无矩状态Ⅰ转变为附加的有矩状态Ⅱ的分界点，
即临界点．由文献［１５］得到张量方法推导出的球坐标系下的轴对称薄球壳的屈曲方程：

　 　

（ＮφＲｓｉｎ φ）∗ － ＮθＲｃｏｓ φ － ＱφＲｓｉｎ φ ＋ ＰＲ（ｗ∗ － ｕ）ｓｉｎ φ ＋

　 　 Ｎ
－

φ（ｗ∗ － ｕ）ｓｉｎ φ ＋ Ｎ
－

φ［（ｕ∗ ＋ ｗ）∗ｓｉｎ φ ＋ （ｕ∗ ＋ ｗ）ｃｏｓ φ］ －

　 　 Ｎ
－

θ（ｕｃｏｔ φ ＋ ｗ）ｃｏｓ φ ＝ ０，
ＮθＲｓｉｎ φ ＋ ＮφＲｓｉｎ φ ＋ （ＱφＲｓｉｎ φ）∗ ＋ ＰＲ（ｕ∗ ＋ ｕｃｏｔ φ ＋ ２ｗ）ｓｉｎ φ －

　 　 Ｎ
－

φ［（ｗ∗ － ｕ）ｓｉｎ φ］∗ ＋ Ｎ
－

θ（ｕｃｏｔ φ ＋ ｗ）ｓｉｎ φ ＋ Ｎ
－

φ（ｕ∗ ＋ ｗ）ｓｉｎ φ ＝ ０，
（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ － ＲＱφｓｉｎ φ ＝ ０，
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式中， Ｎ
－

φ 和Ｎ
－

θ 分别表示状态Ⅰ时外压 Ｐ在 φ和 θ轴方向的薄膜力；Ｎφ 和 Ｎθ 分别表示状态Ⅱ
时在 φ 和 θ 轴方向的薄球壳内力；Ｍφ 和 Ｍθ 分别表示状态 Ⅱ 时在 φ 和 θ 轴方向的薄球壳内力

矩；Ｑφ 表示状态 Ⅱ 时在 φ 轴方向的薄球壳横向剪切力．
考虑球壳只受到轴对称均匀外压 Ｐ 的作用，温度 Ｔ 为 ０，根据薄膜理论可以得到状态Ⅰ时

的薄膜力：

　 　 Ｎ
－
′φ ＝ Ｎ

－
′θ ＝ － ＰＲ ／ ２． （４）

将式（４）代入式（３），得到

　 　

（Ｎφｓｉｎ φ）∗ － Ｎθｃｏｓ φ － Ｑφｓｉｎ φ ＋

　 　 Ｐ
２
（ｕ ｃｏｔ２φｓｉｎ φ － ｕｓｉｎ φ － ｕ∗ｃｏｓ φ － ｕ∗∗ｓｉｎ φ） ＝ ０，

Ｎθｓｉｎ φ ＋ Ｎφｓｉｎ φ ＋ （Ｑφｓｉｎ φ）∗ ＋ Ｐ
２
（ｗ∗∗ｓｉｎ φ ＋ ｗ∗ｃｏｓ φ ＋ ２ｗｓｉｎ φ） ＝ ０，

（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ ＝ ＲＱφｓｉｎ φ ．
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考虑球壳只受到温度载荷 Ｔ 的作用，Ｐ 为 ０，根据薄膜理论可以得到状态Ⅰ时的薄膜力：

　 　 Ｎ
－
″φ ＝ Ｎ

－
″θ ＝ － ＥαｈＴ ／ （１ － μ） ． （６）

将式（６）代入式（３），得到

　 　

（Ｎφｓｉｎ φ）∗ － Ｎθｃｏｓ φ － Ｑφｓｉｎ φ ＋

　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

［ｕ（１ － ｃｏｔ２φ） － ｕ∗∗ － ｕ∗ｃｏｔ φ － ２ｗ∗ － ２ｗｃｏｔ φ］ｓｉｎ φ ＝ ０，

Ｎθｓｉｎ φ ＋ Ｎφｓｉｎ φ ＋ （Ｑφｓｉｎ φ）∗ ＋

　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

（ｗ∗∗ ＋ ｗ∗ｃｏｔ φ － ２ｗ － ２ｕ∗ － ２ｕｃｏｔ φ）ｓｉｎ φ ＝ ０，

（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ － ＲＱφｓｉｎ φ ＝ ０ ．
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球壳同时受到轴对称均匀的外压 Ｐ 和温度载荷 Ｔ 的耦合作用，根据薄膜理论可以得到状

态Ⅰ时的薄膜力：
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　 　 Ｎ
－
‴φ ＝ Ｎ

－
‴θ ＝ － ＥαｈＴ ／ （１ － μ） － ＰＲ ／ ２． （８）

将方程（８）代入方程（３）中，可以得到薄球壳屈曲状态的热屈曲方程：

　 　

（Ｎφｓｉｎ φ）∗ － Ｎθｃｏｓ φ － Ｑφｓｉｎ φ ＋ Ｐ
２
（ｕｃｏｔ２φ － ｕ∗∗ － ｕ∗ｃｏｔ φ － ｕ）ｓｉｎ φ ＋

　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

［ｕ（１ － ｃｏｔ２φ） － ｕ∗∗ － ｕ∗ｃｏｔ φ － ２ｗ∗ － ２ｗｃｏｔ φ］ｓｉｎ φ ＝ ０，

Ｎθｓｉｎ φ ＋ Ｎφｓｉｎ φ ＋ （Ｑφｓｉｎ φ）∗ ＋ Ｐ
２
（ｗ∗∗ ＋ ｗ∗ｃｏｔ φ ＋ ２ｗ）ｓｉｎ φ ＋

　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

（ｗ∗∗ ＋ ｗ∗ｃｏｔ φ － ２ｗ － ２ｕ∗ － ２ｕｃｏｔ φ）ｓｉｎ φ ＝ ０，

（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ － ＲＱφｓｉｎ φ ＝ ０ ．
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２　 临界载荷求解

２．１　 球壳屈曲状态的势能泛函

设：沿子午线方向的虚位移为 δｕ，沿法线方向的虚位移为 δｗ ．将方程组（９） 的第 ３ 式代入

到前两式中，消去横向剪切力 Ｑφ 并选取外法线方向为正方向可得虚功方程为

　 　 － ∫∫
Ｓ

（Ｎφｓｉｎ φ）∗ － Ｎθｃｏｓ φ －
（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ

Ｒ
é

ë
ê
ê{ ＋

　 　 　 　 Ｐ
２
（ｕｃｏｔ２φ － ｕ － ｕ∗ｃｏｔ φ － ｕ∗∗）ｓｉｎ φ ＋

　 　 　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

（ｕ － ｕ ｃｏｔ２φ － ｕ∗ｃｏｔ φ － ｕ∗∗ － ２ｗ∗ － ２ｗｃｏｔ φ）ｓｉｎ φù

û
úú δｕ －

　 　 　 　 Ｎθｓｉｎ φ ＋ Ｎφｓｉｎ φ ＋
（Ｍφｓｉｎ φ）∗ － Ｍθｃｏｓ φ

Ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∗

＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 Ｐ
２
（ｗ∗∗ ＋ ｗ∗ｃｏｔ φ ＋ ２ｗ）ｓｉｎ φ ＋

　 　 　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

（ｗ∗∗ ＋ ｗ∗ｃｏｔ φ － ２ｕ∗ － ２ｕｃｏｔ φ － ２ｗ）ｓｉｎ φù

û
úú δｗ} Ｒｄφｄθ ＝ ０， （１０）

其中， Ｓ 为整个球面域．
考虑　 １） 分部积分

　 　 ∫∫
Ｓ
Ｇ ∂Ｆ

∂φ
ｄθｄφ ＝－ ∫∫

Ｓ
Ｆ ∂Ｇ

∂φ
ｄθｄφ ＋ ∮

Ｌ
（ＦＧ） φ２

φ１
ｄθ， （１１）

式中， Ｌ 指 θ 沿闭合曲线 Ｌ 积分．
２） 球壳边界为简支边界，即： Ｍφ ＝ Ｍθ ＝ ０．沿闭合曲线 Ｌ 上的积分为 ０，可得势能泛函 Π：

　 　 Π ＝ １
２ ∫∫Ａ {Ｎφ（ｕ∗ ＋ ｗ） ＋ Ｎθ（ｕｃｏｔ φ ＋ ｗ） ＋ １

Ｒ
Ｍφ（ｗ∗∗ － ｕ∗） ＋

　 　 　 　 １
Ｒ

Ｍθｃｏｔ φ（ｗ∗ － ｕ） ＋ Ｐ
２
［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） － （ｕ∗） ２ － （ｗ∗） ２ ＋ ２ｗ２］ ＋

　 　 　 　 ＥαｈＴ
Ｒ（１ － μ）

［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） ＋ （ｕ∗） ２ － ２ｗ∗ｕ ＋

　 　 　 　 ２ｕｗ（１ － ｃｏｔ φ） ＋ （ｗ∗） ２ ＋ ２ｕ∗ｗｃｏｓ φ ＋ ２ｗ２］ }Ｒｓｉｎ φｄφｄθ ． （１２）
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由初始的无矩状态Ⅰ转变为附加的有矩状态Ⅱ时，屈曲方程中已经考虑状态Ⅱ温度与外

压产生的变形．使用状态Ⅱ本构方程不应该重复考虑温度效应．
引入无量纲参数： Ｌ ＝ Ｅαｈ ／ （１ － μ），将几何方程和本构方程代入式（１２），得到以位移表示

的最小势能泛函：

　 　 Π ＝ １
２ ∫∫Ａ {Ｄ［（ｕ∗） ２ ＋ ２ｕ∗ｗ ＋ ２ｗ２ ＋ ２μ（ｕ∗ｗ ＋ ｕｕ∗ｃｏｔ φ ＋ ｗ２ ＋ ｕｗｃｏｔ φ） ＋

　 　 　 　 ２ｗｕｃｏｔ φ ＋ ｕ２ｃｏｔ２φ］ ＋ Ｋ
Ｒ２［（ｗ

∗∗） ２ ＋ （ｕ∗） ２ － ２ｗ∗∗ｕ∗ ＋

　 　 　 　 ２μ（ｗ∗∗ｗ∗ － ｕ∗ｗ∗ － ｕｗ∗∗ ＋ ｕｕ∗）ｃｏｔ φ ＋ （ｗ∗） ２ｃｏｔ２φ －

　 　 　 　 ２ｗ∗ｕｃｏｔ２φ ＋ ｕ２ｃｏｔ２φ］ ＋ ＲＰ
２

［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） － （ｕ∗） ２ ＋ ２ｗ２ － （ｗ∗） ２］ ＋

　 　 　 　 ＬＴ［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） ＋ （ｕ∗） ２ － ２ｗ∗ｕ ＋ ２ｕｗ（１ － ｃｏｔ φ） ＋ （ｗ∗） ２ ＋

　 　 　 　 ２ｕ∗ｗｃｏｓ φ ＋ ２ｗ２］ } ｓｉｎ φｄφｄθ ． （１３）

２．２　 球壳临界载荷计算

计算半径为 Ｒ 的半球壳，边界简支，受均匀外压载荷和温度载荷作用，且不考虑温度梯度

影响，则 φ ∈ ［０，π ／ ２］，θ ∈ ［０，２π］， 由此最小势能泛函式（１３）变为

　 　 Π ＝ １
２ ∫

π ／ ２

０
∫２π

０
{Ｄ［（ｕ∗） ２ ＋ ２ｕ∗ｗ ＋ ２ｗ２ ＋ ２μ（ｕ∗ｗ ＋ ｕｕ∗ｃｏｔ φ ＋

　 　 　 　 ｗ２ ＋ ｕｗｃｏｔ φ） ＋ ２ｗｕｃｏｔ φ ＋ ｕ２ｃｏｔ２φ］ ＋ Ｋ
Ｒ２［（ｗ

∗∗） ２ ＋ （ｕ∗） ２ －

　 　 　 　 ２ｗ∗∗ｕ∗ ＋ ２μ（ｗ∗∗ｗ∗ － ｕ∗ｗ∗ － ｕｗ∗∗ ＋ ｕｕ∗）ｃｏｔ φ ＋ （ｗ∗） ２ｃｏｔ２φ －

　 　 　 　 ２ｗ∗ｕｃｏｔ２φ ＋ ｕ２ｃｏｔ２φ］ ＋ ＲＰ
２

［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） － （ｕ∗） ２ ＋ ２ｗ２ － （ｗ∗） ２］ ＋

　 　 　 　 ＬＴ［ｕ２（１ － ｃｏｔ２φ） ＋ （ｕ∗） ２ － ２ｗ∗ｕ ＋ ２ｕｗ（１ － ｃｏｔ φ） ＋

　 　 　 　 （ｗ∗） ２ ＋ ２ｕ∗ｗｃｏｓ φ ＋ ２ｗ２］ } ｓｉｎ φｄφｄθ ． （１４）

设球壳失稳时的位移函数组：

　 　
ｗ ＝ Ａｎｓｉｎ ｎ φ ＋ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ ＝ Ｂｍｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

位移边界条件： ｕ φ ＝ π ／ ２ ＝ ｗ φ ＝ π ／ ２ ＝ ０；力的边界条件：Ｍθ φ ＝ π ／ ２ ＝ ０．显然，位移函数满足位

移边界条件和力的边界条件．把式（１５）代入到式（１４），积分可得到

　 　 Π ＝ π
ｎ２Ｋ
Ｒ２ Ｓ１３ － ｎ２ ＲＰ

２
－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１４ － ｎ３μＫ

Ｒ２ Ｓ１５ ＋ ｎ４Ｋ
Ｒ２ Ｓ６ ＋é

ë
ê
ê{

　 　 　 　 ２ Ｄ ＋ μＤ ＋ ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ６

ù

û
úú Ａ

２
ｎ ＋ ２ Ｄ（１ ＋ μ）Ｓ９ ＋ ＬＴＳ１０ － ｎＫ

Ｒ２ Ｓ１１ －é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ｎＬＴＳ１２ ＋ ｎ２μＫ
Ｒ２ Ｓ９ ＋ ｍ

２
ＬＴＳ３ ＋ ＬＴＳ１０ － ＬＴＳ１６

ù

û
úú ＡｎＢｍ ＋

　 　 　 　 ｍ２ Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１ ＋ ２ｍμ Ｄ ＋ Ｋ

Ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ４ ＋é

ë
ê
ê
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　 　 　 　 Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ７ ＋ ＲＰ

２
＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ８

ù

û
úú Ｂ

２
ｍ} ， （１６）

式中， Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１６） 在附录中给出．
由判别弹性系统平衡稳定性的能量准则可知：
δ２Π ＞ ０ 时，Π 为极小值，平衡状态是稳定的．
δ２Π ＜ ０ 时，Π 为极大值，平衡状态是不稳定的．
δ２Π ＝ ０ 时，Π 取驻值，平衡状态呈临界平衡状态．
根据最小势能原理，这些参数的值应使总势能 Π 取驻值，即

　 　 δΠ ＝ ∂Π
∂Ａｎ

δＡｎ ＋ ∂Π
∂Ｂｍ

δＢｍ ＝ ０．

因为 δＡｎ 和 δＢｍ 都是任意的，要使 δΠ ＝ ０，必须有 ∂Π ／ ∂Ａｎ ＝ ０ 和 ∂Π ／ ∂Ｂｍ ＝ ０， 由此可得

　 　 ∂Π
∂Ａｎ

＝ ｎ２Ｋ
Ｒ２ Ｓ１３ － ｎ２ ＲＰ

２
－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１４ － ｎ３μＫ

Ｒ２ Ｓ１５ ＋ ｎ４Ｋ
Ｒ２ Ｓ６ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ２ Ｄ ＋ μＤ ＋ ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ６

ù

û
úú Ａｎ ＋ ｍＤ（１ ＋ μ）Ｓ２ ＋ ｍｎ２Ｋ

Ｒ２ Ｓ２ －é

ë
ê
ê

ｎｍμＫ
Ｒ２ Ｓ５ ＋

　 　 　 　 Ｄ（１ ＋ μ）Ｓ９ ＋ ＬＴＳ１０ － ｎＫ
Ｒ２ Ｓ１１ － ｎＬＴＳ１２ ＋

　 　 　 　
ｎ２μＫ
Ｒ２ Ｓ９ ＋ ｍ

２
ＬＴＳ３ ＋ ＬＴＳ１０ － ＬＴＳ１６

ù

û
ú
ú Ｂｍ ＝ ０， （１７）

　 　 ∂Π
∂Ｂｍ

＝ ｍＤ（１ ＋ μ）Ｓ２ ＋ ｍｎ２Ｋ
Ｒ２ Ｓ２ － ｎｍμＫ

Ｒ２ Ｓ５
é

ë
ê
ê ＋ Ｄ（１ ＋ μ）Ｓ９ ＋ ＬＴＳ１０ －

　 　 　 　 ｎＫ
Ｒ２ Ｓ１１ － ｎＬＴＳ１２ ＋ ｎ２μＫ

Ｒ２ Ｓ９ ＋ ｍ
２

ＬＴＳ３ ＋ ＬＴＳ１０ － ＬＴＳ１６
ù

û
ú
ú Ａｎ ＋

　 　 　 　 ｍ２ Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１ ＋é

ë
ê
ê ２ｍμ Ｄ ＋ Ｋ

Ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ４ ＋

　 　 　 　 Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ７ ＋

ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ８

ù

û
úú Ｂｍ ＝ ０． （１８）

用矩阵形式表示可得

　 　
ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ａｎ

Ｂｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０， （１９）

式中

　 　 ｂ１１ ＝ ｎ２Ｋ
Ｒ２ Ｓ１３ － ｎ２ ＲＰ

２
－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１４ － ｎ３μＫ

Ｒ２ Ｓ１５ ＋ ｎ４Ｋ
Ｒ２ Ｓ６ ＋ ２ Ｄ ＋ μＤ ＋ ＲＰ

２
＋ ＬＴé

ë
êê

ù

û
úú Ｓ６，

　 　 ｂ１２ ＝ ｂ２１ ＝ ｍＤ（１ ＋ μ）Ｓ２ ＋ ｍｎ２Ｋ
Ｒ２ Ｓ２ － ｎｍμＫ

Ｒ２ Ｓ５ ＋ Ｄ（１ ＋ μ）Ｓ９ ＋ ＬＴＳ１０ －

　 　 　 　 ｎＫ
Ｒ２ Ｓ１１ － ｎＬＴＳ１２ ＋ ｎ２μＫ

Ｒ２ Ｓ９ ＋ ｍ
２

ＬＴＳ３ ＋ ＬＴＳ１０ － ＬＴＳ１６，

　 　 ｂ２２ ＝ ｍ２ Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ１ ＋ ２ｍμ Ｄ ＋ Ｋ

Ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ４ ＋

　 　 　 　 Ｄ ＋ Ｋ
Ｒ２

－ ＲＰ
２

－ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ７ ＋ ＲＰ

２
＋ ＬＴæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ８ ．
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因为 ｗ ≠ ０，ｕ ≠ ０，则 Ａｎ ≠ ０，Ｂｍ ≠ ０， 故式（１９）有非零解．

　 　
ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０．

３　 结 果 分 析

３．１　 临界压力分析

Ｚｒ 基金属玻璃具有高弹性和高强度等优良特性，是一种理想的薄球壳材料．本文选用

Ｚｒ５８．６Ａｌ１５．４Ｃｏ１３Ｃｕ１３金属玻璃为材料的薄球壳，边界简支固定，用 ＭＡＴＬＡＢ 计算了直径 Ｒ ＝ １ ０００
ｍｍ，ｈ ／ Ｒ 值由 ０．０２ 到 ０．０５ 之间的薄球壳在变温度条件下的临界压力载荷．Ｚｒ５８．６Ａｌ１５．４Ｃｏ１３Ｃｕ１３

金属玻璃的弹性模量为 ９０±５ ＧＰａ，取近似解 ９０ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ ＝ ０．３．
图 ３ 给出的是半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃薄球壳在不同温度下的临界压力与厚度之间

的关系．图中 αＴ 由 ０ 逐渐增大．通过比较可以看到，同一 αＴ 条件下金属玻璃薄球壳的临界压

力随着厚度的变大逐渐增大．
图 ４ 给出的是半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃薄球壳的临界压力与温度的关系．图 ４（ａ） ～

图 ４（ｄ）分别给出的金属玻璃球壳厚度为 ｈ ＝ ２０ ｍｍ， ｈ ＝ ２５ ｍｍ， ｈ ＝ ３０ ｍｍ 和 ｈ ＝ ３５ ｍｍ 时

的临界压力曲线．由于金属玻璃材料的膨胀系数还未在文献中见到，本文以 αＴ 表示，其中温度

Ｔ 代表初始温度与最终温度的温度差，αＴ 由 ０ 逐渐增大．通过比较可以看到，同一半径条件下，
随着 αＴ 的不断升高，临界压力逐渐增大．因为温度升高，薄球壳膨胀，温度对薄球壳的作用与

外压对薄球壳的作用相反，所以临界压力逐渐增大．

图 ３　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的球壳对不同 αＴ 的临界压力

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｖｓ． ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ αＴ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ

３．２　 临界温度分析

温度对金属玻璃球壳内力的影响主要表现在其产生的热应力．壳体在不受约束的条件时

是不产生热应力的，只有在对边界施加约束条件后才产生热应力．对于受约束的壳体，当温度

升高到某一个数值时，就可能突然屈曲，这种屈曲称为热屈曲．本节选用 Ｚｒ５８．６Ａｌ１５．４Ｃｏ１３Ｃｕ１３金

属玻璃为材料的薄球壳，边界简支固定．用 ＭＡＴＬＡＢ 计算了直径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ，ｈ ／ Ｒ 值由 ０．０２
到 ０．０５ 之间的薄球壳在变温度条件下的临界温度．弹性模量为 ９０±５ ＧＰａ，这里取近似解 ９０
ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．３．

图 ５ 给出的是半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 金属玻璃薄球壳的临界温度与球壳厚度的关系．这里假

设球壳只受到温度的影响，外压载荷为 Ｐ ＝ ０ ＭＰａ ．通过比较可以看出，随着球壳厚度与半径之
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比 ｈ ／ Ｒ 的逐渐增加，临界 αＴ 值也在逐渐增加．

（ａ） ｈ ＝ ２０ ｍｍ （ｂ） ｈ ＝ ２５ ｍｍ

（ｃ） ｈ ＝ ３０ ｍｍ （ｄ） ｈ ＝ ３５ ｍｍ
图 ４　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃球壳临界压力

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔａｌｌｉｃ ｇｌａｓｓ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ

图 ５　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的球壳对 图 ６　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的球壳对

不同 ｈ ／ Ｒ 的临界 αＴ 不同外压的临界 αＴ
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ αＴ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ Ｆｉｇ． ６　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ αＴ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｖｓ．

ｖｓ． ｈ ／ Ｒ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｐ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ

图 ６ 给出的是半径为 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 金属玻璃薄球壳的临界 αＴ 与球壳厚度的关系．图中 Ｐ
由 １５ ＭＰａ 到 ３５ ＭＰａ ．从图上可以明显看到，对于同一厚度，随着外压载荷的不断增大，临界
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αＴ 逐渐降低．
图 ７ 给出的是半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的球壳，压力逐渐增加，但不超过临界压力时，临界 αＴ与

外压载荷的关系．图 ７（ａ）到图 ７（ｄ）的金属玻璃球壳的厚度分别为 ｈ ＝ ２０ ｍｍ，ｈ ＝ ２５ ｍｍ，ｈ ＝
３０ ｍｍ 和 ｈ ＝ ３５ ｍｍ ．从图上可以明显看到，随着外压载荷的不断增加临界 αＴ 却逐渐降低．

（ａ） ｈ ＝ ２０ ｍｍ （ｂ） ｈ ＝ ２５ ｍｍ

（ｃ） ｈ ＝ ３０ ｍｍ （ｄ） ｈ ＝ ３５ ｍｍ
图 ７　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃球壳临界 αＴ

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ αＴ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔａｌｌｉｃ ｇｌａｓｓ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ

４　 讨　 　 论

在常温条件下，薄球壳在轴对称外压作用下的屈曲实验结果表明：屈曲发生时，临界压力

远小于经典理论计算结果［１６］ ．表 １ 给出了室温条件下直径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃薄球壳在

轴对称外压作用下临界压力的数值结果与经典理论结果．通过对比可见，数值结果只有经典理

论结果的 １ ／ ２ 左右，这与早期的实验结果相符合．图 ８ 对比了由本文得到临界压力的数值计算

与经典理论得到的理论结果．经典理论计算公式采用 Ｚｏｅｌｌｙ 和 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｎｅｕｔ 基于经典小变形理

论和线性微分方程得到的薄球壳屈曲临界压力 Ｐｃｒ：

　 　 Ｐｃｒ ＝
２Ｅ

３（１ － μ）
ｈ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

式中 Ｅ 为材料的弹性模量， μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， Ｒ 和 ｈ 分别为球壳的中曲面半径和厚度．
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表 １　 在室温条件下临界压力的数值结果与经典理论结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｔ ｒｏｏｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｒａｄｉｕｓ Ｒ ／ ｍｍ １ ０００

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ ／ ｍｍ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｐｃｒ ／ ＭＰａ ２８．６ ３９．１ ５１．８ ６７．１ ８５．６ １０７．６ １３４

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｐｃｒ ／ ＭＰａ ４９．７ ７７．６ １１７．８ １５２．２ １９８．７ ２５２．５２ ３１０．５

ｒａｔｉｏ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ） Ａ ／ ％

５７．５ ５０．４ ４４．０ ４４．１ ４３．１ ４２．６ ４３．２

图 ８　 半径 Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ 的金属玻璃薄球壳室温下的临界压力

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｆｏｒ Ｒ ＝ １ ０００ ｍｍ ａｔ ｒｏｏｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

致谢　 本文接受太原科技大学研究生科技创新项目资助（２０１３４０３２）．

附　 　 录

　 　 Ｓ１ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ２ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ２ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ ２ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ３ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ ２ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｓｉｎ（２φ）ｄφ，

　 　 Ｓ４ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ２ｍ φ ＋ π
２( )( )·ｃｏｓ φｄφ，

　 　 Ｓ５ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ ２ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｓ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｃｏｓ φｄφ，

　 　 Ｓ６ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｎ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ７ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ４ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｔ２φ·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ８ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ４ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ９ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｃｏｓ φｄφ，
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　 　 Ｓ１０ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ１１ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｓ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｃｏｔ２φ·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ１２ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｓ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ１３ ＝ ∫π ／ ２

０
ｃｏｓ２ ｎ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｔ２φ·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ１４ ＝ ∫π ／ ２

０
ｃｏｓ２ ｎ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ φｄφ，

　 　 Ｓ１５ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ ２ｎ φ ＋ π

２( )( )·ｃｏｓ φｄφ，

　 　 Ｓ１６ ＝ ∫π ／ ２

０
ｓｉｎ２ ｍ φ ＋ π

２( )( )·ｓｉｎ ｎ φ ＋ π
２( )( )·ｃｏｔ２φ·ｓｉｎ φｄφ ．
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［１６］　 铁摩辛柯 Ｓ Ｐ， 盖莱 Ｊ Ｍ． 弹性稳定理论［Ｍ］ ． 张福范， 译． 北京： 科学出版社， １９６５： ５５１．（Ｔｉｍｏ⁃
ｓｈｅｎｋｏ Ｓ Ｐ， Ｇｅｒｅ Ｊ Ｍ． Ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ［Ｍ］ ． ＺＨＡＮＧ Ｆｕ⁃ｆａｎ， ｔｒａｎｓｌ． Ｂｅｉｊｉｎｇ：
Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９６５： ５５１．（Ｃｈｉｎｅｓｅ ｖｅｒｓｉｏｎ））

Ｔｈｅｒｍａｌ Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ Ｔｈｉｎ Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ Ｓｈｅｌｌｓ Ｕｎｄｅｒ
Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｅｘｔｅｒｎａｌ Ｐｒｅｓｓｕｒｅ

ａｎｄ Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ＬＩ Ｃｈｅｎ，　 ＴＩＡＮ Ｘｕｅ⁃ｋｕｎ，　 ＷＡＮＧ Ｈａｉ⁃ｒｅｎ，　 ＭＩＡＯ Ｙａ⁃ｎａｎ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｔａｉｙｕａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

Ｔａｉｙｕａｎ ０３００２４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｗａｓ ｄｅｄｕｃｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｆ
ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｄｅｒｉｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｅｎｓｏｒ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ
ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｗａｓ ｅｘ⁃
ｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ． Ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｍｉｎｉｍｕｍ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｗａｓ ａｌｓｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｖｉｒｔｕａｌ ｗｏｒｋ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ． ３ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｐｒｏｂ⁃
ｌｅｍｓ ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗ⁃
ｉｎｇ ３ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｄｒａｗｎ： １） Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｃｅｅｄ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｅｖｅｌ． ２） Ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｅｍｐｅｒ⁃
ａｔｕｒｅ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｓ ０． ３） Ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｅｍｐｅｒ⁃
ａｔｕｒｅ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｃｅｅｄ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｅｖｅｌ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｅｎｓｏｒ； ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ； ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ； Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ； ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄ； ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１３７２２０７）
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