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摘要：　 对带末端质量，变长度（或速度）轴向运动梁的振动特性采用两种精确方法求解．首先，对
变长度轴向运动 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁横向自由振动方程进行化简，通过复模态分析得到本征方程，并在

有末端质量的边界条件下得到频率方程，用数值方法求解固有频率和模态函数．然后，采用有限元

方法建立运动梁自由振动的方程，求解矩阵方程得到复特征值和复特征向量，结合形函数得到复

模态位移．最后，将两种方法的计算结果进行了分析和对比．数值算例的结果表明：不同的轴向运动

速度和末端质量对变长度轴向运动梁的振动特性有显著影响，两种计算方法的结果接近且均有效．
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引　 　 言

轴向运动梁（弦）是轴向运动细长结构的简化模型［１］，如动力传送带、输送带、磁带、带锯、
索道、缆绳、带钢等．其中有一类轴向运动结构具有可变长度和速度，甚至有附加集中质量，如
伸展（伸缩）臂，套筒式结构、空中加油管等长达数米的机械结构．轴向运动会诱发横向振动，对
结构的安全性和可靠性产生影响．因此，研究轴向运动结构的振动特性对工程技术的发展有很

大的基础应用价值．
目前，国内外学者已对轴向运动连续体的振动特性、稳定性、响应等方面做了大量工作，发

展了解析、半解析和数值方法研究了在不同边界条件下的振动问题．运动连续体振动问题的理

论分析和数值求解存在一定难度，近年来成为一个学术热点，如变长度或变速度梁的横向振

动［２⁃３］ ．国外，Ｓｕｗｅｋｅｎ 等研究了可变速 ｖ（ ｔ） 传送带的共振［４］，Ｓａｎｄｉｌｏ 等研究了可变长度 ｌ（ ｔ）
电梯缆的阻尼振动［５］，Ｇｈａｙｅｓｈ 等计算了轴向运动变速 ｖ（ ｔ） 梁的稳态响应［６］，Ｍａｒｙｎｏｗｓｋｉ 等研

７９８
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究了轴向运动连续体⁃弦、梁、板的动力学问题［７］ ．国内，Ｆｕｎｇ 等推导了有集中质量轴向运动梁

的动力学方程［８］，王亮等用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）方法研究了有集中质量和弹簧的轴向运动变长

度悬臂梁振动控制［９］，刘宁等也采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法研究了移动质量作用下轴向运动悬臂梁振

动特性［１０］，Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法的关键是选择合适的试函数．Ｃｈｅｎ 等用多尺度方法和差分法研究了

轴向运动黏弹性梁主参数共振［１１］ ．王波对轴向运动黏弹性梁采用多尺度法分析了弱受迫振动

的稳态响应［１２］，多尺度法是将空间和时间耦合起来的新方法．随着有限元法的逐步完善，
Ｓｔｙｌｉａｎｏｕ 等用有限元法研究轴向运动变长度梁的时域积分［１３］，Ｃˇ ｅｐｏｎ 等用近似有限元法计算

了轴向运动连续体的动力学响应［１４］，Ｐｉｏｖａｎ 等将有限元法应用于功能梯度材料的轴向运动

梁［１５］ ．虽然，有限元软件目前无法计算轴向运动结构的横向振动，但可理论求解简单运动结构

的振动问题．
本文针对带有末端质量的变长度（速度）轴向运动梁，应用复模态分析法和有限元法推导

了运动梁的自由振动方程．通过数值算例求解了不同速度、不同集中质量、不同瞬时横向振动

的固有频率和振型，并对结果进行了分析和对比．

１　 理 论 分 析

１．１　 复模态分析⁃半解析解法

应用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（欧拉⁃伯努利）梁理论建模．设一带有质量的轴向运动变长度悬臂梁，
长细比大于 ５，密度为 ρ，横截面积 Ｓ，抗弯刚度为 ＥＩ，轴向运动速度为 ｖ，运动时间为 τ，梁的长

度变为 ｌ（ｖ，τ），末端集中质量为ｍ ．将未变形前梁的中轴线取作 ｘ轴，对称面内与 ｘ轴垂直向上

的轴为 ｙ 轴．那么横向位移为 ｙ（ｘ，ｔ），轴向坐标 ｘ，横向坐标 ｙ，时间 ｔ， 等截面梁作微幅横向振

动，如图 １ 所示为轴向运动悬臂梁模型．

图 １　 轴向运动梁

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ ｔｉｐ ｍａｓｓ

可应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（汉密尔顿）原理或 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）运动定律，建立 Ｏ⁃ｘｙ 内自由振动方程：

　 　 ρＳ ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ２ρＳｖ ∂
２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ∂ｔ

＋ ρＳｖ· ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＋ ρＳｖ２ ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ ＥＩ ∂
４ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ４

＝ ０． （１）

变长度梁以匀速 ｖ０ 轴向运动，且横向位移为长度、坐标和时间的复合函数：
　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ Ｙ［ ｌ（ｖ０，τ），ｘ，ｔ］， （２）
　 　 ｌ（ｖ０，τ） ＝ ｌ０ ＋ ｖ０τ ． （３）
在相同参考系和时间基准下， τ ⇔ ｔ，任意时刻 ｔ，某长度 ｌ 上，设分离变量形式的解为

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
［ϕｎ（ｘ）ｅｉωｎｔ ＋ ϕ

－
ｎ（ｘ）ｅ

－ ｉωｎｔ］， （４）

式中 ϕｎ（ｘ） 是复模态函数，上划线表示复共轭，ωｎ 是固有频率，代入振动方程得到

　 　 ＥＩϕ″″ｎ ＋ ρＳｖ２０ϕ″ｎ ＋ ２ｉωｎρＳｖ０ϕ′ｎ － ω２
ｎρＳϕｎ ＝ ０． （５）

设方程（５）的本征值为 ｉβ ｊ， 满足 ４ 次代数方程即本征方程：
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　 　 ＥＩβ４
ｊ － ρＳｖ２０β２

ｊ － ２ωｎρＳｖ０β ｊ － ρＳω２ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，４． （６）
设 Ｃ ｉ 为常系数，那么式（４）中的模态函数形式为

　 　 ϕｎ（ｘ） ＝ Ｃ１（ｅｉβ１ｘ ＋ Ｃ２ｅｉβ２ｘ ＋ Ｃ３ｅｉβ３ｘ ＋ Ｃ４ｅｉβ４ｘ） ． （７）
变长度悬臂梁一端固定、末端有集中质量 ｍ 的非齐次边界条件为

　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ０， ｙｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｙｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ０， ＥＩｙ‴｜ （ ｌ，ｔ） ＝ ｍ Ｄ２ｙ
Ｄｔ２

， （８）

边界条件式（８）第 ４ 式中的全导数为

　 　 Ｄ２ｙ
Ｄｔ２

＝ ∂２ｙ
∂ｔ２

＋ ２ｖ０
∂２ｙ
∂ｘ∂ｔ

＋ ｖ２０
∂２ｙ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）

末端无质量时，退化为齐次边界条件：
　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ０， ｙｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｙｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ０， ｙｘｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ０． （１０）
将复模态解式（４）代入边界条件，并对式（８）第 ４ 式等式两端同乘以虚数单位－ｉ，使得边

界条件中包含刚度的项为实数，若不处理则造成数据的不连续．由边界条件得到系数为 Ｃ ｉ 的

齐次方程组，有非零解时系数矩阵行列式为 ０，即是频率方程式（１２）．

　 　

１ １ １ １
β１ β２ β３ β４

β２
１ｅｉβ１ｌ β２

２ｅｉβ２ｌ β２
３ｅｉβ３ｌ β２

４ｅｉβ４ｌ

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

１
Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ ０， （１１）

　 　 ａ４［β２
２ｅｉβ２ｌ（β１ － β３） ＋ β２

３ｅｉβ３ｌ（β２ － β１） ＋ β２
１ｅｉβ１ｌ（β３ － β２）］ －

　 　 　 　 ａ３［β２
２ｅｉβ２ｌ（β１ － β４） ＋ β２

４ｅｉβ４ｌ（β２ － β１） ＋ β２
１ｅｉβ１ｌ（β４ － β２）］ ＋

　 　 　 　 ａ２［β２
３ｅｉβ３ｌ（β１ － β４） ＋ β２

４ｅｉβ４ｌ（β３ － β１） ＋ β２
１ｅｉβ１ｌ（β４ － β３）］ －

　 　 　 　 ａ１［β２
３ｅｉβ３ｌ（β２ － β４） ＋ β２

４ｅｉβ４ｌ（β３ － β２） ＋ β２
２ｅｉβ２ｌ（β４ － β３）］ ＝ ０． （１２）

当末端自由不存在集中质量时，由式（１０）得到 ａ ｊ 为 β３
ｊ ｅｉβｊｌ，有集中质量时，ａ ｊ 为

　 　 ［ＥＩβ３
ｊ ＋ ｉｍｖ２０β２

ｊ ＋ ｉ２ｍｖ０ωｎβ ｊ ＋ ｉｍω２
ｎ］ｅｉβｊｌ ＝ ａ ｊ 　 　 （ ｊ ＝ １，２，３，４） ． （１３）

频率方程式（１２）为超越方程，有无穷多个根，也就对应无穷多个固有频率．频率方程式

（１２）中的根 β ｊ（ ｊ ＝ １，２，３，４） 与第 ｎ阶模态函数对应，也视为固有频率ωｎ 的函数．根据频率方程

和本征方程数值求解不同速度和时间时的固有频率 ωｎ，进而得到本征值 β ｊ ．再由 ３ 个齐次边

界条件化简模态函数式（７），代入本征值得到模态函数，通式为

　 　 ϕ（ｘ） ＝ Ｃ１ { ｅｉｘβ１ ＋ { ｅｉｘβ２［ － ｅｉｌβ１β２
１（β３ － β４） － β３β４（ｅｉｌβ３β３ － ｅｉｌβ４β４） ＋

　 　 　 　 β１（ｅｉｌβ３β２
３ － ｅｉｌβ４β２

４）］ －
　 　 　 　 ｅｉｘβ３［ － ｅｉｌβ１β２

１（β２ － β４） － β２β４（ｅｉｌβ２β２ － ｅｉｌβ４β４） ＋ β１（ｅｉｌβ２β２
２ － ｅｉｌβ４β２

４）］ ＋
　 　 　 　 ｅｉｘβ４［ － ｅｉｌβ１β２

１（β２ － β３） － β２β３（ｅｉｌβ２β２ － ｅｉｌβ３β３） ＋ β１（ｅｉｌβ２β２
２ － ｅｉｌβ３β２

３）］ } ／
　 　 　 　 ［ｅｉｌβ２β２

２（β３ － β４） ＋ β３β４（ｅｉｌβ３β３ － ｅｉｌβ４β４） ＋ β２（ｅｉｌβ４β２
４ － ｅｉｌβ３β２

３）］ } ． （１４）
为了便于与有限元方法的结果进行对比，本文采用有量纲形式的振动方程，直接数值求

解，则固有频率计算结果量纲为赫兹（Ｈｚ）．
１．２　 有限元解法

有限元法将连续梁划分为离散梁单元，一般求解静态的振动问题，现将动态问题化为瞬时

静态问题来研究．设某时刻 ｔ，运动梁有定长度 ｌ（ｖ０，ｔ），则将变长度悬臂梁分割为有限个运动梁

单元．分析其中一个长度为 ｌ 的运动梁单元，如图 １ 右边所示，以两端节点的横向位移 ｕ１（ ｔ），
ｕ３（ ｔ），和转角 ｕ２（ ｔ），ｕ４（ ｔ） 为单元节点坐标 ｕｅ：

９９８末端质量作用下变长度轴向运动梁的振动特性



　 　 ｕｅ ＝ { ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ } Ｔ ． （１５）
采用静态梁的形函数 ＮＴ ＝ {Ｎｉ（ ｌ， ｘ） } ，即满足某瞬时一定长度 ｌ， 梁的端点处位移和转

角为常值，将梁单元横向位移写作：

　 　 ｙ（ ｌ，ｘ，ｔ） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｎｉ［ ｌ（ｖ０，ｔ），ｘ］ｕｉ（ ｔ） ＝ ＮＴｕｅ ． （１６）

已知速度对轴向运动梁的模态函数有显著影响，本文中梁单元具有绝对运动速度，那么梁

单元的形函数也会随速度和时间变化．先将悬臂梁划分为两类运动梁单元，第二类具有末端质

量 ｍ，单位长度的质量为 ρＳ， 有集中质量的梁单元的动能表达式为

　 　 Ｔｍｅ ＝ Ｔｅ ＋
１
２

ρＳｌｖ２０ ＋ Ｔｍ ＋ １
２

ｍｖ２０， （１７）

　 　 Ｔｍ ＝ １
２

ｍ Ｄｙ
Ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｘ ＝ ｌ
＝ １

２
（ｕＴ

ｅｍｍｕｅ ＋ ｕＴ
ｅｍｋｕｅ ＋ ｕＴ

ｅｍｃ１ｕｅ ＋ ｕＴ
ｅｍｃ２ｕｅ）， （１８）

　 　 Ｔｅ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ρＳ Ｄｙ

Ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＝ １
２
（ｕＴ

ｅ ｋ１ｕｅ ＋ ｕＴ
ｅ ｃ１ｕｅ ＋ ｕＴ

ｅ ｃ２ｕｅ ＋ ｕＴ
ｅｍｅｕｅ） ． （１９）

式（１７）前两项表示无集中质量梁的动能，后两项表示有集中质量梁的动能；式（１８）、（１９）中，
横向位移 ｙ 对时间 ｔ 的导数，包含有局部坐标 ｘ 对时间 ｔ 的导数即是轴向速度 ｖ０：

　 　 Ｄｙ
Ｄｔ

＝ ＮＴｕｅ ＋ ｕｅＮＴ
ｘ·ｖ０ ． （２０）

运动梁单元的各矩阵 ｍｍ，ｍｋ，ｍｃ１，ｍｃ２；ｍｅ，ｋ１，ｃ１，ｃ２ 的定义分别如下，其中矩阵 ｃ１ 和 ｃ２ 互为转

置矩阵：
　 　 ｍｍ ＝ ｍＮＮＴ， ｍｋ ＝ ｍｖ２０ＮｘＮＴ

ｘ ， ｍｃ１ ＝ ｍＴ
ｃ２ ＝ ｍｖ０ＮｘＮＴ， （２１）

　 　 ｍｅ ＝ ∫ｌ
０
ρＳＮＮＴｄｘ， ｋ１ ＝ ∫ｌ

０
ρＳｖ２０ＮｘＮＴ

ｘ ｄｘ， ｃ１ ＝ ∫ｌ
０
ρＳｖ０ＮｘＮＴｄｘ， ｃ２ ＝ ｃＴ

１ ． （２２）

设梁单元的刚度 ＥＩ 为常数，弹性势能为

　 　 Ｖｋｅ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ＥＩ

∂２ｙ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＝ １
２

ｕＴ
ｅ ｕｅ ∫ｌ

０
ＥＩＮｘｘＮＴ

ｘｘｄｘ ＝ １
２

ｕＴ
ｅ ｋｅｕｅ ． （２３）

若悬臂梁划分为 ｎ个单元，则有 ４ｎ个节点坐标、２ｎ个独立变量，定义独立的节点坐标为广义坐

标 { ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４，… ，ｑ２ｎ } ：

　 　
ｕ１ ＝ ｕ２ ＝ ０； ｑ１ ＝ ｕ３ ＝ ｕ５， ｑ２ ＝ ｕ４ ＝ ｕ６， ｑ３ ＝ ｕ７ ＝ ｕ９，
ｑ４ ＝ ｕ８ ＝ ｕ１０，…， ｑ２ｎ－１ ＝ ｕ４ｎ－１， ｑ２ｎ ＝ ｕ４ｎ ．

{ （２４）

那么所有的节点坐标 Ｕ 与广义坐标 ｑ 之间的关系由坐标转换矩阵 β 表示为 Ｕ ＝ βｑ，然后求得

广义坐标 ｑ 对应的全系统的质量矩阵 Ｍ、刚度矩阵 Ｋ 等矩阵．

　 　

Ｍ ＝ β Ｔｄｉａｇ［ｍｅ１，ｍｅ２，…，ｍｅｎ－１，ｍｅｎ
＋ ｍｍ］β，

Ｋ ＝ β Ｔｄｉａｇ［ｋｅ１，ｋｅ２，…，ｋｅｎ］β，

Ｃ１ ＝ β Ｔｄｉａｇ［ｃ１，ｅ１，ｃ１，ｅ２，…，ｃ１，ｅｎ－１，ｃ１，ｅｎ
＋ ｍｃ１］β，

Ｃ２ ＝ β Ｔｄｉａｇ［ｃ２，ｅ１，ｃ２，ｅ２，…，ｃ２，ｅｎ－１，ｃ２，ｅｎ
＋ ｍｃ２］β，

Ｋ１ ＝ β Ｔｄｉａｇ［ｋ１，ｅ１，ｋ１，ｅ２，…，ｋ１，ｅｎ－１，ｋ１，ｅｎ
＋ ｍｋ］β，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２５）

上式中下标 ｅｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 表示第 ｉ 个单元，然后写出全系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）函数 Ｌ：

　 　 　 　 Ｌ ＝ １
２

ｑＴＫ１ｑ ＋ １
２

ｑＴＣ１ｑ ＋ １
２

ｑＴＣ２ｑ ＋ １
２

ｑＴＭｑ － １
２

ｑＴＫｑ， （２６）
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代入到第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

　 　 ∂Ｌ
∂ｑＴ

－ ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０， （２７）

从而得到有限元法推导的自由振动方程

　 　 Ｍｑ ＋ （Ｃ２ － ＣＴ
２）ｑ ＋ （Ｋ － Ｋ１）ｑ ＝ ０． （２８）

振动方程（２８）与静止弯曲梁的有限元振动方程相比，包含了轴向运动速度的影响．最后，根据

式（２８）求解复特征值，虚部即是固有频率，再代入式（１６）得到横向位移．当有多个不同位置的

集中质量时，计算的过程类似．

２　 数 值 算 例

２．１　 半解析解法和有限元法算例

考虑工程应用背景，如伸展（伸缩）臂，套筒式结构、空中加油管等一般为悬臂结构，末端

有载荷即集中质量．悬臂梁材料选取具有高强度和低密度特点的碳纤维材料 Ｔ８００，密度 ρ ＝
１ ８１ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，初始长度 ｌ０（ ｔ） ＝ ５ ｍ，直径 ｄ ＝ ０．１ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ２．９４ × １０１１ Ｎ ／ ｍ２，集中

质量 ｍ ＝ ５ ｋｇ 和 ２５ ｋｇ ．按照前述理论分析，根据本征方程、频率方程，用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对高阶

方程数值求根的方法求解不同速度、不同时间和质量下的固有频率和模态函数．为了和半解析

解进行对比，以两单元梁为例，其物理参数和边界条件与前述一致．用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件求解振

动方程，得到不同速度、不同时间和质量下的复特征值，虚数部分为固有频率，实数部分为减缩

系数．再根据各阶复特征值计算复特征向量，结合形函数 Ｎｉ（ ｌ， ｘ） 得到各单元的复模态位移．
将每个单元衔接得到整体模态位移．若要进一步得到更精确的解，则增加单元数量，但计算量

也会随之增加．

图 ２　 半解析法，频率随速度变化 图 ３　 有限元法，频率随速度变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ｆｎ ｖｓ． ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｆｉｇ． ３　 ＦＥＭ， ｆｎ ｖｓ． ｖｅｌｏｃｉｔｙ

２．２　 振动特性比较

将半解析法和有限元计算的固有特性进行比较．其中固有频率的比较如图 ２ ～ ５ 和表 １ 所

示 （ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ， ３００ ｍ ／ ｓ）．无论半解析解法还是有限元法，各阶固有频率的计算结果接近，速
度和集中质量增大，频率逐渐变小；其它条件一定时，当速度增大到一定程度，固有频率趋于

０，振动为不稳定状态．

半解析法求解的模态为复模态，有限元计算的复位移虚部 （ Ｉ
－
） 不明显，实部（Ｒ

－
） 接近真实

状态的弯曲振型，如图 ６、７ 所示不同末端质量时的弯曲模态．低速时（如 ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ），弯曲模态
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比较规则；随着速度的增大（如 ｖ ＞ ５０ ｍ ／ ｓ），各阶弯曲模态振型（位移）越不规则，如图 ８（ａ）所
示．时间 ｔ 决定长度 ｌ（ ｔ） 的变化，不同时间对应不同长度的模态，模态振型随长度和时间变化，
当速度为 １ ｍ ／ ｓ、时间 ０～１ ｓ 时，对应长度 ５～６ ｍ 的模态振型，如图 ８（ｂ）所示．

图 ４　 半解析法， ｆ２ 随时间变化 图 ５　 有限元法， ｆ２ 随时间变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ｆ２ ｖｓ． ｔｉｍｅ Ｆｉｇ． ５　 ＦＥＭ， ｆ２ ｖｓ． ｔｉｍｅ

图 ６　 半解析法， ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ， 模态振型 图 ７　 有限元法， ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ， 模态位移

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ， ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ Ｆｉｇ． ７　 ＦＥＭ， ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ， ｍｏｄａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ８　 ｌ０ ＝ ５ ｍ， ｖ ＝ １ ～ １００ ｍ ／ ｓ， ｍ ＝ ５ ｋｇ， 模态变化

Ｆｉｇ． ８　 ｌ０ ＝ ５ ｍ， ｖ ＝ １ ～ １００ ｍ ／ ｓ， ｍ ＝ ５ ｋｇ， ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ
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表 １　 固有频率比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｖ ＝ １０ ｍ ／ ｓ

ｆ１ ／ Ｈｚ ｆ２ ／ Ｈｚ ｆ３ ／ Ｈｚ

ｖ ＝ ３００ ｍ ／ ｓ
ｆ３ ／ Ｈｚ

ｍ ＝ ０， ＦＥＭ ７．１３ ４５．０８ １５２．５ １２５．２

ｍ ＝ ５ ｋｇ， ＦＥＭ ６．２４ ４０．６７ １３７．１ １１３．６

ｍ ＝ ２５ ｋｇ， ＦＥＭ ４．３６ ３５．４５ １２４．８ ９８．５７

ｍ ＝ ０， ａｎａｌｙｓｉｓ ７．１８ ４４．６８ １２５．０ １２２．３

ｍ ＝ ５ ｋｇ， ａｎａｌｙｓｉｓ ６．３７ ４０．４５ １１５．３ １１２．４

ｍ ＝ ２５ ｋｇ， ａｎａｌｙｓｉｓ ４．７８ ３５．４３ １０６．４ １０３．５

３　 总　 　 结

本文分别应用半解析和有限元方法建立了末端质量作用下变长度（速度）轴向运动梁自

由振动方程，并求解了不同条件下的振动特性．计算结果表明，固有频率随速度的增加而减小，
随时间（长度）的增加而减小，集中质量增加，频率值也减小．半解析求解的弯曲模态为复模态，
有限元求解的弯曲模态实部显著，质量的大小也影响模态的大小．固有频率的对比表明，不同

计算方法求得的固有频率接近．总之，固有模态反映各种振源下的振动响应，根据模态分析的

结果可以进行结构动态设计和故障诊断，对物理参数进行优化，设计安全、可靠的运动结构．
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