
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）０８⁃０８７５⁃１２ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

守恒高阶各向异性交通流模型基于
ＰＯＤ 方法的降阶外推差分格式

∗

罗振东，　 徐　 源

（华北电力大学 数理学院， 北京 １０２２０６）

摘要：　 利用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流方法和特征投影分解方法，对守恒高阶各向异性交通流模型建立一种自

由度很少、精度足够高的降阶外推差分算法， 并给出这种降阶外推差分算法近似解的误差估计和

算法实现．最后，用数值例子说明数值结果与理论结果相吻合，并阐明这种降阶外推差分算法的优

越性．
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引　 　 言

一个国家的交通是这个国家的命脉之一，其运输和管理系统先进与否是一个国家现代化

程度的重要标志，直接影响国民经济的发展．随着社会经济的发展，由于交通建设和管理相对

滞后而造成的交通阻塞对于经济发展的影响十分明显．无论国内还是国外，由交通阻塞所造成

的经济损失和低下的效率都十分惊人．因此，交通流问题成了当今国内外的热点研究课题之

一，受到了国内外专家的高度关注［１⁃６］ ．
研究交通流问题最为有效和实用的方法就是将其抽象为数学方程（一般为偏微分方程），

而大多数的交通流问题是非线性交通流偏微分方程（组）．在求解非线性偏微分方程时，只有极

少数的方程可以得到解析解，大多数的非线性偏微分方程需要利用数值模拟方法求解其数值

解以近似解代替解析解．经典差分方法是处理非线性偏微分方程的有效方法之一，但是在求解

数值解过程中需要用特殊的方法来讨论其稳定性，并且要用许多处理流体方程的方法来求解

才能保证数值解有较高精度．这样，随着计算过程截断误差的累计，即使有很好的有限差分方

法也有可能在计算若干步后，出现浮点溢出，无法得到理想的数值解．因此， 目前急需解决的

重要问题是： 在保证数值解有足够精度的前提下， 如何有效降低有限差分格式的自由度、简
化计算、节省计算量和存储要求，减少计算过程中截断误差的积累， 以便获得理想的数值解．

大量实践证明： 特征投影分解（ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ， 简记为 ＰＯＤ） 方法［７］是一
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种能有效减少自由度，并降低数值模型维数的高效逼近方法．该方法已经广泛应用于包括信号

分析和模式识别［８］、统计学、地球物理流体动力学和气象学［９］等多个领域．ＰＯＤ 方法的本质就

是在最小二乘意义下， 寻找已知数据的一组正交基， 也就是求已知数据的一种最优逼近．目
前，已经有一些将 ＰＯＤ 方法与有限差分方法、有限元方法以及有限体积方法相结合，建立降维

模式的报道［１０⁃２２］，并且 ＰＯＤ 方法也被用于处理交通流方面的某些简单的交通流模型［２３⁃２４］ ．但
在处理较为复杂的交通流模型时，ＰＯＤ 方法是否有效、所得结果是否能满足要求还有待进一

步研究．
本文的目标是建立守恒高阶各向异性交通流模型［６］ 基于 ＰＯＤ 基的一种高精度降阶外推

差分格式，并给出降阶外推差分格式解的误差估计和算法实现．守恒高阶各向异性交通流模型

是一种能够描述复杂交通流的模型，它既可以模拟交通流中的平衡流，又可以模拟两个临界密

度的非平衡流［６］，但是求解其差分数值解时计算量较大．通过用 ＰＯＤ 方法对其降阶，将能大大

减少偏微分方程的未知量，从而有效减少计算量，削减计算时间．因此，本文较之文献［２３⁃２４］
的创新之处在于： 在求解降阶外推差分格式时，需要对由 ＰＯＤ 基构成的未知量运用 Ｇｏｄｕｎｏｖ
流［２５］求解．然而，由于由 ＰＯＤ 基经过线性组合而得到的降阶数值解与经典差分解存在误差，
能否应用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流求解是一个新的尚未被研究的问题．本文从理论分析及数值例子验证了

用 ＰＯＤ 方法处理 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流是可行的，从而证明了 ＰＯＤ 方法对于处理复杂交通流模型问题

是有效的，本文的工作是对现有工作［２３⁃２４］的改进．
本文的安排如下： 第 １ 节给出守恒高阶各向异性交通流模型的经典差分格式及其基于

Ｇｏｄｕｎｏｖ 流方法的求解，并给出经典差分格式的误差估计； 第 ２ 节选取瞬像，利用 ＰＯＤ 方法处

理瞬像，构造标准正交 ＰＯＤ 基函数，建立一种具有足够高精度、维数很低的降阶外推差分格

式； 第 ３ 节分析守恒高阶各向异性交通流模型降阶外推差分格式解的误差， 并给出降阶外推

差分格式的算法实现； 第 ４ 节用数值例子验证理论结果与数值模拟结果相吻合， 并阐明这种

降阶外推仿真模型的优越性； 第 ５ 节给出主要结论．

１　 守恒高阶各向异性交通流模型的有限差分格式

守恒高阶各向异性交通流模型是定义在 （０，Ｌ） × （０，Ｔ） 上的守恒偏微分方程，可以描述

如下：

　 　
∂ｔｕ ＋ ∂ｘ ｆ（ｕ） ＝ ｓ（ｕ）， （ｘ，ｔ） ∈ （０，Ｌ） × （０，Ｔ），

ρ（ｘ，０） ＝ ρ ０（ｘ）， ｗ（ｘ，０） ＝ ｗ０（ｘ）， ｘ ∈ （０，Ｌ），
ρ（ｘ，０） ＝ ρ ０（ｘ）， ｗ（ｘ，０） ＝ ｗ０（ｘ）， ｔ ∈ （０，Ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中， Ｌ是已知道路长度，Ｔ是最大时间，ｕ ＝ （ρ，ｗ） Ｔ， ｆ ＝ （ρＶ（ｗ），ｗＶ（ｗ）） Ｔ，ｓ ＝ （０，τ －１（Ｖ（ｗ）
－ ｖｅ（ρ））） Ｔ，ρ 是未知车辆密度，ｗ 是伪密度，可以理解为所需密度，在车辆跟随理论中 １ ／ ｗ 表

示为满足与实际速度相关的所需车头间距，Ｖ是理想情况下车辆的平均速度， ｖｅ 为实际情况下

车辆的平均速度，τ ＝ － τＶ′（ｗ），τ是弛豫时间．分别用 Ｖｆ 和 ｖｆ 表示 Ｖ 和 ｖｅ 的最大值．伪密度ｗ 与

速度⁃密度函数 Ｖ，ｖｅ 有如下关系：
　 　 ｖｅ ＝ Ｖ（ｗ） ． （２）
设 Δｘ 和 Δｔ 分别表示空间步长和时间步长．记 ｕｎ

ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ）， 则可以得到方程（１）如下的

差分格式：

　 　 ｕｎ＋１
ｉ ＝ ｕｎ

ｉ － Δｔ
Δｘ

（ ｆ
　
（ｕｎ

ｉ ，ｕｎ
ｉ＋１） － ｆ

　
（ｕｎ

ｉ－１，ｕｎ
ｉ ）） ＋ Δｔｓ（ｕｎ

ｉ ）， （３）
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其中， ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｍ ＋ １（即计算区域（０，Ｌ） 被分为 Ｍ ＋ １ 等份）， ｆ
　 ＝ （ ｆ

　
１， ｆ

　
２） Ｔ 是逼近 ｆ ＝

（ ｆ１，ｆ２） 的数值通量函数．为了保证数值稳定性，取 Ｃｏｕｒａｎｔ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ⁃Ｌｅｗｙ（ＣＦＬ）条件［２６］ 为 Δｔ
≤ Δｘ ／ Ｖｆ ．对于差分格式（３）中非线性部分的计算，应用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流进行处理，其形式为

　 　 ｆ
　 Ｇ

２（ｕ１，ｕ２） ＝
ｍｉｎ

ｗ１≤ｗ≤ｗ２
ｆ２（ｗ）， ｗ１ ≤ ｗ２，

ｍａｘ
ｗ１≥ｗ≥ｗ２

ｆ２（ｗ）， ｗ１ ＞ ｗ２；

ì

î

í
ïï

ïï
　 ｆ

　 Ｇ
１（ｕ１，ｕ２） ＝

ρ １

ｗ１
ｆ
　 Ｇ

２（ｕ１，ｕ２）， （４）

其中 ｆ
　 Ｇ

２（ｕ１，ｕ２） ＝ ｆ
　
（ｗ１，ｗ２） 即为 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流．数值通量函数 ｆ

　 Ｇ
１ 从

　 　 ｆ１（ｕ（０）） ＝ ｆ２（ｕ（０））ρ（０） ／ ｗ（０） （５）
得到，其中 ρ（０） ／ ｗ（０） ＝ ｗ１ ／ ρ １ ．对于边界条件，选择周期边界条件如下：

　 　 ρ ｎ
０ ＝ ρ ｎ

Ｍ， ρ ｎ
Ｍ＋１ ＝ ρ ｎ

１； ｗｎ
０ ＝ ｗｎ

Ｍ， ｗｎ
Ｍ＋１ ＝ ｗｎ

１ ． （６）

注 １　 各向异性交通流模型为非线性流体方程，在求其数值解时， 为了保证其稳定性，需要满足 ＣＦＬ 条

件，在实际问题中，要求 ＣＦＬ 条件为 Δｔ ≤ Δｘ ／ Ｖｆ ．同时应用处理流体方程的方法如 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流，Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ
流等，可以更为准确地描述方程对应的问题．在保证稳定性的情况下，可以求得经典差分格式（３） 的解与精确

解之间的误差为

　 　 ｜ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ
ｉ ｜ ＝ Ｏ（Δｘ，Δｔ），　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ ＋ ２． （７）

这样，只要给定道路最大速度 Ｖｆ，最大平均速度 ｖｆ，空间步长 Δｘ， 速度⁃密度函数 Ｖ（ρ），
ｖｅ（ρ），弛豫时间 τ 以及初始函数 ρ ０（ｘ），利用周期边界条件和 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流就可以求解经典差分

格式（３），并得到一组数值解 { ρ ｎ
ｉ ，ｗｎ

ｉ } Ｎ
ｎ ＝ １（ ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ ２） ．

２　 ＰＯＤ 基和基于 ＰＯＤ 方法的外推差分格式构造

２．１　 构造 ＰＯＤ 基

提取经典有限差分格式数值解的前 Ｋ（０ ＜ Ｋ ≪ Ｎ） 组 { ρ ｋ
ｉ ，ｗｋ

ｉ } Ｋ
ｋ ＝ １（１ ≤ ｉ ≤ Ｍ ＋ ２） 作为

瞬像，并且表示成下面的两个（Ｍ ＋ ２） × Ｋ 矩阵：

　 　 Ａρ ＝

ρ １
１ ρ ２

１ … ρＫ
１

ρ １
２ ρ ２

２ … ρＫ
２

︙ ︙ ⋱ ︙
ρ １
Ｍ＋２ ρ ２

Ｍ＋２ … ρＫ
Ｍ＋２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， Ａｗ ＝

ｗ１
１ ｗ２

１ … ｗＫ
１

ｗ１
２ ｗ２

２ … ｗＫ
２

︙ ︙ ⋱ ︙
ｗ１

Ｍ＋２ ｗ２
Ｍ＋２ … ｗＫ

Ｍ＋２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

． （８）

对于矩阵 Ａｓ ∈ Ａ（Ｍ＋２） ×Ｋ（ ｓ ＝ ρ 或 ｗ） 有奇值分解

　 　 Ａｓ ＝ Ｕｓ

Σ ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＶＴ

ｓ ， （９）

其中 Ｕｓ ∈ Ｒ（Ｍ＋２） ×（Ｍ＋２） 和 Ｖｓ ∈ ＲＫ×Ｋ 都是正交矩阵，Σ ｓ ＝ ｄｉａｇ {σ ｓ１，σ ｓ２，…，σ ｓｒ } ∈ Ｒｒ×ｒ 是对角

矩阵，σ ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 是 Ａｓ 的奇值，且 σ ｓ１ ≥ σ ｓ２ ≥ … ≥ σ ｓｒ ＞ ０，Ｕｓ ＝ （ϕｓ１，ϕｓ２，…，ϕｓ（Ｍ＋２））
∈ Ｒ（Ｍ＋２） ×（Ｍ＋２） 和 Ｙｓ ＝ （φｓ１，φｓ２，…，φｓＫ） ∈ ＲＫ×Ｋ 分别是由 ＡｓＡＴ

ｓ 和 ＡＴ
ｓ Ａｓ 的正交特征向量构成

的特征矩阵．由于 ＡｓＡＴ
ｓ 的阶数远大于 ＡＴ

ｓ Ａｓ 的阶数，而它们的非零特征值相同，因此可以先求出

ＡＴ
ｓ Ａｓ 的特征值 λ ｓｊ 和特征向量 φｓｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｒ）， 然后利用关系式

　 　 ϕｓｊ ＝
１
σ ｓｊ

Ａｓφｓｊ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｒ， （１０）

可得到 ＡｓＡＴ
ｓ 的非零特征值对应的特征向量 ϕｓｊ（１ ≤ ｊ ≤ ｒ ≤ Ｋ ） ．
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选取较大的 Ｍｓ（Ｍｓ ＜ ｒ） 个奇值，令 ＡＭｓ
＝∑Ｍｓ

ｉ ＝ １
σ ｉϕｉψ ｉ， 其中 ϕｉ 和 ψ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｍｓ） 分

别是 Ｕｓ 和 Ｖｓ的前 Ｍｓ 列．利用谱半径与谱范数的关系可知，当 Ｍｓ ＜ ｒ ＝ ｒａｎｋ（Ａｓ） ≤ Ｋ 时，有
　 　 ｍｉｎ

ｒａｎｋ（Ｂ）≤Ｍｓ
‖Ａｓ － Ｂ‖２，２ ＝ ‖Ａｓ － ＡＭｓ

‖２，２ ＝ ‖Ａｓ － ΦｓΦＴ
ｓ Ａｓ‖２，２ ＝ σＭｓ＋１， （１１）

其中， Φｓ ＝ （ϕｓ１，ϕｓ２，…，ϕＭｓ
），这表明 ＡＭｓ

是 Ａｓ 的最优逼近，其误差为 σＭｓ＋１
＝ λＭｓ＋１ ．

若用 ａｋ
ｓ ＝ （ａｋ

１，ａｋ
２，…，ａｋ

Ｍ＋２） Ｔ（ｋ ＝ １，２，…，Ｋ） 表示 Ａｓ的 Ｋ 个列向量，εｋ 表示第 ｋ 个分量为

１、其余分量为 ０ 的单位向量，则由矩阵和向量的相容性有

　 　 ‖ａｋ
ｓ － ａｋ

Ｍｓ
‖２ ＝ ‖（Ａｓ － ΦｓΦＴ

ｓ Ａｓ）εｋ‖２ ≤

　 　 　 　 ‖Ａｓ － ΦｓΦＴ
ｓ Ａｓ‖２，２‖εｋ‖２ ＝ λＭｓ＋１ ， （１２）

其中 ａｋ
Ｍｓ

＝ ∑Ｍｓ

ｊ ＝ １
（ϕｓｊ，ａｋ

ｓ ）ϕｓｊ，（ϕｓｊ，ａｋ
ｓ ） 是向量 ϕｓｊ 和 ａｋ

ｓ 的内积．不等式（１２） 表明 ａｋ
Ｍｓ

是 ａｋ
ｓ的最

优逼近，其误差为 λＭｓ＋１ ．则 Φｓ ＝ （ϕｓ１，ϕｓ２，…，ϕＭｓ
）（Ｍｓ ≪Ｍ ＋ ２） 就是相对于 Ａｓ 的一组正交

最优基（ ｓ ＝ ρ 或 ｗ）， 即 ＰＯＤ 基．
２．２　 各向异性交通流模型基于 ＰＯＤ 基的外推降阶差分格式

下面导出各向异性交通流模型基于 ＰＯＤ 基的降阶外推差分格式．记
　 　 ρＭ＋２ ＝ （ρ １，ρ ２，…，ρＭ＋２） Ｔ， ｗＭ＋２ ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗＭ＋２） Ｔ ． （１３）

并将式（３）改写为如下形式：
　 　 Ｕｎ＋１

Ｍ＋２ ＝ Ｕｎ
Ｍ＋２ － Ｆ（Ｕｎ

Ｍ＋２） ＋ Ｓ（Ｕｎ
Ｍ＋２）， （１４）

其中 Ｆ ＝ （Ｆ１，Ｆ２） 和 Ｓ ＝ （Ｓ１，Ｓ２） 分别由式（３） 右边的第 ２ 和第 ３ 项确定，Ｕｎ
Ｍ＋２ ＝ Ｕ（ρ ｎ

Ｍ＋２，
ｗｎ

Ｍ＋２）（０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １），Ｎ 为时间层迭代次数．令
　 　 αρ ＝ （α ρ１，α ρ２，…，α ρ Ｍρ

） Ｔ， αｗ ＝ （αｗ１，αｗ２，…，αｗ Ｍｗ
） Ｔ， （１５）

用（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ） Ｔ近似表示 Ｕｎ
Ｍ＋２：

　 　 Ｕｎ
Ｍ＋２ ≈ （Φραｎ

ρ，Φｗαｎ
ｗ） Ｔ ． （１６）

将式（１６）代入到式（１４）并写成分量的形式，即得到如下的近似方程组：

　 　
Φραｎ＋１

ρ ≈ Φραｎ
ρ － Ｆ１（Φραｎ

ρ，Φｗαｎ
ｗ） ＋ Ｓ１（Φραｎ

ρ，Φｗαｎ
ｗ），

Φｗαｎ＋１
ｗ ≈ Φｗαｎ

ｗ － Ｆ２（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ） ＋ Ｓ２（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ），
{

　 　 ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １， （１７）
其中

　 　

Ｆ１（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ） ＝ Δｔ
Δｘ

（ ｆ
　

１（Φραｎ＋１
ρ ，Φｗαｎ＋１

ｗ ） － ｆ
　

１（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ）），

Ｆ２（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ） ＝ Δｔ
Δｘ

（ ｆ
　

２（Φραｎ＋１
ρ ，Φｗαｎ＋１

ｗ ） － ｆ
　

２（Φραｎ
ρ，Φｗαｎ

ｗ）） ＋

　 　 Δｔτ －１（Ｖ（Φｗαｎ
ｗ） － ｖｅ（Φραｎ

ρ）） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１８）

于是，我们可以得到下面包含有 （Ｍρ ＋ Ｍｗ） 个未知量的降阶方程组：

　 　

β ｎ
ρ ＝ ΦＴ

ρρ ｎ
Ｍ＋２， β ｎ

ｗ ＝ ΦＴ
ｗｗｎ

Ｍ＋２，　 　 ｎ ＝ １，２， …，Ｋ，

Φρβ ｎ＋１
ρ ＝ Φρβ ｎ

ρ － Ｆ１（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ） ＋ Ｓ１（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ），
ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １，

Φｗ β ｎ＋１
ｗ ＝ Φｗ β ｎ

ｗ － Ｆ２（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ） ＋ Ｓ２（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ），
ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１９）
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其中 ρ ｎ
Ｍ＋２ 和ｗｎ

Ｍ＋２（１≤ ｎ≤ Ｋ） 是方程（３） 的 Ｋ个解构成的向量，β ｎ
ρ ＝ （β ρ１，β ρ２，…，βＭρ） Ｔ 和 β ｎ

ｗ

＝ （βｗ１，βｗ２，…，βＭｗ） Ｔ 是两个未知向量．由于Φρ 和Φｗ 的列向量是正交向量，因此分别将它们乘

在两个方程组的两边，可以得到下面的降阶差分格式：

　 　

β ｎ
ρ ＝ ΦＴ

ρρ ｎ
Ｍ＋２， β ｎ

ｗ ＝ ΦＴ
ｗｗｎ

Ｍ＋２，　 　 ｎ ＝ １，２， …，Ｋ；

β ｎ＋１
ρ ＝ β ｎ

ρ － ΦＴ
ρＦ１（Φρβ ｎ

ρ，Φｗ β ｎ
ｗ） ＋ ΦＴ

ρＳ１（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ），
ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １，

β ｎ＋１
ｗ ＝ β ｎ

ｗ － ΦＴ
ｗＦ２（Φρβ ｎ

ρ，Φｗ β ｎ
ｗ） ＋ ΦＴ

ｗＳ２（Φρβ ｎ
ρ，Φｗ β ｎ

ｗ），
ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２０）

从式（２０）解出 β ｎ
ρ 和 β ｎ

ｗ（ｎ ＝ １， ２， …， Ｎ） 后， 就可以得到各向异性交通流模型降阶格式的解

向量：
　 　 Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２ ＝ （ρ∗ｎ
Ｍ＋２，ｗ∗ｎ

Ｍ＋２）， ρ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ Φρβ ｎ

ρ， ｗ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ Φｗ β ｎ

ｗ，　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ． （２１）
于是，可以得到各向异性交通流的降阶解的分量．

３　 外推降维有限差分格式解的误差估计及算法实现

３．１　 外推降维有限差分格式解的误差估计

先将式（１９）写成如下形式：
　 　 Ｕ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ ＝ Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２ － Ｆ（Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２） ＋ Ｓ（Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２），　 　 Ｋ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １． （２２）

由式（１４）有
　 　 Ｕ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ － Ｕｎ＋１
Ｍ＋２ ＝ Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２ － Ｕｎ
Ｍ＋２ － ［Ｆ（Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２） － Ｆ（Ｕｎ
Ｍ＋２）］ ＋

　 　 　 　 ［Ｓ（Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２） － Ｓ（Ｕｎ

Ｍ＋２）］，　 　 Ｋ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １． （２３）
令 ｅｎ ＝ Ｕ∗ｎ

ｉ － Ｕｎ
ｉ ， 则有

　 　 ‖ｅｎ＋１‖２ ≤ ‖ｅｎ‖２ ＋ ‖Ｆ（Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２） － Ｆ（Ｕｎ

Ｍ＋２）‖２ ＋
　 　 　 　 ‖Ｓ（Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２） － Ｓ（Ｕｎ
Ｍ＋２）‖２，　 　 Ｋ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １． （２４）

由于当稳定条件 Δｔ ≤ Δｘ ／ Ｖｆ 成立时， ｜ ρ ｜ ∗ｎ
ｉ ， ｜ ｗ ｜ ∗ｎ

ｉ ， ｜ ρ ｜ ｎ
ｉ 和 ｜ ｗ ｜ ｎ

ｉ 都是有界的，从而有

　 　
‖Ｆ（Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２） － Ｆ（Ｕｎ
Ｍ＋２）‖２ ≤ Ｍ１

Δｔ
Δｘ

‖ｅｎ‖２，

‖Ｓ（Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２） － Ｓ（Ｕｎ

Ｍ＋２）‖２ ≤ Ｍ２Δｔ‖ｅｎ‖２，

ì

î

í

ïï

ïï

（２５）

其中 Ｍ１ 和 Ｍ２ 是与 Δｘ 和 Δｔ 无关的常数，因此式（２４）可以写成

　 　 ‖ｅｎ＋１‖２ ≤ ‖ｅｎ‖２ ＋ Ｍ１
Δｔ
Δｘ

‖ｅｎ‖２ ＋ Ｍ２Δｔ‖ｅｎ‖２，　 　 Ｋ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １． （２６）

对式（２６）从 Ｋ，Ｋ ＋ １，…，ｎ － １ 递推，得

　 　 ‖ｅｎ＋１‖２ ≤ １ ＋ Ｍ１
Δｔ
Δｘ

＋ Ｍ２Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－Ｋ

‖ｅｎ‖２，　 　 Ｋ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １． （２７）

而当 １ ≤ ｎ ≤ Ｋ 时， 由式（１２） 可得 Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ΦρΦＴ

ρＡρεｎ，ΦｗΦＴ
ｗＡｗεｎ） Ｔ， 因此有

　 　 ‖ｅｎ‖２ ＝ ‖Ｕｎ
Ｍ＋２ － Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２‖２ ＝ ‖Ｕｎ
Ｍ＋２ － （ΦρΦＴ

ρＡρεｎ，ΦｗΦＴ
ｗＡｗεｎ） Ｔ‖２ ≤

　 　 　 　 λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｋ，

　 　 ‖ｅｎ‖２ ≤ １ ＋ Ｍ１
Δｔ
Δｘ

＋ Ｍ２Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－Ｋ

［ λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］，

Ｋ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １．
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当稳定条件 Δｔ ＜ Δｘ ／ Ｖｆ 成立时，Ｍ１（Δｔ ／ Δｘ） ＜ Ｍ１ ／ Ｖｆ ＜ １，Ｍ２Δｔ ＜ Ｍ２Δｘ ／ Ｖｆ ＜ １．
由此得到下面的结论．
定理 １　 若 Ｕｎ

Ｍ＋２（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 是经典有限差分格式（３） 的解组成的向量，Ｕ∗ｎ
Ｍ＋２（ｎ ＝ １，

２，…，Ｎ） 是式（３） 对应的外推降维差分格式（２０） 和（２１） 的解，则当稳定条件Δｔ ＜ Δｘ ／ Ｖｆ 成立

时，有

　 　 ‖Ｕｎ
Ｍ＋２ － Ｕ∗ｎ

Ｍ＋２‖２ ≤ Ｃ（ｎ）［ λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］，　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ，

其中 Ｃ（ｎ） ＝ １（１ ≤ ｎ ≤ Ｋ），Ｃ（ｎ） ＝ （１ ＋ Ｍ１Δｔ ／ Δｘ ＋ Ｍ２Δｔ） ｎ－Ｋ（Ｋ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ） ．
更进一步，结合定理 １ 和式（７）可以得到如下定理．
定理 ２　 在定理 １ 的条件下，各向异性交通流模型的精确解和外推降阶差分格式的解

（ρ∗ｎ
ｉ ，ｗ∗ｎ

ｉ ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １） 有如下的误差估计：
　 　 ｜ ρ（ｘｉ，ｔｎ） － ρ∗ｎ

ｉ ｜ ＋ ｜ ｗ（ｘｉ，ｔｎ） － ｗ∗ｎ
ｉ ｜ ＝

　 　 　 　 Ｏ（Ｃ（ｎ）［ λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］，Δｘ，Δｔ），　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ． （２８）

注 ２　 ＰＯＤ 方法可以缩减计算时间和节省计算机内存的原因就是外推降阶方程只含有很少的 （Ｍρ ＋
Ｍｗ） 个未知量（通常取 Ｍρ ＝ Ｍｗ ＝ ７ 即可满足精度要求） ．在定理 １ 中可以注意到 Ｃ（ｎ） ＝ （１ ＋ Ｍ１Δｔ ／ Δｘ ＋

Ｍ２Δｔ） ｎ－Ｋ（Ｋ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ） 是由于计算 ｎ ＞ Ｋ 的时间节点 ｔｎ 的降阶解累计的误差，这样可以根据定理 １ 和定

理 ２ 给出的误差估计选取 ＰＯＤ 基的数目 Ｍρ 和 Ｍｗ 使得［ λ ρ（Ｍρ＋１）
＋ λｗ（Ｍｗ＋１）

］ ＝ Ｏ（Δｘ，Δｔ），并且在精度

不满足要求，即可在［ λ ρ（Ｍρ＋１）
＋ λｗ（Ｍｗ＋１）

］ ＞ ｍｉｎ{ Δｘ，Δｔ} 时，逐渐调整 ＰＯＤ 基以达到精度要求．

３．２　 外推降维有限差分格式的算法实现

在用外推降维差分格式求解各向异性交通流模型数值解时，可以按照如下的步骤进行算

法实现．
步 １　 对于给定道路的最大速度 Ｖｆ， 速度⁃密度关系函数 Ｖ，ｖｅ，最大车流量密度 ρ ｊａｍ，弛豫

时间 τ，时间步长 Δｔ， 空间步长 Δｘ， 初值函数 ρ ０（ｘ）， 应用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流和周期边界条件求解经

典差分格式：

　 　

ρ ０
ｉ ＝ ρ ０

ｉ（ｘｉ）， ｗ０
ｉ ＝ Ｖ －１（ｖｅ（ρ ０

ｉ（ｘ（ ｉ）））），　 　 　 ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｍ ＋ １；

ρ ｎ
０ ＝ ρ ｎ

Ｍ， ρ ｎ
Ｍ＋１ ＝ ρ ｎ

１； ｗｎ
０ ＝ ｗｎ

Ｍ， ｗｎ
Ｍ＋１ ＝ ｗｎ

１， ｎ ＝ １，２，…，Ｋ；

ｕｎ＋１
ｉ ＝ ｕｎ

ｉ － Δｔ
Δｘ

（ ｆ
　
（ｕｎ

ｉ ，ｕｎ
ｉ＋１） － ｆ

　
（ｕｎ

ｉ－１，ｕｎ
ｉ ）） ＋ Δｔｓ（ｕｎ

ｉ ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ ２； ｎ ＝ １，２，…，Ｋ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

用 { ρ ｎ
ｉ ，ｗｎ

ｉ } Ｋ
ｎ ＝ １（ ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ ２） 构成瞬像（对于实际道路交通模拟，可以通过实测记录

数据抽取样本点构成瞬像），其中 Ｍ ＋ ２ 是由空间步长 Δｘ 确定的步数．
步 ２　 组成瞬像矩阵 Ａρ ＝ （ρ ℓ

ｉ ） （Ｍ＋２） ×Ｋ 和Ａｗ ＝ （ｗℓ
ｉ ） （Ｍ＋２） ×Ｋ ．解线性方程组（ＡＴ

ρＡρ － λ ρ ＩＫ）φρ

＝ ０，（ＡＴ
ｗＡｗ － λ ｗＩＫ）φｗ ＝ ０， 求出正特征值并按照从大到小排列λ ρ１ ≥λ ρ２ ≥…≥λ ρｒρ ＞ ０（λ ρｒρ

＝ ｒａｎｋ Ａρ） 和 λ ｗ１ ≥ λ ｗ２ ≥ … ≥ λ ｗｒｗ ＞ ０ （λ ｗｒｗ
＝ ｒａｎｋ Ａｗ） 以及相应的特征向量 φρｊ（ ｊ ＝ １，２，

…，ｒρ） 和 φｗｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｒｗ） ．

步 ３　 对于所要求的精度 γ ＝ Ｏ（Δｔ，Δｘ），确定 Ｍρ（≤ ｒρ） 和 Ｍｗ（≤ ｒｗ） 使得［ λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋

λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］ ≤ γ，构造 ＰＯＤ 基Φρ ＝ （ϕρ１，ϕρ２，…，ϕρ Ｍρ
） （ϕρ ｊ ＝ Ａρφρ ｊ ／ λ ρ ｊ ， ｊ ＝ １，２，…，Ｍρ）

和 Φｗ ＝ （ϕｗ１，ϕｗ２，…， ϕｗ Ｍｗ
） （ϕｗｊ ＝ Ａｗφｗｊ ／ λ ｗｊ ， ｊ ＝ １，２，…，Ｍｗ） ．
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步 ４　 构建 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流：

　 　 ＦＧ
１（ｕ１，ｕ２） ＝

β ρ１

βｗ１

ＦＧ
２（ｕ１，ｕ２）， ＦＧ

２（ｕ１，ｕ２） ＝
ｍｉｎ

βｗ１≤βｗ≤βｗ２
Ｆ２（βｗ）， 　 　 βｗ１

≤ βｗ２
；

ｍａｘ
βｗ１≥βｗ≥βｗ２

Ｆ２（βｗ）， 　 　 βｗ１
＞ βｗ２

．
{

步 ５　 设置周期边界条件：
　 　 β ｎ

ρ０
＝ β ｎ

ρＭ， β ｎ
ρＭ＋１

＝ β ｎ
ρ１； β ｎ

ｗ０
＝ β ｎ

ｗＭ
， β ｎ

ｗＭ＋１
＝ β ｎ

ｗ１
，　 　 ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ ．

步 ６　 令 ρ ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ρ ｎ

１，ρ ｎ
２，…，ρ ｎ

Ｍ＋２） Ｔ 和ｗｎ
Ｍ＋２ ＝ （ｗｎ

１，ｗｎ
２，…，ｗｎ

Ｍ＋２） Ｔ（０≤ ｎ≤Ｋ），解降阶差分

格式

　 　

β ｎ
ρ ＝ ΦＴ

ρρ ｎ
Ｍ＋２， β ｎ

ｗ ＝ ΦＴ
ｗｗｎ

Ｍ＋２，　 　 　 　 　 ０ ≤ ｎ ≤ Ｋ，

β ｎ＋１
ρ ＝ β ｎ

ρ － ΦＴ
ρＦ１（Φρβ ｎ

ρ，Φｗ β ｎ
ｗ）， ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １，

β ｎ＋１
ｗ ＝ β ｎ

ｗ － ΦＴ
ｗＦ２（Φρβ ｎ

ρ，Φｗ β ｎ
ｗ）， ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １，

ρ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ Φρβ ｎ

ρ， ｗ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ Φｗ β ｎ

ｗ， ｎ ＝ １，２，…，Ｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

得到各向异性交通流模型降阶差分格式的解 ρ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ρ∗ｎ

１ ，ρ∗ｎ
２ ，…，ρ∗ｎ

Ｍ＋２） 和 ｗ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ｗ∗ｎ

１ ，ｗ∗ｎ
２ ，

…，ｗ∗ｎ
Ｍ＋２） ．

步 ７　 如果 Ｃ（ｎ）［ λ ρ（Ｍρ ＋１）
＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］ ≤ γ， 那么 ρ∗ｎ

Ｍ＋２ ＝ （ρ∗ｎ
１ ，ρ∗ｎ

２ ，…，ρ∗ｎ
Ｍ＋２） 和 ｗ∗ｎ

Ｍ＋２

＝ （ｗ∗ｎ
１ ，ｗ∗ｎ

２ ，…，ｗ∗ｎ
Ｍ＋２） 就是所要求精度的解．否则，若 Ｃ（ｎ）［ λ ρ（Ｍρ ＋１）

＋ λ ｗ（Ｍｗ＋１） ］ ＞ γ， 令

（ρ ｉ
１，ρ ｉ

２，…，ρ ｉ
Ｍ＋２） ＝ （ρ∗ｉ

１ ，ρ∗ｉ
２ ，…，ρ∗ｉ

Ｍ＋２） 和（ｗ ｉ
１，ｗ ｉ

２，…，ｗ ｉ
Ｍ＋２） ＝ （ｗ∗ｉ

１ ，ｗ∗ｉ
２ ，…，ｗ∗ｉ

Ｍ＋２）（ ｉ ＝ ｎ － （Ｋ －
１），ｎ － （Ｋ － ２），…，ｎ），并重复步 ２至步 ６直到解出满足精度要求的所有时间节点的解 ρ∗ｎ

Ｍ＋２ ＝
（ρ∗ｎ

１ ，ρ∗ｎ
２ ，…，ρ∗ｎ

Ｍ＋２） 和 ｗ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ｗ∗ｎ

１ ，ｗ∗ｎ
２ ，…，ｗ∗ｎ

Ｍ＋２）（ｎ ＝ １，２，…，Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ） ．

注 ３　 步 ７ 可以改为“如果 ‖ρ ｎ＋１
Ｍ＋２ － ρ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ ‖２ ≤ ‖ρ ｎ
Ｍ＋２ － ρ∗ｎ

Ｍ＋２‖２且 ‖ｗｎ＋１
Ｍ＋２ － ｗ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ ‖２ ≤ ‖ｗｎ
Ｍ＋２ －

ｗ∗ｎ
Ｍ＋２‖２（ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １）， 那么 ρ∗ｎ

ｍ ＝ （ρ∗ｎ
１ ，ρ∗ｎ

２ ，…，ρ∗ｎ
Ｍ＋２） 和 ｗ∗ｎ

ｍ ＝ （ｗ∗ｎ
１ ，ｗ∗ｎ

２ ，…， ｗ∗ｎ
Ｍ＋２）（ｎ ＝ １，２，

…，Ｎ） 就是所要求精度的解．否则，即若‖ρ ｎ＋１
Ｍ＋２ － ρ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ ‖２ ＞ ‖ρ ｎ
Ｍ＋２ － ρ∗ｎ

Ｍ＋２‖２ 或‖ｗｎ＋１
Ｍ＋２ － ｗ∗ｎ＋１

Ｍ＋２ ‖２ ＞ ‖ｗｎ
Ｍ＋２

－ ｗ∗ｎ
Ｍ＋２‖２（ｎ ＝ Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ － １）， 令（ρ ｉ

１，ρ ｉ
２，…，ρ ｉ

Ｍ＋２） ＝ （ρ∗ｉ
１ ，ρ∗ｉ

２ ，…，ρ∗ｉ
Ｍ＋２） 和 （ｗｉ

１，ｗｉ
２，…，ｗｉ

Ｍ＋２） ＝ （ｗ∗ｉ
１ ，

ｗ∗ｉ
２ ，…， ｗ∗ｉ

Ｍ＋２）（ ｉ ＝ ｎ － （Ｋ － １），ｎ － （Ｋ － ２），…，ｎ），并重复步 ２至步 ６直到解出满足精度要求的所有时间节

点的解 ρ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ρ∗ｎ

１ ，ρ∗ｎ
２ ，…，ρ∗ｎ

Ｍ＋２） 和 ｗ∗ｎ
Ｍ＋２ ＝ （ｗ∗ｎ

１ ，ｗ∗ｎ
２ ，…，ｗ∗ｎ

Ｍ＋２）（ｎ ＝ １，２，…，Ｋ，Ｋ ＋ １，…，Ｎ） ．

注 ４　 按照上面的 ７ 步即可依次求解出所有时间节点上的解．如果按照经典的算法，由于计算过程中截断

误差的累计，在未知量过大时计算到一定程度就可能出现浮点溢出而无法继续计算．而在外推降阶差分格式

中未知量的个数得到了极大的缩减，因此在计算时可以节省大量计算时间．并且在外推过程中，可以通过适当

的更新瞬像和 ＰＯＤ 基使计算一直进行下去直至得到所有的数值解，这是经典差分格式所不能的．

４　 数 值 算 例

下面给出一个数值例子说明外推降阶差分格式的优越性．
为了模拟两个临界密度的非平衡流，即为了模拟交通堵塞情况，参考文献［６］的经典数值

方法，取道路长度 Ｌ ＝ １６ ０００ ｍ， 时间长度 Ｔ ＝ ７５０ ｓ， 空间步长 Δｘ ＝ １０ ｍ， 最大速度 Ｖｆ ＝ ｖｆ ＝
２５ ｍ ／ ｓ，弛豫时间 τ ＝ ３０ ｓ，最大密度 ρ ｊａｍ ＝ ０．１６ ｖｅｈ ／ ｍ， 速度⁃密度关系函数

　 　 Ｖ（ρ） ＝ １ － ρ ／ ρ ｊａｍ，

　 　 ｖｅ（ρ） ＝ ｖｆ １ ＋ ｅｘｐ
ρ ／ ρ ｊａｍ － ０．２５
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首先，用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流求解经典差分格式（３）得到时间 Ｔ ＝ ７５０ ｓ 时的车辆密度解，并画在图

１ 中．图 １ 中的激波是一个临界密度（交通堵塞）的非平衡流的变化情况，正好反映了真实的车

辆密度变化（由于伪密度是所需密度，是一种理想情况，没有将其解画出来）．图 １ 模拟的是交

通流中的时走时停波（这是一种由驾驶员本身的行为造成的交通现象，如由车辆的减速、加速

而改变交通情况）．在初始处（图中为 ｔ ＝ ０ 时刻，６ ０００ ｍ 附近）道路交通达到其临界密度（即此

时交通流量达到最大，车辆密度和车辆速度处于一种平衡状态，若此时车辆速度降低，则车辆

密度会增大，出现交通阻塞），接下来（图中为 ｔ ＝ ０ 时刻，８ ０００ ｍ 附近）出现一较大的扰动，影
响交通情况，导致车辆密度瞬间增大并随即减小．由于扰动的出现，原本处于临界密度时的车

辆速度变小，而扰动随之发展并在道路下游形成多个扰动，与此同时，上游的车辆在前面的车

辆出现减速的情况下大量聚集并形成向后发展的交通阻塞．从图中可以看出，在 ０ ～ ６ ０００ ｍ
处，随着时间的增加交通阻塞逐渐向后移动；在 ８ ０００ ～ １６ ０００ ｍ 处，由于波动的发展与传播，
逐渐形成了几个车辆密度较大的激波，也就是形成了暂时的交通堵塞．

图 １　 经典差分格式的车辆密度解

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｖｅｈｉｃｌｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ

图 ２　 降阶外推差分格式的车辆密度解

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｖｅｈｉｃｌｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ

其次，用 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流求解经典差分格式（３）得到最初 ２０ 步（即 Ｋ ＝ ２０） 的解作为初始瞬像，

经过计算得到 λ ρ８ ＋ λ ｗ８ ≤５ × １０ －４，因此，在计算时需取 ７ 个 ＰＯＤ 基以满足精度要求．然后
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利用降阶差分格式（２０）和（２１）按求解外推降阶差分方程的 ６ 个步骤计算求出 Ｔ ＝ ７５０ ｓ 即迭

代至 １ ８７５ 步时的车辆密度数值解，并画在图 ２ 中．
对比图 １ 和图 ２ 可以看出，虽然降阶外推差分格式只有 ７ 个自由度（未知量），但是所得到

的车辆密度数值解很接近于含有 １６ ０００ 个自由度的经典差分格式的车辆密度数值解．因此，降
阶外推差分格式在求解过程中所需要的时间和占用的内存要比经典差分格式少，而且计算过

程中截断误差的积累也会极大地减少，从而能提高实际计算的精确度和效率．

图 ３　 经典差分格式与降阶外推差分格式的车辆密度解的误差

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ

图 ４　 不同 ＰＯＤ 基降阶差分格式车辆密度解与经典差分格式车辆密度解的误差

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ＰＯＤ ｂａｓｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ

图 ３ 为 Ｔ ＝ ７５０ ｓ 时降阶外推差分格式与经典有限差分格式的解的误差．从图中可以看到，
在绝大多数的点处，两个解的误差非常小，在道路为 １０ ０００～１２ ０００ ｍ 处，时间达到 ７５０ ｓ 时两

者的误差达到了最大，但是依旧在允许的误差范围内（≤５×１０－４）．图 ４ 是取不同数目的 ＰＯＤ
基的降阶解与经典差分解的误差比较．从图中可以看出，取得 ７ 个 ＰＯＤ 基时，所得到的降阶数

值解就能满足精度要求（误差不超过 ５×１０－４）．因此， 降阶外推差分格式能极大地减少自由度、
简化计算、节省计算量和存储要求， 减少计算过程中截断误差的积累和计算时间的耗费， 是
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求解各向异性交通流模型很有效和可行的方法．

５　 结　 　 论

本文利用流体计算中的 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流方法和 ＰＯＤ 方法建立了各向异性交通流模型的一种

具有足够高精度、维数较低的降阶外推差分格式， 并给出这种降阶外推差分格式解的误差估

计和算法实现．最后用数值例子验证了数值结果与理论结果相吻合．各向异性交通流模型基于

ＰＯＤ 方法的降阶外推差分格式的优点是： 只用少量的几个 ＰＯＤ 基建立的降阶外推差分格式

求得的解与经典差分格式的解很接近．而在此过程中，降阶外推差分格式的计算时间和内存占

用要比经典差分格式的少很多．体现了基于 ＰＯＤ 方法的降阶外推差分格式的优越性．
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ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｅ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄ⁃
ｅｌｉｎｇ， ２０１１， ３５（５）： ２４８９⁃２４９８．

［１２］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＸＩＥ Ｚｈｅｎｇ⁃ｈｕｉ， ＣＨＥＮ Ｊｉｎｇ． Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ ＭＦＥ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ⁃ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｓｃｉｅｎｔｉａ， ２０１１， ３１
（５）： １７６５⁃１７８５．

［１３］ 　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＬＩ Ｈｏｎｇ， ＺＨＯＵ Ｙａｎ⁃ｊｉｅ， ＨＵＡＮＧ Ｘｉａｏ⁃ｍｉｎｇ． Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ ＦＶＥ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１２， ３８５（１）： ３１０⁃３２１．

［１４］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｊｉｎｇ， Ｎａｖｏｎ Ｉ Ｍ， ＹＡＮＧ Ｘｉａｏ⁃ｚｈｏｎｇ． Ｍｉｘｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ
ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００８， ４７（１）： １⁃１９．

［１５］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＷＡＮＧ Ｒｕｉ⁃ｗｅｎ， ＺＨＵ Ｊｉａｎｇ． Ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｏｒ⁃

４８８ 罗　 　 振　 　 东　 　 　 徐　 　 源



ｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ Ｃｈｉｎａ
Ｓｅｒｉｅｓ Ａ： Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００７， ５０（８）： １１８６⁃１１９６．

［１６］　 孙萍， 罗振东， 周艳杰． 热传导对流方程基于 ＰＯＤ 的差分格式［ Ｊ］ ． 计算数学， ２００９， ３１（３）：
３２３⁃３３４．（ＳＵＮ Ｐｉｎｇ， ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＺＨＯＵ Ｙａｎ⁃ｊｉｅ． Ａ ＦＤＳ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｎ⁃
ｖｅｃｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｎｕｍｅｒｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００９， ３１（３）： ３２３⁃３３４．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＬＩ Ｈｏｎｇ， ＺＨＯＵ Ｙａｎ⁃ｊｉｅ， ＸＩＥ Ｚｈｅｎ⁃ｈｕｉ． Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ
ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｅ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１２， ３８５（１）： ３７１⁃３８３．

［１８］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＤＵ Ｊｕａｎ， ＸＩＥ Ｚｈｅｎｇ⁃ｈｕｉ， ＧＵＯ Ｙａｎ． Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｍｉｘｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅ⁃
ｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１１， ８８
（１）： ３１⁃４６．

［１９］　 罗振东， 陈静， 谢正辉， 安静， 孙萍． 抛物型方程基于 ＰＯＤ 方法的时间二阶精度 ＣＮ 有限元降维

格式［Ｊ］ ． 中国科学： 数学， ２０１１， ４１（５）： ４４７⁃４６０．（ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｊｉｎｇ， ＸＩＥ Ｚｈｅｎｇ⁃
ｈｕｉ， ＡＮ Ｊｉｎｇ， ＳＵＮ Ｐｉｎｇ． Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｉｍｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｆｏｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ： Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ， ２０１１， ４１（５）： ４４７⁃
４６０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 罗振东， 欧秋兰， 谢亚辉． 非定常 Ｓｔｏｋｅｓ 方程一种基于 ＰＯＤ 方法的简化有限差分格式［Ｊ］ ． 应

用数学和力学， ２０１１， ３２（７）： ７９５⁃８０６．（ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＯＵ Ｑｉｕ⁃ｌａｎ， ＸＩＥ Ｚｈｅｎｇ⁃ｈｕｉ． Ａ ｒｅ⁃
ｄｕｃｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｅｄｔｉｍａｔｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎ⁃
ａｒｙ Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１， ３２（７）： ７９５⁃８０６．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［２１］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｊｉｎｇ， ＺＨＵ Ｊｉａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｒｕｉ⁃ｗｅｎ， Ｎａｖｏｎ Ｉ Ｍ． Ａｎ ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ ｒｅｄｕｃｅｄ
ｏｒｄｅｒ ＦＤＳ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒｏｐｉｃａｌ Ｐａｃｉｆｉｃ Ｏｃｅａｎ ｒｅｄｕｃｅｄ ｇｒａｖｉｔｙ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， ２００７， ５５（２）： １４３⁃１６１．

［２２］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｊｉｎｇ， Ｎａｖｏｎ Ｉ Ｍ， ＺＨＵ Ｊｉａｎｇ． Ａｎ ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ ｒｅｄｕｃｅｄ ＰＬＳＭＦＥ ｆｏｒｍｕ⁃
ｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ⁃ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕ⁃
ｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄ， ２００９， ６０（４）： ４０９⁃４３６．

［２３］　 罗振东， 高俊强， 孙萍， 安静． 交通流模型基于特征投影分解技术的外推降维有限差分格式［Ｊ］ ．
计算数学， ２０１３， ３５（２）： １５９⁃１７０．（ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＧＡＯ Ｊｕｎ⁃ｑｉａｎｇ， ＳＵＮ Ｐｉｎｇ， ＡＮ Ｊｉｎｇ． Ａ
ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ＦＤＳ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＯＤ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈ⁃
ｅｍａｔｉｃａ Ｎｕｍｅｒｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１３， ３５（２）： １５９⁃１７０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２４］　 ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ， ＸＩＥ Ｄｉ， ＴＥＮＧ Ｆｅｉ． Ａ ＰＯＤ⁃ｂａｓｅｄ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ＦＤ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１４， ２０１４（２６９）： １⁃１３．

［２５］　 张文生． 科学计算中的偏微分方程有限差分方法［Ｍ］ ． 高等教育出版社， ２００６．（ＺＨＡＮＧ Ｗｅｎ⁃
ｓｈｅｎｇ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
［Ｍ］ ． Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２００６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２６］　 刘儒勋， 舒其旺． 计算流体力学的若干新方法［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２００３．（ＬＩＵ Ｒｕ⁃ｘｕｎ，
ＳＨＵ Ｑｉ⁃ｗａｎｇ． Ｓｅｖｅｒａｌ Ｎｅｗ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ
Ｐｒｅｓｓ， ２００３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

５８８守恒高阶各向异性交通流模型基于 ＰＯＤ 方法的降阶外推差分格式



Ａ Ｒｅｄｕｃｅｄ⁃Ｏｒｄｅｒ Ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ＦＤＭ ｆｏｒ Ｃｏｎｓｅｒｖｅｄ
Ｈｉｇｈ⁃Ｏｒｄｅｒ Ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ Ｔｒａｆｆｉｃ Ｆｌｏｗ Ｍｏｄｅｌｓ

ＬＵＯ Ｚｈｅｎ⁃ｄｏｎｇ，　 ＸＵ Ｙｕａｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｎｏｒｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｐｏｗｅｒ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｂｅｉｊｉｎｇ １０２２０６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ （ＦＤＭ） ｗｉｔｈ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｈｉｇｈ
ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｖｅｒｙ ｆｅｗ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｆｏｒ ｃｏｎｓｅｒｖｅｄ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ
ｍｏｄｅｌｓ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｇｏｄｕｎｏｖ ｆｌｕｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＯＤ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ． Ｔｈｅ ｅｒ⁃
ｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｗｅｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍ⁃
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