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摘要：　 基于传统塑性力学框架下的显式积分算法和基于 Ｓｉｍｏ⁃Ｔａｙｌｏｒ 提出的回退映射隐式积分算

法是固体力学中两大经典本构积分算法．以经典的非关联材料模型 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ（Ｄ⁃Ｐ）模型和

Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ（Ａ⁃Ｆ）模型为例分别回顾了显式积分算法和隐式积分算法．以双势理论为基础，
将双势的概念运用到材料的自由能中，将材料分为显式标准材料和隐式标准材料．两种传统积分算

法都能有效地处理显式标准材料的本构关系，但在处理隐式标准材料时却存在一定的问题．双势积

分算法是建立在双势理论下的本构积分算法，此算法不仅能够处理显式标准材料，对于处理隐式

标准材料，也存在一定的优势．通过变分原理推导了双势积分算法解的存在性，运用双势积分算法

处理 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型和 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型，并与经典传统积分算法得到的结果进行对

比，验证了双势本构积分算法的稳定性和准确性．
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引　 　 言

材料非线性是固体力学中一个重要的研究方向，能正确模拟材料应力⁃应变关系，数值实

现材料的本构积分，是材料非线性研究的核心［１］，而准确高效的本构模拟方法，能更好地指导

工程实践［２］ ．根据材料模型具体形式的不同，其适合的本构积分算法也是不同的．
针对材料非线性应力⁃应变关系，以传统的塑性力学为基础，推导出了一种显式积分算

法［３］，在每一步迭代计算中，只通过全局结构满足整体平衡来计算求解应力增量．显式积分算

法的优势在于只要得到材料的屈服势函数 Ｆ 与流动势函数 Ｐ 的具体表达式，就能显式得到模

型的本构关系，计算塑性乘子不需要进行迭代计算．但是由于每一步只是全局结构满足整体平

衡条件，计算过程中可能会造成计算结果的不稳定，因此，为保证显式积分算法的计算稳定性，
需要适当减小计算步长．在一定程度上，这种处理方式降低了大型模型的计算效率［４］ ．

Ｓｉｍｏ 和 Ｔａｙｌｏｒ 于 １９８５ 年提出了一种回退映射隐式积分算法［５］，针对关联弹塑性材料模

型，模拟效果较为理想．关联弹塑性模型，其流动势函数 Ｐ 与屈服势函数 Ｆ 具有关联性，其流动
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法则满足传统正交性．隐式积分算法，在每一步迭代计算中，不仅全局结构满足整体平衡方程，
局部点仍能满足模型本构关系，这种算法计算更为稳定，效率相对更高．但是隐式积分算法处

理非关联弹塑性模型，其算法的稳定性和准确性取决于流动势函数 Ｐ的选取，不同形式的流动

势函数 Ｐ 对本构模拟结果的准确性和稳定性影响较大．
早在 １９４９ 年，Ｆｅｎｃｈｅｌ 在 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换的基础上提出了一种 Ｆｅｎｃｈｅｌ 变换［６］，从数学层面

上提出了针对于对偶变量的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式．以此为理论基础， ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 于 １９９１ 年首

次提出了双势理论（ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｔｈｅｏｒｙ） ［７］ ．１９９２ 年，ｄｅ Ｓａｘｃé 在文献［８］中，根据材料自由能的

形式，将材料分为显式标准材料（ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｔａｎｄａｒｄ ｍａｔｅｒｉａｌ）和隐式标准材料（ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｔａｎｄａｒｄ
ｍａｔｅｒｉａｌ） ．１９９５ 年，ｄｅ Ｓａｘｃé 在双势理论的基础上运用一种称之为双势（ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ）的函数统

一表示材料的屈服势函数和塑性势函数，提出了双势积分算法，此算法能有效处理隐式标准材

料的本构问题［９］ ．２００３ 年，Ｖａｌｌéｅ 等于文献［１０］中，对如何利用材料中的对偶变量构造双势函

数进行了总结．近 ２０ 年来，研究者们陆续对双势积分算法在隐式标准材料本构中的应用进行

了相应的研究，尤其是针对接触摩擦本构问题，非关联随动硬化本构问题，非关联土体材料本

构问题．
接触摩擦本构为典型的隐式标准材料本构，１９９５ 年，Ｆｅｎｇ 基于双势理论，提出了一套有效

处理接触摩擦本构问题的双势积分算法［１１］ ．１９９８ 年 ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 于文献［１２］中，对双势积

分算法在接触摩擦本构中的应用进行了总结，证明了双势积分算法较传统算法能更为有效地

解决接触摩擦问题，其双势函数能等价表示 Ｓｉｇｎｏｒｎｉ 条件和 Ｃｏｕｌｏｍｂ 条件［１３］ ．之后，Ｆｅｎｇ 等将

这种算法发展到伴随大变形的接触摩擦问题中，并运用到解决各向异性接触问题［１４］和冲击动

力学接触问题［１５⁃１７］ ．２００８ 年，Ｊｏｌｉ 和 Ｆｅｎｇ 基于双势理论推导出 Ｕｚａｗａ 算法优化求解整体非线

性方程，并与 Ｎｅｗｔｏｎ 算法进行了分析和比较［１８］ ．
研究者们也将双势理论应用在处理非关联随动硬化材料模型本构上．２００１ 年，Ｂｏｄｏｖｉｌｌé 等

在文献［１９］中，讨论如何运用双势积分算法处理非关联随动硬化本构模型．２００９ 年，Ｂｏｕｂｙ 等

结合微动分析，更具体地阐述了双势积分算法在处理非关联随动硬化模型的优势［２０］ ．２０１０ 年，
Ｃｈａａｂａ 结合极限分析和双势积分算法处理非关联随动强化模型［２１］，得到了较为理想的结果．

根据非关联土体材料能量势函数的表达形式可知，非关联土体材料也属于隐式标准材

料［２２］，１９９５ 年，ｄｅ Ｓａｘｃé 在文献［９］中，证明了采用双势理论处理非关联土体材料本构问题的

可行性．２００１ 年，Ｂｏｕｓｓｈｉｎｅ 等于文献［２３］中，推导出了双势积分算法处理非关联土体材料本构

的具体形式．２００３ 年，Ｈｊｉａｊ 等基于双势积分算法，对非关联土体本构问题中的奇异点进行了讨

论，保证了双势理论在非关联土体材料本构应用中的严密性［２４］ ．Ｂｅｒｇａ 于 ２００８ 年针对非关联

土体具体的理想塑性模型，给出了其双势积分算法的具体步骤［２５］，并于 ２０１２ 年对双势积分算

法在非关联土体材料中的应用进行了总结［２６］，且进行了数值实现［２７］ ．２０１４ 年，Ｚｈｏｕ 等结合

Ｂｅｒｇａ 的工作，推导出了非关联岩体材料的双势表达式，并进行了简单的数值模拟［２８］ ．
研究结果表明， 双势积分算法不仅能够有效处理显式标准材料，在处理隐式标准材料时，

也能充分发挥其自身优势，能更严格地表述材料的正交定理，算法具有准确性、高效性［２９］ ．
本文通过两个常用的隐式标准材料模型：Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ（Ｄ⁃Ｐ）模型和 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ

（Ａ⁃Ｆ）模型，将双势积分算法与传统显式积分算法和隐式积分算法进行了比较和讨论，证明双

势积分算法在处理隐式标准材料时具有自身的优势，并通过数值实现验证了双势积分算法的

稳定性和准确性．
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１　 双 势 理 论

ｄｅ Ｓａｘｃé 于文献［９］中，以 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换为基础，通过分析材料模型能量势函数形式，将材

料分为显式标准材料和隐式标准材料，并提出了双势函数的概念．
设 σ 为应力矢量，εｐ 为应变率矢量，二者为一对对偶变量．则根据连续介质力学的相关知

识可以知道，两个矢量的点积 σ·εｐ， 可以表示为材料变形过程中能量的耗散率．
１．１　 显式标准材料

对于显式标准材料，其耗散的能函数可以分解为两种势函数之和，即应力势函数 ϕ（σ） 和

塑性应变率势函数 ψ（εｐ），且 ϕ（σ） 和 ψ（ε） 满足由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换得到的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式：
　 　 ∀（σ，ε）： ϕ（σ） ＋ ψ（ε） ≥ σ·ε， （１）

当且仅当 （σ，ε） 满足材料本构关系时等号成立，此时

　 　 ϕ（σ） ＋ ψ（ε） ＝ σ·ε ． （２）
设 （σ′，ε′） 为（σ，ε） 极小邻域内的一点，则对不等式（１）两边作如下变换：

　 　 ∀ε′： ψ（ε′） － ψ（ε） ≥ σ·（ε′ － ε）⇒σ ≤ ψ（ε′） － ψ（ε）
ε′ － ε

， （３）

　 　 ∀σ′： ϕ（σ′） － ϕ（σ） ≥ ε·（σ′ － σ）⇒ε ≤ ϕ（σ′） － ϕ（σ）
σ′ － σ

， （４）

可以得到显式标准材料正交准则的一般表达式

　 　 σ ∈ ∂ψ（ε）， εｐ ∈ ∂ϕ（σ） ． （５）
１．２　 隐式标准材料

对于隐式标准材料，其耗散的能函数不能够被分解，定义一种双势函数 ｂ（σ，ε） 表示其耗

散能函数，同样，ｂ（σ，ε） 满足 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式

　 　 ∀（σ，ε）： ｂ（σ，ε） ≥ σ·ε， （６）
当且仅当 （σ，ε） 满足材料本构关系时等号成立，此时

　 　 ｂ（σ，ε） ＝ σ·ε ． （７）
设 （σ′，ε′） 为（σ，ε） 极小邻域内的一点，对不等式（６）两边作如下变换：

　 　 ∀ε′： ｂ（σ，ε′） － ｂ（σ，ε） ≥ σ·（ε′ － ε）⇒σ ≤ ｂ（σ，ε′） － ｂ（σ，ε）
ε′ － ε

， （８）

　 　 ∀σ′： ｂ（σ′，ε） － ｂ（σ，ε） ≥ ε·（σ′ － σ）⇒ε ≤ ｂ（σ′，ε） － ｂ（σ，ε）
σ′ － σ

， （９）

可以得到隐式标准材料正交准则的一般表达式

　 　 σ ∈ ∂εｂ（σ，ε）， ε ∈ ∂ｂσ（σ，ε） ． （１０）
若令 ｂ（σ，ε） ＝ ϕ（σ） ＋ ψ（ε），则 ｂ（σ，ε） 满足显式标准材料的形式，可以认为显式标准

材料是隐式标准材料的特殊形式．
１．３　 弹塑性材料的双势函数

运用双势理论处理弹塑性材料，可以分别就弹性状态和塑性状态进行分析，并将率形式转

化为增量形式，于是可以得到：
当材料处于弹性状态时，满足弹性状态本构关系，此时材料具有显式标准材料的特征，则

弹性状态下的材料双势函数可以表示为

　 　 Δｂｅ（Δεｅ，Δσ） ＝ Δψ（Δεｅ） ＋ Δϕ（Δσ）； （１１）

９８７双势理论用于处理非关联材料本构



当材料处于塑性状态时，满足塑性状态的本构关系，有
　 　 Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） ＝ Δσ·Δεｐ ． （１２）
由于塑性状态与材料加载历史 σ０ 相关，则有

　 　 Δεｐ ∈ ∂σｂｐ（Δεｐ，σ０ ＋ Δσ）， （１３）
　 　 Δσ ∈ ∂Δεｐｂｐ（Δεｐ，σ０ ＋ Δσ） － σ０ ． （１４）

所以

　 　 Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） ＝ ｂｐ（Δεｐ，σ０ ＋ Δσ） － σ０·Δεｐ ． （１５）
可以得到增量形式弹塑性状态的双势函数表达式

　 　 Δｂｅｐ（Δε，Δσ） ＝ ｉｎｆ
Δεｐ

［Δｂｅ（Δεｅ，Δσ） ＋ Δｂｐ（Δεｐ，Δσ）］ ． （１６）

以上推导中， Δσ 为应力张量增量，Δε 为应变张量增量，Δεｅ 为弹性应变张量增量，Δεｐ 为

塑性应变张量增量，Δｂｅｐ（Δε，Δσ） 表示弹塑性状态下的双势函数增量，Δｂｅ（Δεｅ，Δσ） 表示弹

性状态下的双势函数增量，Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） 表示塑性状态下的双势函数增量，ｉｎｆ 为取下确界．式
（１６）也是弹塑性材料双势积分算法的基础．

２　 显式积分算法

２．１　 显式积分算法概述

设材料屈服势函数为 Ｆ ＝ Ｆ（σ，ｋ），塑性势函数为 Ｐ ＝ Ｐ（σ，ｍ），其中，σ 为材料的应力张

量，ｋ和ｍ为与材料硬化相关的向量变量．对于显式标准材料，屈服势函数Ｆ与塑性势函数Ｐ具

有关联性，即 Ｆ（σ，ｋ） ＝ Ｐ（σ，ｍ）；对于隐式标准材料，屈服势函数 Ｆ 不等于塑性势函数 Ｐ，即
Ｆ（σ，ｋ） ≠ Ｐ（σ，ｍ） ．

材料流动准则与塑性势函数 Ｐ 有关，可以表达为

　 　 ｄεｐ ＝ ｄλ ∂Ｐ（σ，ｍ）
∂σ

， （１７）

其中， ｄλ 为塑性乘子．根据传统塑性力学的推导可知，其表达式为

　 　 ｄλ ＝

∂Ｆ（σ，ｋ）
∂σ{ }

Ｔ

Ｄｅｄε

Ａ ＋ ∂Ｆ（σ，ｋ）
∂σ{ }

Ｔ

Ｄｅ ∂Ｐ（σ，ｍ）
∂σ{ }

， （１８）

其中， Ａ是与模型硬化准则相关的量，Ｄｅ 为弹性矩阵， { ∂Ｆ（σ，ｋ） ／ ∂σ } 和 { ∂Ｐ（σ，ｍ） ／ ∂σ } 与

材料势函数的具体形式有关．由式（１８） 可以看出，在显式积分算法中，塑性乘子 ｄλ 的表达式

为显式的．
２．２　 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型

非关联理想弹塑性模型 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型（以下简称 Ｄ⁃Ｐ 模型） ［３０］ 是典型的隐式标准

材料．对 Ｄ⁃Ｐ 模型，其塑性本构受到静水压力的影响，因此屈服势函数采用 Ｆ（σ，ｋ） ＝ Ｆ（ Ｉ１，Ｊ２，
Ｊ３，ｋ） 的形式，塑性势函数采用 Ｐ（σ，ｍ） ＝ Ｐ（ Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３，ｍ） 的形式，其中：

Ｉ１ 为应力张量第一不变量

　 　 Ｉ１ ＝ ３σｍ ＝ σ ｘ ＋ σ ｙ ＋ σ ｚ； （１９）
Ｊ２ 为应力偏张量第二不变量

　 　 Ｊ２ ＝ １
６
［（σ ｘ － σ ｙ） ２ ＋ （σ ｙ － σ ｚ） ２ ＋ （σ ｚ － σ ｘ） ２ ＋ ６（τ ２

ｘｙ ＋ τ ２
ｙｚ ＋ τ ２

ｚｘ）］； （２０）
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Ｊ３ 为应力偏张量第三不变量

　 　 Ｊ３ ＝ ＳｘＳｙＳｚ ＋ ２τ ｘｙτ ｙｚτ ｚｘ － Ｓｘτ ２
ｙｚ － Ｓｙτ ２

ｚｘ － Ｓｚτ ２
ｘｙ， （２１）

上式中， σｍ 为平均应力，

　 　 σ ＝
σ ｘ τ ｘｙ τ ｚｘ

τ ｘｙ σ ｙ τ ｙｚ

τ ｚｘ τ ｙｚ σ ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｓ ＝
Ｓｘ Ｓｘｙ Ｓｚｘ

Ｓｘｙ Ｓｙ Ｓｙｚ

Ｓｚｘ Ｓｙｚ Ｓｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

根据文献［３１］可知，对于普通 Ｄ⁃Ｐ 模型，硬化向量变量 ｋ 和 ｍ 退化为标量 ｋ 和 ｍ，屈服势

函数 Ｆ 和塑性势函数 Ｐ 具体形式如下：

　 　 Ｆ（σ，ｋ） ＝ Ｆ（ Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３， ｋ） ＝ Ｊ２ ＋ α１Ｉ１ － ｋ， （２２）

　 　 Ｐ（σ，ｍ） ＝ Ｐ（ Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３，ｍ） ＝ Ｊ２ ＋ α２Ｉ１ － ｍ， （２３）
其中，参数

　 　 α１ ＝ ｓｉｎ ϕ

３ ３ ＋ ｓｉｎ２ϕ
， α２ ＝ ｓｉｎ θ

３ ３ ＋ ｓｉｎ２θ
， ｋ ＝ ｍ ＝ ３ ｃｃｏｓ ϕ

３ ＋ ｓｉｎ２ϕ
，

ｃ 为材料粘聚力，ϕ 为材料内摩擦角．
２．３　 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型的显式积分算法

根据式（２２），（２３）Ｄ⁃Ｐ 模型的屈服势函数 Ｆ 和塑性势函数 Ｐ 的具体形式，分别对应力张

量 σ 求偏导数，可以得到 ∂Ｆ（σ，ｋ） ／ ∂σ 和 ∂Ｐ（σ，ｍ） ／ ∂σ 的表达式：

　 　 ∂Ｆ（σ，ｋ）
∂σ

＝
∂Ｆ（ Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３，ｋ）

∂σ
＝ ∂Ｆ
∂σｍ

∂σｍ

∂σ
＋ ∂Ｆ

∂ Ｊ２

∂ Ｊ２

∂σ
＋ ∂Ｆ

∂Ｊ３

∂Ｊ３

∂σ
＝

　 　 　 　 Ｃ１

∂σｍ

∂σ
＋ Ｃ２

∂ Ｊ２

∂σ
＋ Ｃ３

∂Ｊ３

∂σ
， （２４）

　 　 ∂Ｐ（σ，ｍ）
∂σ

＝
∂Ｐ（ Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３，ｍ）

∂σ
＝ ∂Ｐ
∂σｍ

∂σｍ

∂σ
＋ ∂Ｐ

∂ Ｊ２

∂ Ｊ２

∂σ
＋ ∂Ｐ

∂Ｊ３

∂Ｊ３

∂σ
＝

　 　 　 　 Ｄ１

∂σｍ

∂σ
＋ Ｄ２

∂ Ｊ２

∂σ
＋ Ｄ３

∂Ｊ３

∂σ
， （２５）

其中

　 　
∂σｍ

∂σ
＝ １

３
［１ １ １ ０ ０ ０］ Ｔ， （２６）

　 　
∂ Ｊ２

∂σ
＝ １
２ Ｊ２

［Ｓｘ Ｓｙ Ｓｚ ２τ ｙｚ ２τ ｚｘ ２τ ｘｙ］ Ｔ， （２７）

　 　
∂Ｊ３

∂σ
＝

ＳｙＳｚ － τ ２
ｙｚ

ＳｚＳｘ － τ ２
ｚｘ

ＳｘＳｙ － τ ２
ｘｙ

２（τ ｘｙτ ｚｘ － Ｓｘτ ｙｚ）
２（τ ｙｚτ ｘｙ － Ｓｙτ ｚｘ）
２（τ ｚｘτ ｙｚ － Ｓｚτ ｘｙ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＋ １
３

Ｊ２

１
１
１
０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

． （２８）
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令

　 　

Ｃ１ ＝ ∂Ｆ
∂σｍ

＝ ３ ｓｉｎ ϕ

３ ＋ ｓｉｎ２ϕ
，

Ｃ２ ＝ ∂Ｆ
∂ Ｊ２

＝ １，

Ｃ３ ＝ ∂Ｆ
∂Ｊ３

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　

Ｄ１ ＝ ∂Ｐ
∂σｍ

＝ ３ ｓｉｎ θ

３ ＋ ｓｉｎ２θ
，

Ｄ２ ＝ ∂Ｐ
∂ Ｊ２

＝ １，

Ｄ３ ＝ ∂Ｐ
∂Ｊ３

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２９）

由式（２９）可以得到，经典的理想弹塑性 Ｄ⁃Ｐ 模型显示积分算法中的 ６ 个参数值．由于只考虑理

想弹塑性的 Ｄ⁃Ｐ 模型，所以式（１８）中 Ａ ＝ ０．结合式（１８），（２４），（２５），（２９）可得到塑性乘子 ｄλ
的显式表达式．

３　 隐式积分算法

３．１　 隐式积分算法概述

Ｓｉｍｏ 和 Ｔａｙｌｏｒ 于 １９８５ 年提出的回退映射隐式积分算法［５］相对于显式积分算法具有较高

的稳定性，此算法不仅使全局结构满足整体平衡方程，同时，也让局部点满足模型本构关系，算
法中应力修正示意图如图 １ 所示．

图 １　 应力修正算法示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

在一个迭代步中，屈服面由原来的 ｆｎ 变化到了 ｆｎ＋１；Ｒｎ 与 Ｒｎ＋１ 反映了一个迭代步中各向同

性强化的量，即为屈服面半径大小的变化； αｎ 与αｎ＋１ 反映了一个迭代步中随动强化的量，即为

屈服面中心位置的变化．
如图 １ 所示，在第 ｎ ＋ １ 步迭代中，首先进行试应力 σｔｒｉａｌ

ｎ＋１ 的计算，由 σｔｒｉａｌ
ｎ＋１ 可以得到 ｆｎ＋１，通

过 ｆｎ＋１ 进行弹塑性状态的判断．
若为弹性状态，此时， ｆｎ＋１ ＜ ０，满足屈服准则弹性区域的要求，所以此时的 σｎ＋１ ＝ σｔｒｉａｌ

ｎ＋１ ．由
于此时处于弹性状态，所以屈服面中心位置不变，即 αｎ＋１ ＝ αｎ，屈服面半径大小不变，即 Ｒｎ＋１ ＝
Ｒｎ ．若为塑性状态，此时， ｆｎ＋１ ＞ ０，不满足屈服准则塑性的要求（ ｆｎ＋１ ＝ ０），所以需要进行修正，
即所谓的本构积分．对 σｔｒｉａｌ

ｎ＋１ 进行修正，通过将 σｔｒｉａｌ
ｎ＋１ 向屈服面投射得到真实的应力 σｎ＋１，在此期

间，也可以算出得到 αｎ＋１ 与 Ｒｎ＋１ ．
３．２　 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型

隐式标准材料非关联随动强化模型 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型（以下简称 Ａ⁃Ｆ 模型） ［３２］，其
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屈服势函数 Ｆ 和流动势函数 Ｐ 为

　 　 Ｆ ＝ ｆ ＝ ３
２

ξ ∶ ξ － σ ｙ， （３０）

　 　 Ｐ ＝ ｆ ＋ １
２

γ
Ｈ

Ｘ ∶ Ｘ， （３１）

其中， σ ｙ 为模型单向拉伸时的屈服应力，ξ ＝ ｓ － Ｘ，“∶ ” 为双点积符号，ｓ为应力偏张量，Ｘ由 Ａ⁃
Ｆ 模型硬化准则定义

　 　
α ＝ εｐ － γ

Ｈ
Ｘｐ，

Ｘ ＝ Ｈα，

ì

î

í

ïï

ïï

（３２）

及

　 　 Ｘ ＝ Ｈεｐ － γＸｐ， （３３）

γ，Ｈ 均为模型参数，ｐ 为等效塑性应变率，也为塑性乘子，即 λ ＝ ｐ ＝ （２ ／ ３）（εｐ ∶ εｐ） ．
Ａ⁃Ｆ 模型流动法则可以表示为

　 　 εｐ ＝ λ ∂Ｆ
∂σ

＝ λ ∂ｆ
∂σ

， （３４）

　 　 α ＝ － λ ∂Ｐ
∂Ｘ

＝ － λ ∂ｆ
∂Ｘ

－ λ γ
Ｈ

Ｘ ． （３５）

３．３　 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型的隐式积分算法

图 ２　 Ａ⁃Ｆ 模型隐式积分算法示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｉｎｔｅｇｒａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｅ Ａ⁃Ｆ ｍｏｄｅｌ

图 ２ 为 Ａ⁃Ｆ 模型的隐式积分算法示意图，算法基本步骤可以总结如下：
① 计算预测应力 ξ∗

ｎ＋１

　 　 ξ∗
ｎ＋１ ＝ ξ ｎ ＋ ｄｅｖ（Ｄｅ ∶ Δε） ． （３６）

② 判断屈服条件 ｆ（ξ∗
ｎ＋１） ＜ ０ 或 ｆ（ξ∗

ｎ＋１） ≥ ０．
③ 若 ｆ（ξ∗

ｎ＋１） ＜ ０，此时模型处于弹性状态，则 ξ ｎ＋１ ＝ ξ∗
ｎ＋１， εｐ

ｎ＋１ ＝ ０．
④ 若 ｆ（ξ∗

ｎ＋１） ≥ ０，此时模型处于塑性状态，需要通过将 ξ∗
ｎ＋１ 向 ｆｎ＋１ ＝ ０ 的面上投射，得到

最近的投射点，即为 ξ ｎ＋１ ．
由 ε ＝ εｅ ＋ εｐ， 可以知道

　 　 σｎ＋１ ＝ Ｄｅ ∶ εｅ
ｎ＋１ ＝ Ｄｅ ∶ （εｎ＋１ － εｐ

ｎ＋１）， （３７）
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即

　 　 σｎ＋１ ＝ Ｄｅ ∶ （εｎ ＋ Δε） － ２μεｐ
ｎ＋１， （３８）

则

　 　 ξ ｎ＋１ ＝ ｄｅｖ（Ｄｅ ∶ εｎ ＋ Ｄｅ ∶ Δε） － ２μεｐ
ｎ＋１ － ΔＸ ＝

　 　 　 　 ξ ｎ ＋ ｄｅｖ（Ｄｅ ∶ Δε） － ２μεｐ
ｎ＋１ － ΔＸ ． （３９）

根据式（３２）可以得到

　 　 Ｘｎ＋１ ＝ θＨ（αｎ ＋ Δεｐ）， （４０）
其中　 　 θ ＝ １ ／ （１ ＋ γΔｐ） ．所以，ξ ｎ＋１ 表达式可化为

　 　 ξ ｎ＋１ ＝ ξ∗
ｎ＋１ － ２

３
Δｐ

ξ∗
ｎ＋１

‖ξ∗
ｎ＋１‖

（２μ ＋ θＨ） ＋ （１ － θ）Ｈαｎ ． （４１）

根据屈服条件

　 　 ｆｎ＋１ ＝ ３
２

ξ ｎ＋１ ∶ ξ ｎ＋１ － σ ｙ ＝ ０， （４２）

有

　 　 ３
２ ξ∗

ｎ＋１ － ２
３

Δｐ
ξ∗

ｎ＋１

‖ξ∗
ｎ＋１‖

（２μ ＋ θＨ） ＋ （１ － θ）Ｈαｎ ＝ σ ｙ ． （４３）

对式（４３）运用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代，可以隐式求得塑性乘子 Δｐ ．

４　 双势本构积分

４．１　 双势积分算法解的存在性

根据弹性力学中的平衡方程，由积分变分原理，可以得到

　 　 ∫
Ｖ
Δσ·Δε（Δｕ）ｄＶ － ∫

Ｖ
Δｆ·ΔｕｄＶ － ∫

Ｓ
ΔＴ·ΔｕｄＳ ＝ ０， （４４）

其中， Δσ 为应力增量，Δε（Δｕ） 为应变增量，是位移增量 Δｕ 的函数，Δｆ 为体力，ΔＴ 为面力．引
入双势函数

　 　 Δｂ（Δσ，Δε（Δｕ）） ≥ Δσ·Δε（Δｕ）， （４５）
式（４４）变换为

　 　 ΔＢ（Δσ，Δｕ） ＝ ∫
Ｖ
Δｂ（Δσ，Δε（Δｕ））ｄＶ － ∫

Ｖ
Δｆ·ΔｕｄＶ － ∫

Ｓ
ΔＴ·ΔｕｄＳ ． （４６）

可以看出， （Δσ，Δｕ） 为满足材料本构关系边值问题的解，即满足位移平衡条件（ｋｉｎｅｍａｔ⁃
ｉｃａｌｌｙ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ）和力平衡条件（ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ）．

位移平衡条件

　 　 Ｋ．Ａ．：
Δε（Δｕ） ＝ ｇｒａｄＶ Δｕ， ｉｎ Ω，

Δｕ ＝ Δｕ－， ｏｎ Γｕ；{ （４７）

力平衡条件

　 　 Ｓ．Ａ．：
ｄｉｖ Δσ ＋ Δ ｆ

　 － ＝ ０， ｉｎ Ω，

Δσ·ｎ ＝ Δ ｔ－， ｏｎ Γ ｔ ．
{ （４８）

设 Δｕ∗ 为满足位移平衡条件的虚位移，则整体平衡方程
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　 　 ΔＢ（Δσ，Δｕ∗） ＝ ∫
Ｖ
Δｂ（Δσ，Δε∗（Δｕ∗））ｄＶ － ∫

Ｖ
Δｆ·Δｕ∗ｄＶ － ∫

Ｓ
ΔＴ·Δｕ∗ｄＳ， （４９）

　 　 ΔＢ（Δσ，Δｕ∗） － ΔＢ（Δσ，Δｕ） ≥

　 　 　 　 ∫
Ｖ
Δｂ { Δσ，［Δε∗（Δｕ∗） － Δε（Δｕ）］ } ｄＶ －

　 　 　 　 ∫
Ｖ
Δｆ·（Δｕ∗ － Δｕ）ｄＶ － ∫

Ｓ
ΔＴ·（Δｕ∗ － Δｕ）ｄＳ ． （５０）

由于 Δｕ∗ 与 Δｕ 都满足位移平衡条件，所以

　 　 ΔＢ（Δσ，Δｕ∗） ≥ ΔＢ（Δσ，Δｕ） ． （５１）
同理，设 Δσ∗ 为满足力平衡条件的虚应力，则整体的虚功方程

　 　 ΔＢ（Δσ∗，Δｕ） ＝ ∫
Ｖ
Δｂ（Δσ∗，Δε（Δｕ））ｄＶ － ∫

Ｖ
Δｆ∗·ΔｕｄＶ － ∫

Ｓ
ΔＴ∗·ΔｕｄＳ ． （５２）

　 　 ΔＢ（Δσ∗，Δｕ） － ΔＢ（Δσ，Δｕ） ≥

　 　 　 　 ∫
Ｖ
Δｂ［Δσ∗ － Δσ，Δε（Δｕ）］ｄＶ － ∫

Ｖ
（Δｆ∗ － Δｆ）·ΔｕｄＶ －

　 　 　 　 ∫
Ｓ
（ΔＴ∗ － ΔＴ）·ΔｕｄＳ ． （５３）

由于 Δσ∗ 与 Δσ 都满足力平衡条件，所以

　 　 ΔＢ（Δσ∗，Δｕ） ≥ ΔＢ（Δσ，Δｕ） ． （５４）
从式（５１），（５４）可以看出， ΔＢ随着（Δσ，Δｕ） 趋于真实解而趋于收敛，这也证明了双势积

分算法解的存在性．结合弹塑性材料双势函数的表达式（１６），根据不同的弹塑性材料模型可以

得到对应的双势积分算法．
４．２　 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型的双势积分算法

经典理想弹塑性模型 Ｄ⁃Ｐ 模型，由式（１１），在满足 Ｄ⁃Ｐ 模型弹性本构的条件下，有弹性状

态在增量形式下的双势函数：

　 　 Δｂｅ（Δεｅ，Δσ） ＝
Ｋｃ

２
（Δｅｅｍ） ２ ＋ μ‖Δｅｅ‖２ ＋ １

２Ｋｃ
（Δｓｍ） ２ ＋ １

４μ
‖Δｓ‖２ ＝

　 　 　 　
Ｋｃ

２
（Δｅｍ － Δｅｐｍ） ２ ＋ μ‖Δｅ － Δｅｐ‖２ ＋ １

２Ｋｃ
（Δｓｍ） ２ ＋ １

４μ
‖Δｓ‖２， （５５）

其中， Ｋｃ 为体积模量，μ 为剪切模量，Δｅｍ 为应变张量的迹Δｅｍ ＝ ｔｒ（Δε），Δｅ为应变张量的偏张

量 Δｅ ＝ Δε － （Δｅｍ ／ ３）Ｉ，Δｓｍ 为平均应力 Δｓｍ ＝ （１ ／ ３）ｔｒ（Δσ），Δｓ 为应力的偏张量 Δｓ ＝ Δσ －
ΔｓｍＩ， 上标“ｅ”表示弹性状态，上标“ｐ”表示塑性状态， Ｉ 为单位张量．

根据式（１５），在满足 Ｄ⁃Ｐ 模型塑性本构的条件下，有塑性状态在增量形式下的双势函数：

　 　 Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） ＝
ｃΔｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ０ ＋ Δｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Δｅｐ‖ －

　 　 　 　 ｓｍ０Δｅｐｍ － ｓ０Δｅｐ， （５６）
下标“０”表示每一步迭代的初始状态．结合式（５５）、（５６），再根据式（１６），可以得到弹塑性状态

在增量形式下的双势函数：

　 　 Δｂｅｐ（Δε，Δσ） ＝ ｉｎｆ
Δｅｐｍ≥ｋｄｔａｎ θ‖Δｅｐ‖

{
Ｋｃ

２
（Δｅｍ － Δｅｐｍ） ２ ＋ μ‖Δｅ － Δｅｐ‖ ＋

ｃΔｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋

　 　 　 　 ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ０ ＋ Δｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Δｅｐ‖ －
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　 　 　 　 ｓｍ０Δｅｐｍ － ｓ０Δｅｐ } ＋ １
４μ

‖Δｓ‖２ ＋ １
２Ｋｃ

（Δｓｍ） ２ ． （５７）

文献［２４］中给出了式（５７）详细的推导过程，并可以验证正交定理是满足的，即
　 　 Δε ∈ ∂ΔσΔｂｅｐ（Δε，Δσ）， Δσ ∈ ∂ΔεΔｂｅｐ（Δε，Δσ） ． （５８）
根据稳态条件，可以得到

　 　 ２μΔｅ ＋ ｓ０ ＝ { ２μ ＋ １
‖Δｅｐ‖

［Ｋｃ（ｋｄ ｔａｎ θ‖Δｅｐ‖ － Δｅｍ）ｋｄ ｔａｎ θ ＋

　 　 　 　 ｋｄ（ｃ － ｔａｎ ϕ（ ｓｍ０ ＋ Δｓｍ） ＋ Δｓｍ ｔａｎ θ）］ } Δｅｐ ． （５９）

变换式（５９），可以得到塑性乘子 ‖Δｅｐ‖ 的表达式

　 　 ‖Δｅｐ‖ ＝ １
１ ＋ ε ｃｋ２

ｄ ｔａｎ２θ
{ ‖Δｅ ＋ η０‖ －

　 　 　 　 ε ｄ［ｃ － ｔａｎ ϕ（ ｓｍ０ ＋ Δｓｍ） ＋ ｔａｎ θ（Δｓｍ － ＫｃΔｅｍ）］ } ． （６０）
又由于 Δｓｍ 的表达式中也包含 ‖Δｅｐ‖， 即

　 　 Δｓｍ ＝ Ｋｃ（Δｅｍ － Δｅｐｍ） ＝ Ｋｃ（Δｅｍ － ｋｄ ｔａｎ θ‖Δｅｐ‖） ． （６１）
由式（６０）、（６１），通过 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代，可以计算求得塑性乘子 ‖Δｅｐ‖ ．
４．３　 比较双势积分算法与显式积分算法

比较双势积分算法与显式积分算法，以 Ｄ⁃Ｐ 模型为例，数值模拟位移控制的单向压缩与

单向拉伸加载，模型参数：弹性模量 Ｅ ＝ ０．５ × １０５ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 ν ＝ ０．３３，粘聚力 ｃ ＝ ３０
ＭＰａ，内摩擦角 ϕ ＝ ４０°， 选取显式标准材料 Ｄ⁃Ｐ 模型，剪胀角 θ ＝ ϕ ＝ ４０°， 隐式标准材料 Ｄ⁃Ｐ
模型， θ ＝ ϕ ／ ２ ＝ ２０°和 θ ＝ ０．分别利用双势积分算法和显式积分算法对 ３ 种剪胀角的 Ｄ⁃Ｐ 模型

进行数值模拟，均采用 １００ 个增量步进行计算，可以得到如下 ｕｚ⁃σ
－ 曲线．

当 θ ＝ ϕ ＝ ４０° 时，材料为显式标准材料，其流动势函数和屈服势函数具有关联性，从图 ３、
图 ４ 中 θ ＝ ４０° 的 ｕｚ⁃σ

－ 曲线图中可以看出：除去从弹性状态进入塑性状态的过度段，双势积分

算法和显式积分算法得到的数值解都与解析解完全吻合，且计算结果稳定．
当 θ ＝ ϕ ／ ２ ＝ ２０° 和 θ ＝ ０ 时，材料为隐式标准材料，从图 ３ 与图 ４ 中 θ ＝ ２０°，θ ＝ ０ 的 ｕｚ⁃σ

－

曲线图中可以看出：采用显式积分算法，模拟结果存在一定误差，且计算结果有震荡的现象，震
荡现象在单向拉伸的结果中尤为明显，且剪胀角与内摩擦角相差越大，震荡越为强烈；采用双

势积分算法得到的数值解与解析解完全吻合，无震荡现象，计算结果稳定．

（ａ） θ ＝ ４０°
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（ｂ） θ ＝ ２０°

（ｃ） θ ＝ ０

图 ３　 单向压缩 ｕｚ ⁃σ－ 曲线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｕｚ ⁃σ－ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

分析可以看出，在处理经典非关联理想弹塑性 Ｄ⁃Ｐ 模型时，取同样的增量步的情况下，采
用双势积分算法比显式积分算法结果更准确，计算更稳定．
４．４　 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型的双势积分算法

对经典随动硬化模型 Ａ⁃Ｆ 模型，由式（１１），在满足 Ａ⁃Ｆ 模型弹性本构的条件下，有弹性状

态在增量形式下的双势函数：

（ａ） θ ＝ ４０°

７９７双势理论用于处理非关联材料本构



（ｂ） θ ＝ ２０°

（ｃ） θ ＝ ０

图 ４　 单向拉伸 ｕｚ ⁃σ－ 曲线图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｕｚ ⁃σ－ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｅｎｓｉｏｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

　 　 Δｂｅ（Δεｅ，Δσ） ＝

　 　 　 　
Δｓ２ｍ
２Ｋ

＋ ‖ΔＸ‖２

２Ｈ
＋ ‖Δｓ‖２

４μ
＋ μ［（Δｅ － Δεｐ） ∶ （Δｅ － Δεｐ）］ ＋

　 　 　 　 Ｈ
２

Δα ∶ Δα ＋ Ｋ
２

Δε ２
ｍ ＋ σ ｙΔｐ ． （６２）

根据式（１５），在满足 Ａ⁃Ｆ 模型塑性本构的条件下，有塑性状态在增量形式下的双势函数：

　 　 Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） ＝ γ
Ｈ
‖Ｘｎ＋１‖２Δｐ － ｓｎΔεｐ ＋ ＸｎΔα ＋ σ ｙΔｐ ． （６３）

结合式（６２）、（６３），再根据式（１６），可得到弹塑性状态在增量形式下的双势函数：
　 　 Δｂｅｐ（Δε，Δσ） ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
（３ ／ ２）（ｓ－Ｘ）∶ （ｓ－Ｘ）≥σ２ｙ

γ
Ｈ
‖Ｘｎ＋１‖２Δｐ － ｓｎΔεｐ ＋ ＸｎΔα ＋ ‖ΔＸ‖２

２Ｈ
＋{

　 　 　 　 σ ｙΔｐ ＋ μ［（Δｅ － Δεｐ） ∶ （Δｅ － Δεｐ）］ ＋ Ｈ
２

Δα ∶ Δα} ＋

　 　 　 　 Ｋ
２

Δε ２
ｍ ＋

Δｓ２ｍ
２Ｋ

＋ ‖Δｓ‖２

４μ
． （６４）
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根据稳态条件，有

　 　 ∂Δｂｅｐ

∂Δεｐ
＝ ０． （６５）

根据 Ａ⁃Ｆ 模型硬化准则，再根据

　 　 Δｐ ＝ ２
３

‖Δεｐ‖， （６６）

由式（３２），可以得到

　 　 Δα ＝ Δεｐ －
γＸｎ＋１

Ｈ
２
３

‖Δεｐ‖ ． （６７）

由一致性条件可以得到

　 　 ξ∗
ｎ＋１ ＋ ２

３
Ｈ γ

Ｈ
Ｘｎ＋１‖Δεｐ‖ ＝

　 　 　 　 ２μ ＋ Ｈ １ ＋ ２
３

γ ２

Ｈ２‖Ｘｎ＋１‖２{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Δεｐ‖ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ２
３

σ ｙ ＋ γ
Ｈ

Ｘｎ＋１ ∶ ΔＸæ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

３
Ｈ γ

Ｈ
Ｘｎ＋１ ∶ Δεｐ ù

û

ú
ú

Δεｐ

‖Δεｐ‖
， （６８）

其中

　 　 ξ∗
ｎ＋１ ＝ σｎ － Ｘｎ ＋ ２μΔε ． （６９）

又因为

　 　 Ｈ ２
３

γ ２

Ｈ２‖Ｘｎ＋１‖２Δεｐ ＋ ２
３
Ｘｎ＋１ ∶ ΔＸ － ２

３
Ｈ γ

Ｈ
Ｘｎ＋１ ∶ Δεｐ ＝ ０， （７０）

其中

　 　 Δεｐ ＝ ３
２

Δｐ
ξ∗

ｎ＋１

‖ξ∗
ｎ＋１‖

， （７１）

可以得到

　 　 ３
２ ξ∗

ｎ＋１ － ２
３

Δｐ
ξ∗

ｎ＋１

‖ξ∗
ｎ＋１‖

（２μ ＋ θＨ） ＋ （１ － θ）Ｈαｎ ＝ σ ｙ ． （７２）

与式（４３）比较可以看出，计算 Ａ⁃Ｆ 模型的塑性乘子 Δｐ， 采用双势积分算法和采用隐式积

分算法能得到同样的表达形式．
４．５　 比较双势积分算法与隐式积分算法

以 Ａ⁃Ｆ 材料为例，比较双势积分算法与隐式积分算法．采用单向拉压循环模型，模型参数：
弹性模量为 Ｅ ＝ ２．２ × １０５ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３，屈服应力 σ ｙ ＝ ３００ ＭＰａ，参数 Ｈ ＝ １ × １０４

ＭＰａ，参数 γ ＝ ３００．对模型进行一个拉压循环，其应变 ε 与时间 ｔ 满足如图 ５ 的关系，可以得到

ε⁃σ ｚ 的曲线图，如图 ６ 所示．
从图 ６ 可以看出，对于经典非关联随动硬化 Ａ⁃Ｆ 模型，在拉压循环加载的情况下，采用双

势积分算法和隐式积分算法得到的结果都能与理论结果很好地吻合．以控制加载外力，对 Ａ⁃Ｆ
模型进行 １０ 个拉压循环，可以初步模拟 Ａ⁃Ｆ 模型的棘轮效应，如图 ７ 所示．

由以上分析可以看出双势积分算法在处理随动硬化 Ａ⁃Ｆ 模型时具有较高的精确性．

９９７双势理论用于处理非关联材料本构



图 ５　 ｔ⁃ε 关系图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｔ⁃ε ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

图 ６　 ε⁃σ ｚ 曲线图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ε⁃σ ｚ ｃｕｒｖｅ

图 ７　 Ａ⁃Ｆ 模型棘轮效应

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒａｔｃｈｅｔ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ Ａ⁃Ｆ ｍｏｄｅｌ
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５　 总　 　 结

本文在双势理论的基础上，结合材料能量函数的形式，简要阐述了显式标准材料和隐式标

准材料，给出了双势函数的定义．之后，回顾了传统显式积分算法，并针对经典的非关联理想弹

塑性 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型，给出了其具体的显式积分算法，总结了 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型塑性乘

子的计算方法；同时，也回顾了经典的隐式积分算法，针对经典的非关联随动硬化 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃
Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型，给出了其具体的隐式积分算法，并得到了 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 模型塑性乘子的

计算方法．本文着重介绍了双势积分算法，通过变分原理证明了双势积分算法解的存在性．采
用双势积分算法数值实现 Ｄ⁃Ｐ 模型的单向拉伸与单向压缩，给出了双势积分算法下 Ｄ⁃Ｐ 模型

塑性乘子的计算方法．将模拟结果与显式积分算法得到结果进行比较，可以看出，采用双势积

分算法模拟非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型，能有效避免计算过程中出现的震荡现象，验证了双势积分算法

的稳定性．采用双势积分算法数值实现 Ａ⁃Ｆ 模型的拉压循环加载，可以看出，双势积分算法得

到的拉压循环下的 ε⁃σ ｚ 曲线与隐式积分算法得到的曲线完全吻合，且通过双势积分算法与隐

式积分算法得到的 Ａ⁃Ｆ 塑性乘子具有同样的表达，同时增加拉压循环的次数，可以明显观察

到循环加载下 Ａ⁃Ｆ 模型的棘轮现象，验证了双势积分算法的准确性．
隐式标准材料的本构问题一直是材料非线性问题中的一大难点，双势理论处理隐式标准

材料具有其独特的优势．在国内，有关双势理论和双势积分算法的研究还处在起步阶段，国外

部分学者已经开始着手一些相关的探索工作，但是研究仍有待发展：对于双势积分算法处理复

杂工况下隐式标准材料本构问题，还需要更深入的探索；目前，双势积分算法可以处理简单的

非关联岩土体模型，如 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型，但是涉及带有强化特征的土体模型，如 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ
模型、修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型等，仍需要进一步研究；双势积分算法在一定程度上能简化模型计

算，提高计算效率，探索更好的非线性方程求解方法，进一步优化模型计算，也具有长远的发展

潜力．总的看来，在数值模拟日渐发达的今天，继续发展和研究双势理论，扩展双势积分算法的

使用范围，有深远的研究意义，相信双势理论和双势积分算法具有广阔的研究和应用前景．
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