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摘要：　 首先，在映射 － ｆ（·，ｙ，ｕ） 自然拟 Ｃ⁃凸和映射 ｆ上半（ － Ｃ） ⁃连续的条件下，构造一个重要辅

助函数，利用不同的证明方法，在不要求Ｃ∗ 具有弱∗紧基的情况下，建立了广义强向量拟平衡问题

解的存在性定理．然后在适当条件下，给出问题序列收敛的定义，建立解集映射的上半连续性，并讨

论广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性，得到广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成

立的充分条件．
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引　 　 言

众所周知，向量平衡问题与变分不等式问题、最优控制问题、Ｎａｓｈ 均衡问题、数理经济、网
络经济、决策和对策理论以及非线性分析中的许多问题有着密切的联系，具有强烈而丰富的实

际背景，现实生活中的大量实际问题为其提供了研究的模型， 且向量平衡问题为向量变分不

等式问题、向量互补问题、向量优化问题等，提供了一个统一的模型．对这一问题的研究涉及集

值分析、凸分析、泛函分析、线性与非线性分析、非光滑分析、变分分析、锥偏序理论等数学分

支．因此，对向量平衡问题的研究有着重要的理论意义和应用价值，已有众多学者进行了深入

研究，具体可参见文献［１⁃６］．假设 Ｅ，Ｆ和 Ｚ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｉ是有限指标

集，Ｘ和 Ｙ分别是 Ｅ和 Ｆ的非空凸子集．设 Ｃ⊂ Ｚ是顶点在原点的非空闭凸锥，Ｃ定义了 Ｚ上的

偏序 ｚ１ ≤ ｚ２，当且仅当 ｚ２ － ｚ１ ∈ Ｃ ．设 Ｓ：Ｘ →２Ｘ 和 Ｔ：Ｘ →２Ｙ 是非空集值映射， ｆ：Ｘ × Ｙ × Ｘ →
Ｚ 是向量值映射．本文考虑如下形式的广义强向量拟平衡问题（简称 ＧＳＶＱＥＰ）：找 （ｘ－，ｙ－） ∈ Ｘ
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× Ｙ，使得 ｘ－ ∈ Ｓ（ｘ－），ｙ－ ∈ Ｔ（ｘ－），
　 　 ｆ（ｘ－，ｙ－，ｕ） ≥ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｓ（ｘ－） ．
该模型也是文献［５］中考虑的模型．值得指出的是，已有关于向量平衡问题解的存在性结

果，大多要求锥 Ｃ 的对偶锥 Ｃ∗ 具有弱∗ 紧基，等价于要求 ｉｎｔ Ｃ ≠ ⌀ ．然而，很多情况下，拓扑

向量空间的锥的内部是空的，譬如：常见的 ｌｐ 和 Ｌｐ（Ω） 空间，它们的标准序锥的内部是空的，其
中 １ ＜ ｐ ＜ ∞ ．另外，Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性也是近年来关注的热点．学者们将其经典形式推广到一

般，研究了不同问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性，譬如：标量优化问题，向量值优化问题，优化控制问题

等，可参见文献［７⁃１０］．然而，到目前为止，关于广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性研

究几乎没有．
本文首先在不要求 Ｃ∗ 具有弱∗紧基的情况下，使用不同于参考文献［５］中定理 ３．１ 的假

设条件，运用不同的证明方法，建立广义强向量拟平衡问题解的存在性定理，然后讨论广义强

向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性，并得到广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成立

的充分条件．

１　 预 备 知 识

本节引入向量值映射和集值映射的基本概念和相关性质．
设 Ｅ和 Ｆ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｘ和 Ｙ分别是 Ｅ和 Ｆ的非空凸子集．称集值

映射 Ｇ：Ｘ →２Ｙ 为闭映射，当且仅当 Ｇｒａｐｈ（Ｇ） ＝ { （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ∈ Ｘ，ｙ ∈ Ｇ（ｘ） } 是 Ｘ × Ｙ 中的一

个闭集．称集值映射 Ｇ 为紧映射， 当且仅当 Ｇ（Ｘ） 的闭包， 即， Ｇ（Ｘ） 是紧集， 其中 Ｇ（Ｘ）
＝∪ｘ∈ＸＧ（ｘ） ．

定义 １［１１］ 　 设 （Ｚ，Ｃ） 是一个实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间，其上的偏序结构由 Ｃ 诱

导， Ｘ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间 Ｅ 的非空凸子集， ｘ－ ∈ Ｘ， ｆ：Ｘ → Ｚ 是一个向量值映

射．若对 Ｚ 中原点的任意邻域 Ｕ，存在 ｘ－ 的一个邻域 Ｖ，使得对任意的 ｘ ∈ Ｖ，有 ｆ（ｘ） ∈ ｆ（ｘ－） ＋
Ｕ ＋ Ｃ，则称 ｆ 在 ｘ－ 处为上半 Ｃ⁃ 连续的．

定义 ２［１２］ 　 设 Ｅ和 Ｆ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｘ和 Ｙ分别是 Ｅ和 Ｆ的非空子

集，Ｇ：Ｘ → ２Ｙ 是一个集值映射．
􀃠 设 ｘ∈Ｘ ．若对任意的开集Ｇ（ｘ） ⊂Ｕ，存在 ｘ的一个邻域 Ｖ，使得∪ｘ∈ＸＧ（ｘ） Ｇ（Ｖ） ⊂

Ｕ，则称 Ｇ 在 ｘ ∈ Ｘ 是上半连续的．若 Ｇ 在 Ｘ 中的每一点都是上半连续的，称 Ｇ 是上半连续的．
􀃡 设 ｘ∈ Ｘ ．若对任意的 ｙ∈ Ｇ（ｘ），ｙ的任意邻域 Ｕ，存在 ｘ的一个邻域 Ｖ，使得∀ｘ′∈ Ｖ，

有 Ｇ（ｘ′） ∩ Ｕ ≠ ⌀，则称 Ｇ 在 ｘ ∈ Ｘ 是下半连续的．若 Ｇ 在 Ｘ 中的每一点都是下半连续的，称
Ｇ 是下半连续的．

􀃢 若 Ｇ 既是上半连续的，又是下半连续的，则称 Ｇ 是连续的．
引理 １［１２］ 　 设 Ｅ和 Ｆ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｘ和 Ｙ分别是 Ｅ和 Ｆ的非空子

集，Ｇ：Ｘ → ２Ｙ 是集值映射．
􀃠 若 Ｇ 是上半连续的，且对任意的 ｘ ∈ Ｘ，Ｇ（ｘ） 是一个闭集，则 Ｇ 是一个闭映射．
􀃡 称 Ｇ在 ｘ∈ Ｘ是下半连续的，当且仅当对任意的 ｙ∈ Ｇ（ｘ），对任意的网 { ｘｎ } ，ｘｎ → ｘ，

存在一个子网 ｙｎｋ，使得 ｙｎｋ ∈ Ｇ（ｘｎｋ），ｙｎｋ → ｙ ．
定义 ３［１３］ 　 设 （Ｚ，Ｃ） 是一个实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间，其上的偏序结构由 Ｃ 诱

导，Ｘ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间 Ｅ 的非空凸子集， ｆ：Ｘ → Ｚ 是一个向量值映射．
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􀃠 若 ∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｘ，λ ∈ ［０，１］，有 ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２） ≤ λｆ（ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（ｘ２），则称

ｆ 在 Ｘ 上是 Ｃ⁃ 凸的．
􀃡 若 ∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｘ，λ ∈ ［０，１］，有 ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２） ≤ ｆ（ｘ１） 或 ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２）

≤ ｆ（ｘ２），则称 ｆ 在 Ｘ 上是真拟 Ｃ⁃ 凸的．
􀃢 若 ∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｘ，λ ∈［０，１］，存在 μ ∈［０，１］，使得 ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２） ≤ μｆ（ｘ１） ＋ （１

－ μ） ｆ（ｘ２）， 则称 ｆ 在 Ｘ 上是自然拟 Ｃ⁃ 凸的．

注 １　 事实上每个 Ｃ⁃ 凸或真拟 Ｃ⁃ 凸映射都是自然拟 Ｃ⁃ 凸映射， 具体证明可参见文献［１３］．

２　 ＧＳＶＱＥＰ 解的存在性

锥 Ｃ 的对偶锥 Ｃ∗ 具有弱∗ 紧基，等价于要求 ｉｎｔ Ｃ ≠ ⌀，本节在不要求 Ｃ∗ 具有弱∗紧基

的情况下，使用不同于文献［５］中定理 ３．１ 的假设条件，运用不同的证明方法，建立了广义强向

量拟平衡问题解的存在性定理．
引理 ２［１２］ 　 设 Ｅ和 Ｆ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｘ⊂ Ｅ，Ｙ⊂ Ｆ，且 Ｘ是紧集，则

集值映射 Ｇ：Ｘ → ２Ｙ 是上半连续的且具有紧值，当且仅当 Ｇ 是一个闭映射．
下面介绍 Ｋａｋｕｔａｎｉ⁃Ｆａｎ⁃Ｇｌｉｃｋｓｂｅｒｇ 不动点定理，它是证明过程中用到的重要工具．
引理 ３［１４］ 　 设 Ｅ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 向量空间， Ｘ ⊂ Ｅ 是非空紧凸子集．若 Ｇ：Ｘ →２Ｘ 是

上半连续的，且 ∀ｘ ∈ Ｘ，Ｇ（ｘ） 是非空闭凸子集，则 Ｇ 在 Ｘ 中有一个不动点．
定理 １　 设 Ｅ，Ｆ 和 Ｚ 是实局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， Ｘ ⊂ Ｅ 和 Ｙ⊂ Ｆ 是非空紧凸子

集．设集值映射 Ｓ：Ｘ→２Ｘ 是连续的，∀ｘ∈Ｘ，Ｓ（ｘ） 是非空闭凸集，Ｔ：Ｘ→２Ｙ 是上半连续的，∀ｘ
∈ Ｘ，Ｔ（ｘ） 是非空闭凸集．且满足如下条件：

􀃠 ∀ｘ ∈ Ｘ，∀ｙ ∈ Ｙ，∀ｕ ∈ Ｓ（ｘ）， ｆ（ｘ，ｙ，ｕ） ≥ ０；
􀃡 ∀（ｙ，ｕ） ∈ Ｙ × Ｘ， － ｆ（·，ｙ，ｕ） 是自然拟 Ｃ⁃ 凸的；
􀃢 ｆ 是上半（ － Ｃ） ⁃ 连续的；

则 ＧＳＶＱＥＰ 存在一个解 （ｘ－，ｙ－） ∈ Ｘ × Ｙ ．
证明　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ，定义集值映射 Ａ：Ｘ × Ｙ → ２Ｘ：
　 　 Ａ（ｘ，ｙ） ＝ { ｕ ∈ Ｓ（ｘ）： ｆ（ｕ，ｙ，ｚ） ≥ ０， ∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ） } ．
（ａ） ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ，下证 Ａ（ｘ，ｙ） 是 Ｘ 中的非空凸子集．
因为 ∀ｘ∈ Ｘ，Ｓ（ｘ） 是非空的，由条件􀃠可知，Ａ（ｘ，ｙ） 是非空的．对任意的 ｕ１，ｕ２ ∈ Ａ（ｘ，

ｙ），λ ∈ ［０，１］，根据 Ａ（ｘ，ｙ） 的定义可得

　 　 ｕ１，ｕ２ ∈ Ｓ（ｘ）， （１）

　 　
ｆ（ｕ１，ｙ，ｚ） ≥ ０，　 　 ∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ），
ｆ（ｕ２，ｙ，ｚ） ≥ ０，　 　 ∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ） ．{ （２）

因为 Ｓ（ｘ） 是凸集，由式（１） 可知，λｕ１ ＋ （１ － λ）ｕ２ ∈ Ｓ（ｘ） ．又因为 － ｆ（·，ｙ，ｚ） 是自然拟Ｃ⁃凸
的，所以存在 μ ∈ ［０，１］， 使得

　 　 － ｆ（λｕ１ ＋ （１ － λ）ｕ２，ｙ，ｚ） ≤ μ（ － ｆ（ｕ１，ｙ，ｚ）） ＋ （１ － μ）（ － ｆ（ｕ２，ｙ，ｚ）） ．
由式（２）可得，

　 　 ｆ（λｕ１ ＋ （１ － λ）ｕ２，ｙ，ｚ） ≥ μｆ（ｕ１，ｙ，ｚ） ＋ （１ － μ） ｆ（ｕ２，ｙ，ｚ） ≥ ０．
从而 λｕ１ ＋ （１ － λ）ｕ２ ∈ Ａ（ｘ，ｙ），故，Ａ（ｘ，ｙ） 是一个凸集．

（ｂ） 下证对任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ，Ａ（ｘ，ｙ） 是一个闭集．
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设 { ｕｎ } ⊂ Ａ（ｘ，ｙ），ｕｎ → ｕ－ ．只需证明 ｕ－ ∈ Ａ（ｘ，ｙ） ．由 { ｕｎ } ⊂ Ａ（ｘ，ｙ） 可知

　 　 ｕｎ ∈ Ｓ（ｘ）， （３）
　 　 ｆ（ｕｎ，ｙ，ｚ） ≥ ０，　 　 ∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ） ． （４）

因为 Ｓ（ｘ） 是一个闭集，由式（３） 和 ｕｎ → ｕ－ 可知， ｕ－ ∈ Ｓ（ｘ） ．因此，下面只需证明 ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ） ≥
０，∀ｚ∈ Ｓ（ｘ） ．用反证法，假设存在 ｚ－ ∈ Ｓ（ｘ） 使得 ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ－） ０．即， ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ－） ∉ Ｃ ．因为 Ｃ 是

一个闭凸锥，所以存在 Ｚ中原点的一个邻域 Ｕ，使得（ ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ） ∩ Ｃ ＝ ⌀ ．从而有（ ｆ（ｕ－，ｙ，
ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ） ∩ Ｃ ＝ ⌀ ．因为 ｆ（·，ｙ，ｚ－） 是上半（ － Ｃ） ⁃ 连续的，所以对 Ｚ 中原点的任一邻域，不
妨记为 Ｕ，存在 ｕ－ 的一个邻域 Ｖ，使得对任意的 ｕ ∈ Ｖ，有 ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ∈ ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ ．因为

ｕｎ → ｕ－，所以存在 ｎ０ ∈ Ｉ，使得 ｆ（ｕｎ，ｙ，ｚ
－） ∈ ｆ（ｕ－，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ，∀ｎ≥ ｎ０ ．即 ｆ（ｕｎ，ｙ，ｚ

－） ∉ Ｃ，∀ｎ
≥ ｎ０ ．又因为 ｚ－ ∈ Ｓ（ｘ），所以与式（４） 矛盾．故，∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ，Ａ（ｘ，ｙ） 是一个闭集．

（ｃ） 下证集值映射 Ａ 是上半连续的．
因为 Ｘ × Ｙ 是紧集，由引理 ２ 可知，只需证明集值映射 Ａ 是一个闭映射．令 { （ｘｎ，ｙｎ，ｕｎ）：ｎ

∈ Ｎ } ⊂ Ｇｒａｐｈ（Ａ），（ｘｎ，ｙｎ，ｕｎ） → （ｘ，ｙ，ｕ） ．证（ｘ，ｙ，ｕ） ∈ Ｇｒａｐｈ（Ａ），即证，ｕ ∈ Ｓ（ｘ）， ｆ（ｕ，
ｙ，ｚ） ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ） ．由 { （ｘｎ，ｙｎ，ｕｎ）：ｎ ∈ Ｎ } ⊂ Ｇｒａｐｈ（Ａ） 可知，

　 　 ｕｎ ∈ Ｓ（ｘｎ）， （５）
　 　 ｆ（ｕｎ，ｙｎ，ｚ） ≥ ０，　 　 ∀ｚ ∈ Ｓ（ｘｎ） ． （６）

由式（５）可知，
　 　 { （ｘｎ，ｕｎ）：ｎ ∈ Ｎ } ⊂ Ｇｒａｐｈ（Ｓ） ． （７）

因为 Ｓ是上半连续的，对任意的 ｘ∈ Ｘ，Ｓ（ｘ） 是闭集，所以由引理 １的结论􀃠可知，Ｓ是一个闭

映射．由式（７） 和（ｘｎ，ｕｎ） → （ｘ，ｕ） 可得，（ｘ，ｕ） ∈Ｇｒａｐｈ（Ｓ），即，ｕ∈ Ｓ（ｘ） ．故，下面只需证明

ｆ（ｕ，ｙ，ｚ） ≥０，∀ｚ∈ Ｓ（ｘ） ．用反证法，假设存在 ｚ－ ∈ Ｓ（ｘ），使得 ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ０，即， ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ∉
Ｃ ．因为 Ｃ是一个闭凸锥，所以存在 Ｚ中原点的某个邻域 Ｕ，使得 （ ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ） ∩ Ｃ ＝ ⌀ ．从
而可得

　 　 （ ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ） ∩ Ｃ ＝ ⌀ ． （８）
因为 Ｓ 在 ｘ 点处是下半连续的，ｘｎ → ｘ 及 ｚ－ ∈ Ｓ（ｘ），由引理 １ 的结论 􀃡 可知，存在 ｘｎ 的一个

子网，不妨仍记为 ｘｎ，使得存在网 ｚｎ，满足 ｚｎ ∈ Ｓ（ｘｎ） 且 ｚｎ → ｚ－ ．由式（６） 和（ｙｎ，ｕｎ） → （ｙ，ｕ）
可得，（ｕｎ，ｙｎ，ｚｎ） → （ｕ，ｙ，ｚ－），

　 　 ｆ（ｕｎ，ｙｎ，ｚｎ） ≥ ０． （９）
因为 ｆ（·，·，·） 是上半 － Ｃ⁃连续的，所以对Ｚ中原点的任意邻域Ｕ，存在（ｕ，ｙ，ｚ－） 的一个邻域 Ｖ，
使得对任意的（ｕ′，ｙ′，ｚ′） ∈ Ｖ，有 ｆ（ｕ′，ｙ′，ｚ′） ∈ ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ ．又因为（ｕｎ，ｙｎ，ｚｎ） → （ｕ，
ｙ，ｚ－），所以存在 ｎ０ ∈ Ｉ，使得 ｆ（ｕｎ，ｙｎ，ｚｎ） ∈ ｆ（ｕ，ｙ，ｚ－） ＋ Ｕ － Ｃ，∀ｎ ≥ ｎ０ ．因此，由式（８） 可得，
ｆ（ｕｎ，ｙｎ，ｚｎ） ∉ Ｃ，∀ｎ ≥ ｎ０，与式（９） 矛盾．故 ｆ（ｕ，ｙ，ｚ） ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｓ（ｘ） ．即 Ａ 是上半连续的．
　 　 （ｄ） 下证 ＧＳＶＱＥＰ 有解．

定义集值映射 Ｈ：Ｘ × Ｙ → ２Ｘ×Ｙ 如下：
　 　 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ （Ａ（ｘ，ｙ），Ｔ（ｘ）），　 　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ ．

因为集值映射 Ａ是上半连续的，Ｔ也是上半连续的，所以集值映射Ｈ也是上半连续的．因为对任

意的（ｘ，ｙ） ∈ Ｘ × Ｙ，Ａ（ｘ，ｙ） 是一个非空闭凸集，且对任意的 ｘ ∈ Ｘ，Ｔ（ｘ） 也是一个非空闭凸

集，所以对任意的（ｘ，ｙ） ∈Ｘ × Ｙ，Ｈ（ｘ，ｙ） 必然也是一个非空闭凸集．根据引理 ３可知，存在（ｘ－，
ｙ－） ∈ Ｘ × Ｙ，使得（ｘ－，ｙ－） ∈ Ｈ（ｘ－，ｙ－） ．即，ｘ－ ∈ Ａ（ｘ－，ｙ－），ｙ－ ∈ Ｔ（ｘ－） ．这就意味着存在（ｘ－，ｙ－） ∈ Ｘ ×
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Ｙ，使得 ｘ－ ∈ Ｓ（ｘ－），ｙ－ ∈ Ｔ（ｘ－），
　 　 ｆ（ｘ－，ｙ－，ｕ） ≥ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｓ（ｘ－） ．

故，ＧＳＶＱＥＰ 有解．

注 ２　 显然定理 １ 的条件和证明方法与文献［５］中定理 ３．１ 的条件和证明方法不同．事实上：􀃠 由于构造

的关键辅助函数不一样，所以定理 １ 中关于 ｆ 的广义凸性假设是针对第 １ 个参数，而文献［５］中定理 ３．１ 的关

于 ｆ 的广义凸性是针对第 ３ 个参数．故二者关于 ｆ 的凸性假设是不同的．􀃡 在文献［５］的定理 ３．１ 中，要求 ｆ 既
是 Ｃ⁃连续的，又是（ － Ｃ） ⁃连续的．然而，在定理 １中，仅要求 ｆ是上半（ － Ｃ） ⁃连续的．故，定理 １中关于 ｆ 的连续

性假设比文献［５］中的假设弱．􀃢 由于构造的关键辅助函数不一样，定理 １ 的证明方法与文献［５］中定理 ３．１
的证明方法也是不同的．

３　 ＧＳＶＱＥＰ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性

本节讨论广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性，并得到广义强向量拟平衡问题的

Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成立的充分条件．
下面总是假设 Ｐ０ 是问题 ＧＳＶＱＥＰ 的集合， ｐｎ ＝ （ ｆｎ， Ｓｎ， Ｔｎ）（ｎ ＝ １，２，…） 是包含于 Ｐ０ 的

ＧＳＶＱＥＰ 问题序列，其具体可描述为：找 ｘ－ ｎ ∈ Ｘ，ｙ－ ｎ ∈ Ｔｎ（ｘ
－
ｎ），使得 ｘ－ ｎ ∈ Ｓｎ（ｘ

－
ｎ）， ｆｎ（ｘ

－
ｎ，ｙ

－
ｎ，ｕ）

≥ ０，∀ｕ∈ Ｓｎ（ｘ
－
ｎ） ．对 Ｐ０ 中任取的一个问题 ｐ ＝ （ ｆ，Ｓ，Ｔ） ∈ Ｐ０，具体可描述为： 找 ｘ－ ∈ Ｘ， ｙ－ ∈

Ｔ（ｘ－），使得 ｘ－ ∈ Ｓ（ｘ－）， ｆ（ｘ－，ｙ－，ｘ） ≥ ０，∀ｘ ∈ Ｓ（ｘ－） ．
定义 ４［１５］ 　 设 （Ｐ０，ｄＰ０

） 为所考虑问题的度量空间，任取 ｐ∈ Ｐ０ 为一个 ＧＳＶＱＥＰ， （Ｘ × Ｙ，
ｄＸ×Ｙ） 为（Ｐ０，ｄＰ０

） 中问题的解集度量空间．集值映射 Γ 是从（Ｐ０，ｄＰ０
） 到 ２Ｘ×Ｙ 的一个解映射，对

任意的 ｐ ∈ Ｐ０，Γ（ｐ） 是（Ｘ × Ｙ，ｄＸ×Ｙ） 中的一个非空解集．给定 ｐ ∈ Ｐ０ ．
􀃠 若 ｐ 的解集 Γ（ｐ） 是单点（即，解唯一）， 且对任意的序列（ｘｎ，ｙｎ） ∈ Γ（ｐｎ），当 ｐｎ → ｐ

时，有（ｘｎ，ｙｎ） 收敛于 ｐ 的唯一解，则称 ｐ 是 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定的（简称 Ｈ⁃ｗｐ）．
􀃡 若 ｐ 的解集 Γ（ｐ） 非空，且对任意的序列（ｘｎ，ｙｎ） ∈ Γ（ｐｎ），当 ｐｎ → ｐ 时，（ｘｎ，ｙｎ） 必有

子列收敛于 ｐ 的某个解，则称 ｐ 是广义 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定的（简称 ｇＨ⁃ｗｐ）．
设 Ｚ是一个度量空间，Ａ⊂Ｚ，Ｂ⊂Ｚ，从集合 Ａ到集合Ｂ的距离定义为 ｅ（Ａ，Ｂ） ＝ ｓｕｐ { ｄ（ａ，

Ｂ）：ａ∈Ａ } ，其中 ｄ（ａ，Ｂ） ｉｎｆ { ‖ｂ － ｂ′‖：ｂ′∈Ｂ } ．集合Ａ和Ｂ的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距离定义为 ｈ（Ａ，
Ｂ） ＝ ｍａｘ { ｅ（Ａ，Ｂ），ｅ（Ｂ，Ａ） } ．

定义 Ｐ０ 中的距离函数 ｄＰ０
为

　 　 ｄＰ０
（ｐ１，ｐ２） ＝ ｓｕｐ（ｘ，ｙ，ｕ）∈Ｘ×Ｙ×Ｘ‖ｆ１（ｘ，ｙ，ｕ） － ｆ２（ｘ，ｙ，ｕ）‖ ＋

　 　 　 　 ｓｕｐｘ∈Ｘ ｈ（Ｓ１（ｘ），Ｓ２（ｘ）） ＋ ｓｕｐｘ∈Ｘ ｈ（Ｔ１（ｘ），Ｔ２（ｘ）），
其中 ｐ１ ＝ （ ｆ１，Ｓ１，Ｔ１），ｐ２ ＝ （ ｆ２，Ｓ２，Ｔ２） ∈Ｐ０ ．令 ｓｕｐ（ｘ，ｙ，ｕ）∈Ｘ×Ｙ×Ｘ‖ｆ（ｘ，ｙ，ｕ）‖ ＜ ＋ ∞ ．显然，（Ｐ０，
ｄＰ０

） 是一个度量空间．
任取 Ｐ０ 中的问题序列 ｐｎ（ｎ ＝ １， ２， …） 和问题 ｐ ．若 ｄＰ０

（ｐｎ， ｐ） → ０， 则称 ｐｎ → ｐ ．从而，
ＧＳＶＱＥＰ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性概念可从定义 ４ 直接得到．另外，设 Γ 是从 Ｐ０ 到 ２Ｘ×Ｙ 的解集映

射，Γ（ｐ） 是 ｐ 的解集．
下面举例说明并不是每一个 ＧＳＶＱＥＰ 都是 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定的，故，讨论 ＧＳＶＱＥＰ 的 Ｈａｄ⁃

ａｍａｒｄ 适定性成立的充分性条件有意义．
例 １　 设 Ｅ ＝ Ｆ ＝ Ｚ ＝ Ｒ，Ｘ ＝ Ｙ ＝ ［ － １，１］ ．问题 ｐ 定义为 Ｓ（ｘ） ＝ （ － １，１），Ｔ（ｘ） ＝ { ０ } ， Ｃ

＝ Ｒ ＋， ｆ（ｘ，ｙ，ｕ） ＝ ｘ － ｕ ．问题序列 ｐｎ 定义为 Ｓｎ（ｘ） ＝ ［ － １ ＋ １ ／ ｎ，１ － １ ／ ｎ］，Ｔｎ（ｘ） ＝ { ０ } ， ｆｎ（ｘ，
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ｙ，ｕ） ＝ ｘ － ｕ ＋ １ ／ ｎ ．显然，ｄ（ｐｎ，ｐ） → ０，ｐｎ 的解集序列 Γ（ｐｎ） 为［１ － ２ ／ ｎ，１ － １ ／ ｎ］ × { ０ } ，然
而 ｐ 却无解．因此 ｐ 并不是 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定的．

引理 ４［１５］ 　 设 （Ｐ０，ｄＰ０
） 为所考虑问题的度量空间，（Ｘ × Ｙ，ｄＸ×Ｙ） 为（Ｐ０，ｄＰ０

） 中问题的解

集度量空间，Γ：Ｐ０ →２Ｘ×Ｙ 是解集映射．若解集映射Γ上半连续，对任意的 ｐ∈ Ｐ０，Γ（ｐ） 是非空

紧集，则 ｐ 是 ｇＨ⁃ｗｐ ．
引理 ５［１６］ 　 设 Ｚ 是度量空间，则对于 Ｚ 中原点的任意邻域 Ｕ，存在它的一个均衡开邻域

Ｕ１，使得 Ｕ１ ＋ Ｕ１ ⊂ Ｕ ．
引理 ６　 设 Ｅ，Ｆ，Ｚ 是度量空间，Ｘ ⊂ Ｅ，Ｙ ⊂ Ｆ 是非空紧凸集．设（Ｐ０，ｄＰ０

） 是问题 ＧＳＶＱＥＰ
的度量空间．对任意的 ｐ ＝ （ ｆ，Ｓ，Ｔ） ∈ Ｐ０，其解集 Γ（ｐ） 非空，且满足如下条件：

􀃠 Ｓ：Ｘ → ２Ｘ 和 Ｔ：Ｘ → ２Ｙ 是紧闭连续映射，∀ｘ ∈ Ｘ，Ｓ（ｘ） 和 Ｔ（ｘ） 是非空凸集；
􀃡 向量值映射 ｆ：Ｘ × Ｙ × Ｘ → Ｚ 是连续的；

则 Γ：Ｐ０ → ２Ｘ×Ｙ 是上半连续的．
证明　 由于 Ｘ × Ｙ 是紧集，根据引理 ２，只需证明 Γ 是一个闭映射，即证，对任意的 ｐｎ ∈

Ｐ０（ｎ ＝ １，２，…），ｐｎ → ｐ，（ｘｎ，ｙｎ） ∈Γ（ｐｎ），（ｘｎ，ｙｎ） → （ｘ，ｙ），有（ｘ，ｙ） ∈Γ（ｐ） ．因为（ｘｎ，ｙｎ）
∈ Γ（ｐｎ），所以有 ｙｎ ∈ Ｔｎ（ｘｎ），ｘｎ ∈ Ｓｎ（ｘｎ），

　 　 ｆｎ（ｘｎ，ｙｎ，ｕ） ≥ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｓｎ（ｘｎ） ． （１０）
根据 Ｓ， Ｔ 的连续性及 ｐｎ → ｐ 可得，ｘ∈ Ｓ（ｘ） 及 ｙ ∈ Ｔ（ｘ） ．从而，要证（ｘ，ｙ） ∈ Γ（ｐ）， 只需证

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ≥ ０，　 　 ∀ｖ ∈ Ｓ（ｘ） ． （１１）
用反证法，假设式（１１）不成立，则有 ∃ｖ∈ Ｓ（ｘ），使得 ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ０，即，∃ｖ∈ Ｓ（ｘ），使得 ｆ（ｘ，
ｙ，ｖ） ∉ Ｃ ．因为 Ｃ 是一个闭凸锥，所以存在 Ｚ 中原点的一个邻域 Ｕ， 使得

　 　 （ ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ＋ Ｕ） ∩ Ｃ ＝ ⌀ ．
又因为 ｖ ∈ Ｓ（ｘ），ｘｎ → ｘ，Ｓ 是紧连续映射，ｐｎ → ｐ，所以存在 ｖｎ ∈ Ｓｎ（ｘｎ），使得 ｖｎ → ｖ ．

根据引理 ５ 可知，存在 Ｚ 中原点的一个均衡开邻域 Ｕ１，使得 Ｕ１ ＋ Ｕ１ ⊂ Ｕ ．又由于 ｐｎ → ｐ，
所以存在 ｎ１ ∈ Ｉ，使得当 ｎ ≥ ｎ１ 时，有

　 　 ｆｎ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） － ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） ∈ Ｕ１ ． （１２）
由于 ｆ 在（ｘ，ｙ，ｖ） 处连续，所以存在 ｎ２ ∈ Ｉ，使得当 ｎ ≥ ｎ２ 时，有

　 　 ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） ∈ ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ＋ Ｕ１ ． （１３）
令 Ｎ ＝ ｍａｘ { ｎ１，ｎ２ } ．根据式（１２） 和式（１３） 可得，当 ｎ ≥ Ｎ 时

　 　 ｆｎ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） ＝ （ ｆｎ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） － ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ）） ＋ ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） ∈
　 　 　 　 Ｕ１ ＋ （ ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ＋ Ｕ１） ⊂ ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ＋ Ｕ ．

因为 （ ｆ（ｘ，ｙ，ｖ） ＋ Ｕ） ∩ Ｃ ＝ ⌀，所以有当 ｎ ≥ Ｎ 时，
　 　 ｆｎ（ｘｎ，ｙｎ，ｖｎ） ∉ Ｃ ． （１４）

又因为 ｖｎ ∈ Ｓｎ（ｘｎ），故式（１４） 与式（１０） 矛盾．因此，Γ 是一个闭映射．
下面建立 ＧＳＶＱＥＰ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成立的充分条件．
定理 ２　 设 Ｅ，Ｆ 及 Ｚ 是度量空间，Ｘ ⊂ Ｅ 及 Ｙ⊂ Ｆ 是非空紧凸集．设对任意的 ｐ ∈ Ｐ０，ｐ 的

解集 Γ（ｐ） 非空，且满足如下条件：
􀃠 Ｓ：Ｘ → ２Ｘ 及 Ｔ：Ｘ → ２Ｙ 是紧闭连续映射， ∀ｘ ∈ Ｘ，Ｓ（ｘ） 和 Ｔ（ｘ） 是非空凸集；
􀃡 ｆ：Ｘ × Ｙ × Ｘ → Ｚ 是连续的；

则问题 ＧＳＶＱＥＰ 是广义 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定的．
证明　 根据引理 ４ 和引理 ６ 可直接得出结论．
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注 ３　 易验证，若定理 ２ 中 ＧＳＶＱＥＰ 的解是唯一的，则 ＧＳＶＱＥＰ 是 ｇＨ⁃ｗｐ，可直接推出 ＧＳＶＱＥＰ 是 Ｈ⁃ｗｐ ．

４　 结　 　 语

本文建立了广义强向量拟平衡问题解的存在性定理，说明该定理的假设条件和证明方法

与文献［５］中定理 ３．１ 的假设条件和证明方法不同，并讨论了广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄ⁃
ａｍａｒｄ 适定性，得到了广义强向量拟平衡问题的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成立的充分条件．事实上，对
于集值形式的广义强向量拟平衡问题，也可进一步利用此研究思路，考虑建立集值形式的广义

强向量拟平衡问题的存在性定理和的 Ｈａｄａｍａｒｄ 适定性成立的充分条件．然而，由于集值不同

于单值， 处理过程将遇到什么困难，值得我们进一步探究．
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