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摘要：　 研究了一类大气非线性尘埃等离子体扩散方程初值问题．首先在无扰动情形下，利用 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 变换方法得到了尘埃等离子体扩散方程初值问题的精确解，接着引入一个同伦映射，并选取初

始近似函数，再用同伦映射理论，依次求出非线性尘埃等离子体扰动初值问题的各次近似解析解．
引用不动点理论，指出了近似解析解的有效性和各次近似解的近似度，用模拟曲线和表格给出近

似对照例子．最后，简述了用同伦映射方法得到的近似解的物理意义．指出了用上述方法得到的各

次近似解具有便于求解、精度高等优点．
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引　 　 言

近年来， 沙尘暴、雾霾等大气尘埃等离子体扩散的反常气侯对人们的生产和生活都造成

了很大程度的影响．因此， 这种极端气候及区域性空气污染问题越来越受到各界学者的重视．
为了控制尘埃颗粒物污染、改善环境空气质量，需要掌握大气尘埃颗粒物的分布．人们在气象

和尘埃污染数据监测、统计分析预报的基础上开展了更精细化的气象现象计算， 以采取适当

措施，更加有助于准确地预报天气和控制空气质量、减少相应的灾害和环境污染，促进大气环

境的正常发展．
许多学者进行了关于尘埃等离子体中线性与非线性波的研究［１⁃２］， 包括尘埃包络孤立波，

尘埃孤立波的调制不稳定性，尘埃颗粒大小及尘埃荷电量对尘埃等离子体中各种线性与非线

性波的影响，弱二维尘埃等离子体中尘埃声波在受到高阶横向扰动时是否稳定等问题．得知在

横向方向非线性波受到高阶扰动，这种有限小振幅的非线性波可以由 ＫＰ 方程来描述，并对一

维 ＫｄＶ 方程描述的孤立子的碰撞问题也进行了探讨．因此一些学者对二维 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚

系统、等离子体系统及非线性晶格系统以任意夹角传播的孤立子的碰撞问题也做了很多研
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究［３⁃４］，并研究了大气尘埃等离子体的低频振动， 尘埃振动波的调制稳定性， 尘埃颗粒大小及

尘埃荷电量对其等离子体非线性波的作用等问题［５］ ．
关于非线性问题的求解， 很多近似方法被改进［６⁃８］ ．莫嘉琪等使用多种渐近方法讨论了一

类非线性方程大气物理、等离子体、孤波等问题［９⁃１７］ ．本文进一步利用同伦映射解析的方法来

讨论一类二维大气尘埃等离子体广义非线性扰动 ＫＰ 方程的初值问题， 并得到了大气尘埃等

离子体非线性 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚系统的近似解析解，弥补了单纯用数值模拟方法得到的数值解的

不足．

１　 大气等离子体 ＫＰ 方程

对于（２＋１）维低频尘埃波动，冷尘埃等离子体满足的无量纲流体力学方程组为

　 　
∂ｎｄ

∂ｔ
＋ ∂

∂ｘ
（ｎｄｕｘ） ＋ ∂

∂ｙ
（ｎｄｕｙ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｎｄ），

　 　
∂ｕｘ

∂ｔ
＋ ｕｘ

∂ｕｘ

∂ｘ
＋ ｕｙ

∂ｕｘ

∂ｙ
＝ Ｚｄ

∂ϕ
∂ｘ

＋ ｇ１（ ｔ，ｘ，ｙ，ｕｘ），

　 　
∂ｕｙ

∂ｔ
＋ ｕｘ

∂ｕｙ

∂ｘ
＋ ｕｙ

∂ｕｙ

∂ｙ
＝ Ｚｄ

∂ϕ
∂ｙ

＋ ｇ２（ ｔ，ｘ，ｙ，ｕｙ），

　 　 ∂２ϕ
∂ｘ２

＋ ∂２ϕ
∂ｙ２

＝ Ｚｄｎｄ ＋ ｎｅ － ｎｉｌ － ｎｉｈ ＋ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ，ϕ），

　 　 ｎｅ ＝ Ａｅ０ｅｘｐ（β１ｓϕ）， ｎｉｌ ＝ Ａｉｌ ０ｅｘｐ（ － ｓϕ）， ｎｉｈ ＝ Ａｉｈ ０ｅｘｐ（ － βｓϕ），
其中， ｕｘ，ｕｙ 分别为尘埃流体在 ｘ与 ｙ向的速度分量， ｎｄ 为尘埃颗粒的密度， ϕ为位势函数， Ｑｄ

＝ ｅＺｄ 为尘埃颗粒上的荷电量， 且

　 　 Ａｅ０ ＝ ｎｉｌ ０ ／ （Ｚｄ０ｎｄ０）， Ａｉｈ ０ ＝ ｎｉｈ ０ ／ （Ｚｄ０ｎｄ０），

　 　 β１ ＝ Ｔｉｌ ／ Ｔｅ， β２ ＝ Ｔｉｈ ／ Ｔｅ， β ＝ β１ ／ β２， ｓ ＝
Ｚｄ０ｎｄ０ＴｅＴｉｈ

ｎｅ０ＴｉｈＴｉｌ ＋ ｎｉｌ ０ＴｅＴｉｈ ＋ ｎｉｈ ０ＴｅＴｉｌ
，

而 Ｔｅ，Ｔｉｌ，Ｔｉｈ 分别为电子、低温离子体与高温离子体的温度， ｆ，ｇ１，ｇ２ 和 ｈ 分别为其它相关物理

量对系统作用的扰动项， 包括连续性方程的源项、动量方程除静电力作用外的其它作用力、中
性种类影响、尘埃电荷变化、其它离子体比例、温度等因素引起的扰动．设它们为对应的有界区

域内充分光滑的函数．
首先，在假设电子和离子的流动速度小于它们的热运动速度下，利用小参数理论和方法，

并作一些变量变换，可归纳为如下广义扰动 ＫＰ 方程（推导过程参见文献［５］）：

　 　 ∂
∂ｘ

∂ｕ
∂ｔ

－ ａｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ｂ ∂３ｕ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｃ ∂

２ｕ
∂ｙ２

＝ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ）， （１）

其中， ｕ 为势函数， ａ，ｂ，ｃ 为非负常数， Ｇ 为尘埃等离子体系统来自外界其它因素作用有关的

光滑函数．这些参数和函数的表示式在此从略．
显然， 由式（１）决定势函数 ｕ 后， 可决定冷尘埃等离子体的其它物理量．
首先考虑广义扰动 ＫＰ 方程（１）对应的非扰动情形下的方程满足如下初值问题：

　 　 ∂
∂ｘ

∂ｖ
∂ｔ

＋ ｂ ∂３ｖ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｃ ∂２ｖ

∂ｙ２
＝ ０， （２）

　 　 ｖ ｔ ＝ ０ ＝ ｈ（ｘ，ｙ）， （３）
其中 ｈ 为系统初始状态的充分光滑的函数．
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设函数 ｆ
　 －
（ｘ，ｙ） 关于 ｘ，ｙ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换 Ｆ［ ｆ

　 －
］ 为

　 　 Ｆ［ ｆ
　 －
］ ＝ ∫∞

－∞
∫∞

－∞
［ ｆ

　 －
（ｘ，ｙ）ｅｘｐ（ － ｉ（ｘλ１ ＋ ｙλ２））］ｄｘｄｙ ．

将方程（２），（３）的等号两边施行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， 并利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的性质， 可得

　 　 ｄＦ［ｖ］
ｄｔ

＋ ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
Ｆ［ｖ］ ＝ ０， （４）

　 　 Ｆ［ｖ］ ｔ ＝ ０ ＝ Ｆ［ｈ］ ． （５）
不难得到初值问题（４），（５）的解为

　 　 Ｆ［ｖ］ ＝ Ｆ［ｈ］ｅｘｐ － ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

再对式（６）作 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换， 便得到尘埃等离子体初值问题（２），（３）的解 ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）：

　 　 ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη， （７）

其中

　 　 ｇ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∫∞
－∞
∫∞

－∞
ｅｘｐ ｉ

－ ｂλ１ ＋ ｃλ２

λ１
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ１ｘ ＋ λ２ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ ． （８）

选取无量刚参数 ｂ ＝ １，ｃ ＝ ０．１，ｈ（ｘ） ＝ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ）， 由式（７）， （８）， 不难得到尘埃等离子

体低频振动 ＫＰ 方程初值问题（２），（３）的行波形式解 ｖ（ ｚ） 在Ｏ⁃ｖｚ（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ） 平面上的模拟

曲线，参见图 １ 所示．

图 １　 初值问题（２），（３）的解 ｖ（ ｚ）（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ）
Ｆｉｇ． １　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｖ（ ｚ）（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ） ｔｏ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ（２），（３）

由图 １ 中 ｖ 曲线可看出，尘埃等离子体低频振动物理现象在初值为指数函数增大情况下，
ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ 越大，则尘埃等离子体势函数 ｖ（ ｚ） 就越大， 这符合实际测试情况［５］ ．

２　 尘埃扰动问题的近似解析解

对于具有横向的非线性波扰动小振幅的非线性波，并针对由两种温度的尘埃等离子体，
在以任意夹角传播的离子体间的相互作用下， 假设电子和离子的流动速度小于它们的热运动

速度时，则可归化为广义非线性扰动 ＫＰ 方程（１）和条件

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ｈ（ｘ，ｙ） （９）

１４６一类大气尘埃等离子体扩散模型研究



的初值问题．
引入泛函映射：

　 　 Ｈ［ｕ，ｐ］ ＝ Ｌ［ｕ］ － Ｌ［ｖ］ ＋ ｐ Ｌ［ｖ］ ＋ ａｕ ∂ｕ
∂ｘ

－ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１０）

其中 ｐ ∈ ［０，１］ 为人工参数［６］， ｖ 为方程（１） 的初始近似函数， 线性算子 Ｌ［ｕ］ 为

　 　 Ｌ［ｕ］ ＝ ∂
∂ｘ

∂ｕ
∂ｔ

＋ ｂ ∂３ｕ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｃ ∂

２ｕ
∂ｙ２ ．

显然，由泛函映射（１０）知， Ｈ（ｕ，１） ＝ ０ 就是尘埃等离子体低频振动具有扰动的广义非线

性 ＫＰ 方程（１）， 因此只需选择相同的初始条件（９）， 方程（１）初值问题的解就是 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０
的解取 ｐ → １ 的情形．

设

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉｐｉ ． （１１）

将式（１１）代入泛函同伦映射（１０）， 合并 ｐｉ 的同次幂项， 并令各次幂的系数为０．由 ｐ０ 的系

数为 ０， 得

　 　 Ｌ［ｕ０］ ＝ Ｌ［ｖ］ ． （１２）
选取初始近似函数 ｖ 为初值问题（２），（３）的解（７）．于是， 由式（１２）， 得

　 　 ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη， （１３）

其中 ｇ０（ｘ，ｙ，ｔ） 由式（８）表示．
将式（１１）代入泛函同伦映射（１０）， 合并 ｐｉ 的同次幂项．由 ｐ１ 的系数为 ０， 得

　 　 Ｌ［ｕ１］ ＝ － ａｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０） ． （１４）

利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， 不难得到方程（１４）在零初始值下的解为

ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ － ａｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０（ ｔ，ｘ，ｙ））

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄλ１ｄλ２ｄτ， （１５）

其中

　 　 Ｆ － ａｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

为 － ａｕ０∂ｕ０ ／ ∂ｘ ＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， 而 ｕ０ 由式（１３）表示．
由式（１１）， （１３）， （１５）， 并在式（１１）中取 ｐ ＝ １ 可得广义非线性 ＫＰ 方程初值问题（１），

（９）的一次近似解析解 Ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ）：

　 　 Ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２

é

ë

ê
ê∫

∞

－∞
∫∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ － ａｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ

ù

û

ú
ú
．

（１６）
式（１６）中 ｕ０ 分别由式（１３）表示， ｇ０（ｘ，ｙ，ｔ） 由式（８）表示．

将式（１１）代入同伦映射（１０）， 合并 ｐｉ 的同次幂项．由 ｐ２ 的系数为 ０， 得
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　 　 Ｌ［ｕ２］ ＝ － ａ ｕ０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇｕ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）ｕ１ ． （１７）

同样， 不难得到线性非齐次方程（１７）在零初始值下的解为

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ

é

ë

ê
ê
－ ａ ｕ０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｇｕ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）ｕ１

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ， （１８）

其中 ｕ０，ｕ１ 分别由式（１３）， （１５）表示．
再由式（１１）， （１３）， （１５）， （１８）， 并在式（１１）中取 ｐ ＝ １， 可进一步得广义非线性 ＫＰ 方

程初值问题（１）， （９）的二次近似解析解 Ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ）：

　 　 Ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２

é

ë

ê
ê∫

∞

－∞
∫∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ

é

ë

ê
ê
－ ａ ｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ ｕ０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０） ＋ Ｇｕ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）ｕ１

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ

ù

û

ú
ú
， （１９）

式（１９）中 ｕ０，ｕ１ 分别由式（１３）， （１５） 表示， ｇ０（ｘ，ｙ，ｔ） 由式（８）表示．
继续将式（１１）代入泛函映射式（１０）， 合并 ｐｉ 的同次幂项．由 ｐｎ（ｎ ＝ ３，４，…） 的系数为 ０，

可得

　 　 Ｌ［ｕｎ］ ＝ Ｆｎ，　 　 ｎ ＝ ３，４，…， （２０）
其中

　 　 Ｆｎ ＝ １
（ｎ － １）！

é

ë

ê
ê

∂ｎ－１

∂ｐｎ－１ ( － ａ (∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉｐｉ ) ∂

∂ｘ (∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉｐｉ ) ＋ Ｇ ( ｘ，ｙ，ｔ，∑

∞

ｉ ＝ ０
ｕｉｐｉ ) )

ù

û

ú
ú
ｐ ＝ ０

为逐次已知的函数．
方程（２０）在零初值下的解为

　 　 ｕｎ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ［Ｆｎ］ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ，

　 　 ｎ ＝ ３，４，…， （２１）
其中 Ｆ［Ｆ］ 为 Ｆ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， ｕｎ－１ 为逐次已知的函数．

因此可以得到广义非线性 ＫＰ 方程初值问题式（１）， （９）的第 ｎ 次近似解析解 Ｕｎ（ｘ，ｙ，ｔ）：

　 　 　 　 Ｕｎ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２

é

ë

ê
ê∫

∞

－∞
∫∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ

é

ë

ê
ê
－ ａ ｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ ｕ０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０） ＋ Ｇｕ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）ｕ１ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ ３
［Ｆ ｊ］

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ

ù

û

ú
ú
， （２２）

式（２２）中， ｕｎ－１ 为逐次已知的函数．
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将式（１３）， （１５）， （１８）， （２１）代入式（１１）， 并取 ｐ ＝ １， 便得到

　 　 Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２

é

ë

ê
ê∫

∞

－∞
∫∞

－∞
ｈ（ξ，η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ

é

ë

ê
ê
－ ａ ｕ０

∂ｕ０

∂ｘ
＋ ｕ０

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

∂ｕ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０） ＋

　 　 　 　 Ｇｕ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ０）ｕ１ ＋ ∑
∞

ｊ ＝ ３
［Ｆ ｊ］

ù

û

ú
ú
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ

ù

û

ú
ú
． （２３）

能够用泛函分析不动点原理和逼近理论证明［７］： 由式（２３）表示的 Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） 是一致收敛

的， 并为二维低频尘埃波动扰动方程（１）在初始条件（９）下的精确解．因而， 由式（２２）表示的

函数 Ｕｎ（ｘ，ｙ，ｔ） 就是尘埃扰动方程（１）在初始条件（９）下的第 ｎ 次近似解析解．

３　 近似解的精度

为了描述用泛函分析同伦映射方法得到的近似解的精度， 简单地取尘埃等离子体中的低

频振动广义非线性 ＫＰ 方程（１）和初始条件（９）的有关无量纲参数和函数值： ａ ＝ ε，ｂ ＝ １，ｃ ＝
１，ｇ ＝ εｓｉｎ ｕ，ｈ ＝ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ）， 这时尘埃等离子体中的低频振动广义非线性 ＫＰ 方程（１）和初始

条件（９）为如下初值问题．
例 １　 尘埃等离子体中的低频振动广义非线性 ＫＰ 方程和初始条件为

　 　 ∂
∂ｘ

∂ｕ
∂ｔ

－ εｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂３ｕ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ∂２ｕ

∂ｙ２
＝ εｓｉｎ ｕ， （２４）

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ） ． （２５）
利用同伦映射方法， 求初值问题（２４），（２５）的近似解．对应于式（２４）的退化方程初值近

似问题为

　 　 ∂
∂ｘ

∂ｖ
∂ｔ

＋ ∂３ｖ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ∂２ｖ

∂ｙ２
＝ ０， （２６）

　 　 ｖ ｔ ＝ ０ ＝ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ） ． （２７）
不难得到初值问题（２６），（２７）的解为

　 　 ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｅｘｐ（ξ ＋ η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη， （２８）

其中 ｇ０ 由式（８）表示．
选取由式（２８）表示的函数 ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） 为用同伦映射方法求解初值问题（２４），（２５）的零次

近似函数 ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ） ≡ Ｕ０ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ．即

　 　 ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ） ≡ Ｕ０ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｅｘｐ（ξ ＋ η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ． （２９）

利用同伦映射（１０）， 依次可得 ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ）：

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ε
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ［ － ｅｘｐ ２（ｘ ＋ ｙ － ｔ） ＋ ｓｉｎ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － ｔ）］ ×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ， （３０）

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

４４６ 冯 依 虎　 　 　 石 兰 芳　 　 　 许 永 红　 　 　 莫 嘉 琪



　 　 　 　 － ε
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ － ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － τ）

∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｕ１ｃｏｓ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － τ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ ． （３１）

于是由式（２９） ～ （３１）， 可得对应于广义非线性 ＫＰ 方程初值问题（２４），（２５）的一次、二次

近似解析解 Ｕ１ ａｐｐ（ｘ，ｔ），Ｕ２ ａｐｐ（ｘ，ｔ） 为

　 　 Ｕ１ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｅｘｐ（ξ ＋ η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ×

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ －

　 　 　 　 ε
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ［ － ｅｘｐ ２（ｘ ＋ ｙ － ｔ） ＋ ｓｉｎ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － ｔ）］ ×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ， （３２）

　 　 Ｕ２ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
（２π） ２∫∞－∞ ∫

∞

－∞
ｅｘｐ（ξ ＋ η）ｇ０（ｘ － ξ，ｙ － η，ｔ）ｄξｄη ×

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∞

－∞
∫∞

－∞
ｅｘｐ ｉ

ｂλ４
１ － ｃλ２

２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ －

　 　 　 　 ε
（２π） ２∫ｔ０∫

∞

－∞
∫∞

－∞
Ｆ

é

ë

ê
ê
－ ｅｘｐ ２（ｘ ＋ ｙ － ｔ） ＋ ｓｉｎ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － ｔ） －

　 　 　 　 ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － τ）
∂ｕ１

∂ｘ
＋ ｕ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｕ１ｃｏｓ ｅｘｐ（ｘ ＋ ｙ － τ）

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
ｂλ４

１ － ｃλ２
２

λ１
（τ － ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄλ１ｄλ２ｄτ， （３３）

其中 ｕ１ 由式（３２）表示．
由式（３２），（３３）并取无量纲参数 ε ＝ ０．５， 可得到尘埃等离子体低频振动广义非线性 ＫＰ

方程初值问题（２４），（２５）的精确解 Ｕｅｘａ 和用泛函分析同伦映射方法得到的零次、一次、二次近

似行波解 Ｕ０ ａｐｐ，Ｕ１ ａｐｐ，Ｕ２ ａｐｐ 在 Ｏ⁃ｕｚ（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ） 平面上的模拟曲线图形，参见图 ２ 所示．
由图 ２ 也可看出， 尘埃等离子体低频振动广义非线性 ＫＰ 方程初值问题（２４），（２５）用同

伦映射方法得到的近似解析解逼近对应初值问题精确解的情况．
继续利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和泛函同伦映射（１０）， 可得到尘埃等离子体中的低频振动广义非

线性 ＫＰ 方程初值问题（２４），（２５）的更高次近似解 Ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ），ｎ ＝ ３，４，…， 而极限函数

　 　 Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ）

就是广义非线性 ＫＰ 方程初值问题（２４），（２５）的精确解．
可以用摄动理论证明［７］， 广义非线性 ＫＰ 方程初值问题（２４），（２５）， 当无量刚参数 ε 为

充分小的正数时， 方程的精确解 Ｕｅｘａ（ｘ，ｙ，ｔ） 与用同伦映射方法得到的各次近似解析解

Ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） 的如下精度表示式：
　 　 Ｕｅｘａ（ｘ，ｙ，ｔ） － Ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｏ（εｎ＋１），　 　 ｎ ＝ １，２，…， ０ ＜ ε ≪ １．
同理，利用泛函分析同伦映射理论［６］， 得知二维低频尘埃波动扰动方程（１）和初始条件
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（９）的第 ｎ 次近似解析解 Ｕｎ（ｘ，ｙ，ｔ） 也具有良好的精度．

图 ２　 初值问题（２４），（２５）精确解 Ｕｅｘａ（ ｚ） 和近似解

Ｕ０ ａｐｐ（ ｚ）， Ｕ１ ａｐｐ（ ｚ）， Ｕ２ ａｐｐ（ ｚ）（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ）

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｕｅｘａ（ ｚ） ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

Ｕ０ ａｐｐ（ ｚ）， Ｕ１ ａｐｐ（ ｚ）， Ｕ２ ａｐｐ（ ｚ）（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ）

４　 扰动项对尘埃分布的影响

例 ２　 考虑尘埃等离子体无量纲广义非线性 ＫＰ 方程和初始条件：

　 　 ∂
∂ｘ

∂ｕ
∂ｔ

－ ａｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂３ｕ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｃ ∂

２ｕ
∂ｙ２

＝ ａｅｘｐ（ － ｂｕ）， （３４）

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ｄ， （３５）
其中 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 为正常数．

不难得到问题（３４）、（３５）的一次、二次近似解 Ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ），Ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ．为了简单起见， 不

妨选取无量纲参数 ａ ＝ １，０．５， ０．１， ｃ ＝ ０．１， ｄ ＝ １及 ｂ ＝ １和 ｂ ＝ ０．５， ０．１，这时可得二次近似行

波解 Ｕ２（ ｚ）（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ － ｔ）， 如图 ３，４ 和表 １，２ 所示．
由图 ３， ４ 和表 １， ２ 可以看出， 尘埃等离子体低频振动广义非线性 ＫＰ 问题的解 ｕ的分布

与扰动项 ａｅｘｐ（ － ｂｕ） 有直接的关联， 并且扰动项值的幅度越大（即参数 ａ越大或 ｂ越小）， 势

函数 ｕ 的幅度变化就越大．
表 １　 扰动项为 ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） 时 ｕ 的模拟数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ）

ｚ ０．０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｕ（ａ ＝ １） １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０３ １．０５ １．１０ １．１７ １．２７ １．３７ １．４０

ｕ（ａ ＝ ０．５） １．００ １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０１ １．０３ １．０５ １．０７ １．１２ １．２１

ｕ（ａ ＝ ０．１） １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０１ １．０３ １．０４

表 ２　 扰动项为 ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ） 时 ｕ 的模拟数值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ）

ｚ ０．０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｕ（ｂ ＝ １） １．００ １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０２ １．０４ １．０７ １．１３ １．２１ １．３２

ｕ（ｂ ＝ ０．５） １．００ １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０１ １．０３ １．０５ １．０７ １．１２ １．２１

ｕ（ｂ ＝ ０．１） １．００ １．００ １．００ １．００ １．０１ １．０１ １．０２ １．０４ １．０６ １．０９ １．１２
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图 ３　 扰动项为 ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） 时 ｕ 的模拟曲线 图 ４　 扰动项为 ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ） 时 ｕ 的模拟曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ
ｔｅｒｍ ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） ｔｅｒｍ ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ）

　 　 我们还可通过 ｕ 的近似解析表示式进行解析运算， 例如进行微分运算得到 ｕ 的导数的近

似解析式．对应的曲线和数值参见图 ５， ６ 和表 ３， ４ 所示．

图 ５　 扰动项为 ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） 时 ｄｕ ／ ｄｚ的模拟曲线 图 ６　 扰动项为 ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ） 时 ｄｕ ／ ｄｚ的模拟曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｕ ／ ｄｚ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｕ ／ ｄｚ ｗｉｔｈ
ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ）

表 ３　 扰动项为 ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ） 时 ｄｕ ／ ｄｚ 的模拟数值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｄｕ ／ ｄｚ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ａｅｘｐ（ － ０．５ｚ）

ｚ ０．０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｄｕ ／ ｄｚ（ａ ＝ １） ０．００ ０．００ ０．００ ０．０２ ０．０５ ０．１０ ０．１８ ０．２８ ０．４１ ０．５９ ０．８０

ｄｕ ／ ｄｚ（ａ ＝ ０．５） ０．００ ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０３ ０．０５ ０．０９ ０．１４ ０．２１ ０．３０ ０．４２

ｄｕ ／ ｄｚ（ａ ＝ ０．１） ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０１ ０．０２ ０．０３ ０．０５ ０．０７ ０．０８

表 ４　 扰动项为 ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ） 时 ｄｕ ／ ｄｚ 的模拟数值

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｄｕ ／ ｄｚ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｔｅｒｍ ０．５ｅｘｐ（ － ｂｚ）

ｚ ０．０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｄｕ ／ ｄｚ（ｂ ＝ ０．１） ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０２ ０．０４ ０．０８ ０．１４ ０．２２ ０．３３ ０．４６ ０．６２

ｄｕ ／ ｄｚ（ｂ ＝ ０．５） ０．００ ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０３ ０．０５ ０．０９ ０．１４ ０．２１ ０．３０ ０．４２

ｄｕ ／ ｄｚ（ｂ ＝ １） ０．００ ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０２ ０．０４ ０．０７ ０．１１ ０．１５ ０．２１ ０．２５

　 　 由图 ５， ６ 和表 ３， ４， 可以看出与扰动项 ａｅｘｐ（ － ｂｕ） 对 ｄｕ ／ ｄｚ的变化有直接的关联， 并完

全符合实际的情况．
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５　 解的物理意义的进一步探索

正如前面所述， 由泛函分析同伦映射方法得到的尘埃等离子体广义 ＫＰ 方程初值问题的

近似解 ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） 是近似的解析关系式， 因此一般还可以通过解析运算， 譬如进行微分、积
分等运算，继续对尘埃等离子体进一步研究， 定量地得到其它相关的物理性态．

例如， 可以通过近似解析函数 ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） 计算出尘埃等离子体的流速以及流速关于 ｘ，ｙ
或 ｔ 的变化率的分布情况．再如， 通过近似函数 ｕｎ ａｐｐ（ｘ，ｙ，ｔ） 定量地计算出尘埃等离子体的密

度、电荷量、对应的波峰值等， 由此来推算出可能出现的超高密度电荷聚集而导致放电击穿现

象等．同时人们还可定量地计算出有关尘埃的其它相关物理量的预报．不但如此， 我们还可采

取措施， 人为地控制非线性 ＫＰ 方程（１）的扰动项， 例如监管城乡和工、矿区对各种形式的尘

埃污染物继续向大气排放、并可在适当的时间和地点发送适量的气象导弹等， 以减轻和改变

尘埃分布强度， 使大气环境尽快趋于正常和稳定．关于上述情况，本文不再详细论述．

６　 结　 　 论

对于非线性问题的解，一般不能用有限的初等函数项来得到其精确解， 本文是用泛函分

析同伦映射方法， 选择合理的初始近似函数， 以较快地得到较高精度的近似解析解．
本文用泛函分析同伦映射方法得到的具有扰动的广义非线性 ＫＰ 方程（１）的尘埃等离子

体低频振动近似解析解．不同于单纯用数值模拟方法得到的模拟解， 可进行微分、 积分等运

算， 继续对尘埃等离子体进一步研究，得到其它相关的物理性态， 使得对大气环境的预报数

据更为充分、 准确， 以便人们能及早采取恰当的措施去缓解它， 减轻和避免由此可能发生的

灾害．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 Ｋｅｉｄａｒ Ｍ， Ｂｏｙｄ Ｌ Ｄ， Ｂｅｉｌｉｓ Ｉ Ｉ． Ｐｌａｓｍａ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｐｌａｓｍａ⁃ｗａｌｌ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｉｎ Ｈａｌｌ ｔｈｒｕｓｔｅｒ ｃｈａｎ⁃
ｎｅｌ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｐｌａｓｍａｓ， ２００１， ８（１２）： ５３１５⁃５３２２．

［２］　 ＤＵＡＮ Ｗｅｎ⁃ｓｈａｎ， ＳＨＩ Ｙｕ⁃ｒｅｎ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄｕｓｔ ｓｉｚｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｗｏ ｉｏｎ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｄｕｓｔｙ ｐｌａｓｍａｓ［Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００３， １８（２）： ３２１⁃３２８．

［３］　 韩久宁， 王苍龙， 栗生长， 段文山． 二维热离子等离子体中离子声孤波的相互作用［Ｊ］ ． 物理学

报， ２００８， ５７（１０）： ６０６８⁃６０７３．（ＨＡＮ Ｊｉｕ⁃ｎｉｎｇ， ＷＡＮ Ｃａｎｇ⁃ｌｏｎｇ， ＬＩ Ｓｈｅｎｇ⁃ｃｈａｎｇ， ＤＵＡＮ Ｗｅｎ⁃
ｓｈａｎ． Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｉｏｎ⁃ａｃｏｕｓｔｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｏｔ ｉｏｎ ｐｌａｓｍａｍ
［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００８， ５７（１０）： ６０６８⁃６０７３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 何广军， 田多祥， 林麦麦， 段文山． 含有带正负电离子的等离子体中的非线性波研究［Ｊ］ ． 物理

学报， ２００８， ５７（４）： ２３２０⁃２３２７．（ＨＥ Ｇｕａｎｇ⁃ｊｕｎ， ＴＩＡＮ Ｄｕｏ⁃ｘｉａｎｇ， ＬＩＮ Ｍａｉ⁃ｍａｉ， ＤＵＡＮ Ｗｅｎ⁃
ｓｈａｎ． Ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｐｌａｓｍａ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｂｏｔｈ ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ ａｎｄ ｎｅｇａｔｉｖｅｌｙ
ｃｈａｒｇｅｄ ｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００８， ５７（４）： ２３２０⁃２３２７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 仲生仁． 尘埃等离子体中非线性波的叠加效应及稳定性问题［Ｊ］ ． 物理学报， ２０１０， ５９（４）： ２１７８⁃
２１８１．（ＺＨＯＮＧ Ｓｈｅｎｇ⁃ｒｅｎ． Ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｗｏ⁃
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ⁃ｉｏｎ ｄｕｓｔｙ ｐｌａｓｍａ［ Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１０， ５９（４）： ２１７８⁃２１８１． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［６］　 Ｌｉａｏ Ｓ Ｊ． Ｂｅｙｏｎｄ Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ： Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｈｏｍｏｔｏｐｙ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ： ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ Ｃｏ， ２００４．

［７］　 ｄｅ Ｊａｇｅｒ Ｅ Ｍ， ＪＩＡＮＧ Ｆｕ⁃ｒｕ． Ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ａｍｓｔｅｒｄａｍ： Ｎｏｒｔｈ⁃

８４６ 冯 依 虎　 　 　 石 兰 芳　 　 　 许 永 红　 　 　 莫 嘉 琪



Ｈｏｌｌａｎｄ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｃｏ， １９９６．
［８］　 周焕林， 徐兴盛， 李秀丽， 陈豪龙． 反演二维瞬态热传导问题随温度变化的导热系数［Ｊ］ ． 应用

数学和力学， ２０１４， ３５（１２）： １３４１⁃１３５１． （ＺＨＯＵ Ｈｕａｎ⁃ｌｉｎ， ＸＵ Ｘｉｎｇ⁃ｓｈｅｎｇ， ＬＩ Ｘｉｕ⁃ｌｉ， ＣＨＥＮ
Ｈａｏ⁃ｌｏｎｇ． Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｆｏｒ ２⁃Ｄ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ
ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（１２）： １３４１⁃１３５１．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ， ＬＩＮ Ｗａｎ⁃ｔａｏ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ⁃ｏｃｅａｎ ｏｓ⁃
ｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｇｌｏｂａｌ ｃｌｉｍａｔｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ， ２０１１， ２４
（２）： ２７１⁃２７６．

［１０］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｌｏｎｇ⁃ｗａｖｅ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕ⁃
ｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１１， ５５（３）： ３８７⁃３９０．

［１１］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ， ＬＩＮ Ｗａｎ⁃ｔａｏ， ＬＩＮ Ｙｉ⁃ｈｕａ． Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｌ Ｎｉñｏ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｓｅａ⁃ａｉｒ
ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２０１１， ２０（７）： ０７０２０５．

［１２］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ａ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００９， ２６（６）： ０６０２０２．

［１３］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ， ＬＩＮ Ｗａｎ⁃ｔａｏ， ＷＡＮＧ Ｈｕｉ． Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ ｓｏｌｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ＥＮＳＯ ｍｏｄｅｌ
［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｓｃｉｅｎｔｉａ， ２００９， ２９（１）： １０１⁃１１０．

［１４］　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ ｍａｐｐｉｎｇ ｓｏｌｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇａｉｎ ｆｌｕｅｎｃｙ ｏｆ ａ ｌａｓｅｒ ｐｕｌｓｅ ａｍｐｌｉｆｉｅｒ［Ｊ］ ．
Ｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ Ｃｈｉｎａ， Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ（Ｓｅｒｉｅｓ Ｇ）， ２００９， ５２（７）： １００７⁃１０１０．

［１５］　 石兰芳， 陈贤峰， 韩祥临， 许永红， 莫嘉琪． 一类 Ｆｅｒｍｉ 气体在非线性扰动机制中轨线的渐近表

示［Ｊ］ ． 物理学报， ２０１４， ６３（６）： ０６０２０４．（ＳＨＩ Ｌａｎ⁃ｆａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｘｉａｎ⁃ｆｅｎｇ， ＨＡＮ Ｘｉａｎｇ⁃ｌｉｎ， ＸＵ
Ｙｏｎｇ⁃ｈｏｎｇ， ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｏｆ ｐａｔｈ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ Ｆｅｒｍｉ ｇａｓｅｓ ｉｎ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１４， ６３（６）： ０６０２０４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 汪维刚， 许永红， 石兰芳， 莫嘉琪． 一类双参数非线性高阶反应扩散方程的摄动解法［Ｊ］ ． 应用

数学和力学， ２０１４， ３５（１２）： １３８３⁃１３９１．（ＷＡＮ Ｗｅｉ⁃ｇａｎｇ， ＸＵ Ｙｏｎｇ⁃ｈｏｎｇ， ＳＨＩ Ｌａｎ⁃ｆａｎｇ， ＭＯ
Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（１２）： １３８３⁃１３９１．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 史娟荣， 石兰芳， 莫嘉琪． 一类非线性强阻尼扰动发展方程的解［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１４， ３５
（９）： １０４６⁃１０５４．（ＳＨＩ Ｊｕａｎ⁃ｒｏｎｇ， ＳＨＩ Ｌａｎ⁃ｆａｎｇ， ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｔｒｏｎｇ⁃ｄｕｍｐ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４，
３５（９）： １０４６⁃１０５４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９４６一类大气尘埃等离子体扩散模型研究



Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ａ Ｃｌａｓｓ ｏｆ Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ
Ｄｕｓｔ Ｐｌａｓｍａ ｉｎ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ

ＦＥＮＧ Ｙｉ⁃ｈｕ１，　 ＳＨＩ Ｌａｎ⁃ｆａｎｇ２，　 ＸＵ Ｙｏｎｇ⁃ｈｏｎｇ３，　 ＭＯ Ｊｉａ⁃ｑｉ４

（１． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
Ｂｏｚｈｏｕ Ｔｅａｃｈｅｒｓ Ｃｏｌｌｅｇｅ， Ｂｏｚｈｏｕ， Ａｎｈｕｉ ２３６８００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００４４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｂｅｎｇｂｕ Ｃｏｌｌｅｇｅ，
Ｂｅｎｇｂｕ， Ａｎｈｕｉ ２３３０３０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

４． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ａｎｈｕｉ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｗｕｈｕ， Ａｎｈｕｉ ２４１００３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｂｏｕｔ ｄｕｓｔ ｐｌａｓｍａ ｄｉｆｆｕ⁃
ｓｉｏｎ ｉｎ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ ｗｅｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｄｕｓｔ ｐｌａｓ⁃
ｍａ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅｎ ａ ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ
ｍａｐｐｉｎｇ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｎｄ ａｎ ｉｎｉｔｉａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｈｏｓｅｎ ｔｏ ｆｉｎｄ ｏｕｔ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｌｙ
ｔｈｅ ａｒｂｉｔｒａｒｙ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｃｃｏｒｄ⁃
ｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ ｍａｐｐｉｎｇ ｔｈｅｏｒｙ ａｇａｉｎ． Ｎｅｘｔ， ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｍａｋｅ
ｃｌｅａｒ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅｉｒ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ａｐ⁃
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ． Ｉｎ ｔｈｅ ２ ｅｘａｍｐｌｅｓ， ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｔａｂｌｅｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｍａｋｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉｏｕｓ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｏｎｅｓ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｓｅｎｓｅ
ｏｆ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ ｍａｐｐｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ ｓｉｍｐｌｙ
ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｅａｓｙ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ｗｅｒｅ ｅｘａｍｉｎｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ； ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｐｌａｓｍａ； ｈｏｍｏｔｏｐｉｃ ｍａｐｐｉｎｇ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２０２１０６）

０５６ 冯 依 虎　 　 　 石 兰 芳　 　 　 许 永 红　 　 　 莫 嘉 琪


