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摘要：　 结合子方程和动力系统分析的方法研究了一类五阶非线性波方程的精确行波解．得到了这

类方程所蕴含的子方程， 并利用子方程在不同参数条件下的精确解， 给出了研究这类高阶非线性

波方程行波解的方法， 并以 Ｓａｗａｄａ⁃Ｋｏｔｅｒａ 方程为例， 给出了该方程的两组精确谷状孤波解和两组

光滑周期波解．该研究方法适用于形如对应行波系统可以约化为只含有偶数阶导数、一阶导数平方

和未知函数的多项式形式的高阶非线性波方程行波解的研究．
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引　 　 言

动力系统的研究方法［１］已经很好地应用于非线性方程行波解的研究中．李继彬教授等［２⁃４］

在近几年里已经将动力系统的研究方法广泛地应用于各类非线性波方程的行波解的研究中．
从其近些年的研究工作中不难看出，动力系统方法研究的非线性方程对应的行波系统，一般都

可以转化在二维平面上，从而可以借助动力系统的定性分析和分支理论分析非线性波方程各

类行波解的存在性、分支及其精确解．对于高阶非线性方程，若其对应的行波系统的维数高于

二维，若可以找到该系统的二维中心流形，则可将问题转化到其二维中心流形上，平面动力系

统的理论和研究方法就可以应用于该方程的研究中．本文结合动力系统的研究方法和子方程

的研究方法，借助计算机符号计算研究下列五阶非线性波方程：
　 　 ｕｘｘｘｘｘ ＋ ５ｕｕｘｘｘ ＋ ５ｐｕｘｕｘｘ５ｕ２ｕｘ ＋ ｕｔ ＝ ０， （１）

其中 ｐ 是常数．方程（１） 包含了很多著名的方程，当 ｐ ＝ １ 时，该方程就是标准的 Ｓａｗａｄａ⁃Ｋｏｔｅｒａ
（ＳＫ）方程［５］ ．实际上，对任意的 α≠０，令Ｕ ＝ ５ｕ ／ α（为方便，下面仍记为 ｕ）， 则方程（１）可以转

化为

８４５
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　 　 ｕｘｘｘｘｘ ＋ αｕｕｘｘｘ ＋ αｐｕｘｕｘｘ ＋ α２

５
ｕ２ｕｘ ＋ ｕｔ ＝ ０． （２）

显然，当 ｐ ＝ １，α ＝ ３０ 时，该方程就是 Ｃａｕｄｒｅｙ⁃Ｄｏｄｄ⁃Ｇｉｂｂｏｎ（ＣＤＧ）方程［６］，当 ｐ ＝ ５ ／ ２，α ＝ － １５
时，该方程就是 Ｋａｕｐ⁃Ｋｕｐｅｒｓｈｍｉｄｔ（ＫＫ）方程［３，７］ ．

方程（１）在行波坐标系 ξ ＝ ｘ － ｖｔ 下化为常微分方程，将其对 ξ 积分一次可得

　 　 ｄ４ｕ
ｄξ４

＋ ５ｕ ｄ２ｕ
ｄξ２

＋ ５（ｐ － １）
２

ｄｕ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ５
３

ｕ３ － ｖｕ ＋ ｃ ＝ ０， （３）

其中 ｖ 为行波波速，ｃ 是积分常数．本文中首先得到了方程（３）的一个形如

　 　 ｄｙ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ａ３ｙ３ ＋ ａ２ｙ２ ＋ ａ１ｙ ＋ ａ０ （４）

的一阶非线性子方程，并利用该低阶方程的分支与精确解研究非线性波方程的行波解．
对于一阶非线性方程（４），通过转化为平面动力系统，可以利用平面分支和定性理论得到

方程（４）的分支与精确解［８］ ．将相关结论叙述如下：
定理 １　 若令

　 　 ｈ ±＝
２Δ（ － ａ２ ± Δ） ＋ ３ａ１ａ２ａ３

５４ａ２
３

， ｙ ±
ｅ ＝

－ ａ２ ± Δ
３ａ３

，

其中 Δ ＝ ａ２
２ － ３ａ１ａ３ ＞ ０， 则有下列结论：

１） 若 ａ０ ＝ ２ｈ ＋，则方程（４） 有唯一的有界解满足ｌｉｍξ→∞ ｙ（ξ） ＝ ｙ ＋
ｅ ， 其精确显式表达式为

　 　 ｙ ＝
－ ａ２ ＋ Δ

３ａ３

－ Δ
ａ３

ｓｅｃｈ２ １
２

Δ１ ／ ４（ξ － ξ０）
é

ë
êê

ù

û
úú ， （５）

一个常数解为 ｙ ＝ （ － ａ２ ＋ Δ） ／ （３ａ３）； 以及无界解

　 　 ｙ ＝
－ ａ２ ＋ Δ

３ａ３

＋ Δ
ａ３

ｃｓｃｈ２ １
２

Δ１ ／ ４（ξ － ξ０）
é

ë
êê

ù

û
úú ， （６）

其中 ξ０ 是任意常数．
２） 若 ａ０ ∈ （２ｈ －，２ｈ ＋）， 则有下列两种情况：
（ａ） 当 ａ３ ＞ ０ 时，则对于任意的

　 　 ｙ３ ∈
－ ａ２ － ２ Δ

３ａ３
，
－ ａ２ － Δ

３ａ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ｙ ＝ ｙ３ － １
２ ３ｙ３ ＋

ａ２

ａ３

＋ Δ ＋
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｎ２（Ω ＋ （ξ － ξ０），ｋ ＋） （７）

是方程的一组周期波解，其中

　 　 ｋ ＋ ＝
２ ３ｙ２

３ ＋ ２
ａ２

ａ３
ｙ３ ＋

ａ１

ａ３

－ ３ｙ３ －
ａ２

ａ３

＋ Δ ＋

， Ω ＋ ＝
２
４

－ ３ａ３ｙ３ － ａ２ ＋ ａ３ Δ ＋ ，

　 　 Δ ＋ ＝ － ３ｙ２
３ － ２

ａ２

ａ３
ｙ３ ＋

ａ２

ａ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ４
ａ１

ａ３
，

ｓｎ（·）表示 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆正弦函数．
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（ｂ） 当 ａ３ ＜ ０ 时，则对于任意的

　 　 ｙ１ ∈
－ ａ２ － Δ

３ａ３
，
－ ａ２ － ２ Δ

３ａ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ｙ ＝ ｙ１ － １
２ ３ｙ１ ＋

ａ２

ａ３

－ Δ －
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｎ２（Ω － （ξ － ξ０），ｋ －） （８）

是方程的一组周期波解，其中

　 　 ｋ － ＝
２ ３ｙ２

１ ＋ ２
ａ２

ａ３
ｙ１ ＋

ａ１

ａ３

３ｙ１ ＋
ａ２

ａ３

＋ Δ －

， Ω － ＝
２
４

－ ３ａ３ｙ１ － ａ２ － ａ３ Δ － ，

　 　 Δ ＋ ＝ － ３ｙ２
１ － ２

ａ２

ａ３
ｙ１ ＋

ａ２

ａ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ４
ａ１

ａ３
．

３） 若 ａ０ ∈ （ － ∞， ２ｈ －）， 则方程（４） 没有有界解．特别地， 当 ａ０ ＝ ２ｈ － 时， 方程（４）有无

界解

　 　 ｙ ＝ －
ａ２ ＋ Δ

３ａ３

＋ Δ
ａ３

ｓｅｃ２ １
２

Δ１ ／ ４（ξ － ξ０）
é

ë
êê

ù

û
úú （９）

和常数解 ｙ ＝ － （ａ２ ＋ Δ） ／ （３ａ３） ．

１　 行波方程（３）的子方程

为了得到非线性波方程（１）的行波解，我们只需要研究常微分方程（４）的解．然而方程（４）
是一个四阶微分方程，其等价于一个四维系统，当 ｐ ＝ ５ ／ ２，α ＝ － １５ 时，Ｃｏｓｇｒｏｖｅ［９］得到了该方

程的 ２ 个首次积分．李继彬等［３］利用该首次积分得到了当积分常数为 ０ 时的一部分解，从而得

到了 ＫＫ 方程的孤立波解与周期波解．本文将探讨这类方程所蕴含的子方程，并借助子方程得

到该类方程的孤波解与有界周期波解．
注意方程（３）所含的项中只有偶数阶导数，一阶导数的平方，以及 ｕ 的多项式．假设方程有

形如（ｄｕ ／ ｄξ） ２ ＝ Ｐｍ（ｕ），其中 Ｐｍ（ｕ） 表示关于 ｙ的ｍ次多项式函数．利用平衡系数法，可得ｍ ＝
３，即方程可能蕴含形如式（４） 的子方程．将含有待定系数的方程及其各阶导数方程（４） 代入方

程（３），并比较关于 ｙ的各次方系数，可得方程（４） 满足下列方程组的各待定系数 ａ０，ａ１，ａ２，ａ３：

　 　 　 　
９ａ２

３ ＋ ３（２ ＋ ｐ）ａ３ ＋ ２ ＝ ０， （１ ＋ ｐ ＋ ３ａ３）ａ２ ＝ ０，

９ａ１ａ３ ＋ ２ａ２
２ ＋ ５ｐａ１ － ２ｖ ＝ ０， ａ１ａ２ ＋ ６ａ０ａ３ ＋ ５（１ ＋ ｐ）ａ０ ＋ ２ｃ ＝ ０ ．{ （１０）

解此方程组可得下列解组：

１） 当 ｐ ≠ ２ － １０５ ／ １５ 且 ｐ ≠ ３（５ － ５ ） ／ １０ 时，

　 　

ａ３ ＝ １
６
［ － ｐ － ２ ＋ ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ ］， ａ２ ＝ ０， ａ１ ＝ ４ｖ

３ ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ ＋ ７ｐ － ６
，

ａ０ ＝ － ２ｃ

ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ ＋ ４ｐ － ７
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

２） 当 ｐ ＝ ３（５ － ５ ） ／ １０ 且 ｖ ＝ ０ 时，
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ａ３ ＝ １

６
［ － ５ ＋ ５ ］， ａ２ ＝ ０， ａ１ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ，

ａ０ ＝ １ － ５
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）

３） 当 ｐ ＝ ２ － １０５ ／ １５，且 ｃ ＝ ０ 时，

　 　 ａ３ ＝ １
１８

［ － １５ ＋ １０５ ］， ａ２ ＝ ０， ａ１ ＝ １５ － １０５
１０

ｖ， ａ０ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ ． （１３）

４） 当 ｐ ≠ １，ｐ ≠ ２ ＋ １０５ ／ １５ 且 ｐ ≠ ３（５ ＋ ５ ） ／ １０ 时，

　 　
ａ３ ＝ － １

６
［ｐ ＋ ２ ＋ ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ ］， ａ２ ＝ ０，

ａ１ ＝ ４ｖ
－ ３ ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ ＋ ７ｐ － ６

， ａ０ ＝ ２ｃ

ｐ２ ＋ ４ｐ － ４ － ４ｐ ＋ ７
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

５） 当 ｐ ＝ １ 时，

　 　 ａ３ ＝ － ２
３
， ａ２ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ， ａ１ ＝ － ２ｖ， ａ０ ＝ ｃ

２
． （１５）

６） 当 ｐ ＝ ２ ＋ １０５ ／ １５ 且 ｃ ＝ ０ 时，

　 　 ａ３ ＝ － １
６
［５ ＋ ５ ］， ａ２ ＝ ０， ａ１ ＝ － １５ ＋ １０５

１０
ｖ， ａ０ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ ． （１６）

７） 当 ｐ ≠ ３（５ ＋ ５ ） ／ １０，且 ｖ ＝ ０ 时，

　 　 ａ３ ＝ － １
６
［５ ＋ ５ ］， ａ２ ＝ ０， ａ１ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｌｕｅ， ａ０ ＝ １ ＋ ５

５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ ． （１７）

定理 ２　 方程（３）具有形为方程（４）的子方程，当且仅当其系数至少满足方程（１１） ～ （１７）
之一．

２　 方程（２）的有界行波解

注意到方程（３）中的 ｃ 为任意积分常数，ｖ 为波速，所以由定理 １ 可知对于任意的 ｐ， 方程

（３）具有形如方程（４）的子方程．定理 １ 中给出了方程（４）在各种参数条件下的解，结合定理 １
和定理 ２ 的结论可以得到非线性波方程（１）在参数 ｐ取不同值时的各类无界行波解、孤立波解

与周期行波解．但由于物理背景中往往只有有界解才有实际物理意义，所以本文中只关注方程

（１）相应的孤立波解与有界周期波解．下面作为具体的例子只给出 ＳＫ 方程的有界行波解，但
显然当 ｐ 取其它值时也可以得到该类方程的有界行波解，这里不再赘述．

将 ｐ ＝ １ 代入方程（１）得到 ＳＫ 方程，由定理 ２ 可知，对于任意常数 ａ２，ｃ 和 ｖ， ＳＫ 方程对应

的行波系统蕴含下列两个子方程：

　 　 ｄｕ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ － ２
３

ｕ３ ＋ ａ２ｕ２ － ２ｖｕ ＋ ｃ
２
， （１８）

　 　 ｄｕ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ － １
３

ｕ３ ＋ ｖｕ ＋ ｃ ． （１９）

利用定理 １，可以得到 ＳＫ 方程的两组孤立波解以及两组有界行波解．
定理 ３　 Ｓａｗａｄａ⁃Ｋｏｔｅｒａ（ＳＫ）方程具有下列行波解：
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１） 对任意 ｖ ＞ ０，

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ
３

－ ｖ ｓｅｃｈ２ １
２

ｖ１ ／ ４（ｘ － ｖｔ － ξ０）
é

ë
êê

ù

û
úú （２０）

是 ＳＫ 方程的一组谷状孤波解．
２） 对任意常数 ａ２ 和 ｖ ＜ ５ａ２

２ ／ ４，

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
６
［ － ａ２ ＋ ５ａ２

２ － ４ｖ］ －

　 　 　 　 １
２

５ａ２
２ － ４ｖ ｓｅｃｈ２ １

２
（５ａ２

２ － ４ｖ） １ ／ ４（ｘ － ｖｔ － ξ０）
é

ë
êê

ù

û
úú （２１）

是 ＳＫ 方程的一组谷状孤波解．

３） 对任意 ｖ ＞ ０ 以及 ｕ０ ∈ （ － ２ ｖ ／ ３， － ｖ ／ ３），

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ０ － １
２
（３ｕ０ ＋ Δ１ ） ｓｎ２（Ω１（ｘ － ｖｔ － ξ０），ｋ１） （２２）

是 ＳＫ 方程的一簇光滑周期波解，其中

　 　 Ω１ ＝ １
４
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４） 对任意 ａ２，ｖ ＜ ５ａ２
２ ／ ４ 以及
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是 ＳＫ 方程的一簇光滑周期波解，其中

　 　 Ω２ ＝ １
４

－ １２ｕ０ － ２ａ２ ＋ ４ Δ２ ，

　 　 ｋ２ ＝
４ ３ｕ２

０ ＋ ａ２ｕ０ － １
３
（ａ２

２ － ｃ）

－ ６ｕ０ － ａ２ ＋ ２ Δ２

，

　 　 Δ２ ＝ － ４
３

ｖ － ３ｕ２
０ － ａ２ｕ０ ＋ １９

１２
ａ２

２ ．

通过前面分析可知若 ｕ（ｘ，ｔ） 是 ＳＫ 方程的行波解，则 ６ｕ（ｘ，ｔ） 就是 ＣＤＧ 方程的行波解，
所以定理 ３ 同时给出了 ＣＤＧ 方程的两组孤立波解与两组周期波解．

３　 结　 　 论

本文中，借助计算机符号计算，通过研究高阶非线性方程所蕴含的子方程的分支和精确解

的方法，研究了一类包含 Ｋａｕｐ⁃Ｋｕｐｅｒｓｈｍｉｄｔ 方程，Ｃａｕｄｒｅｙ⁃Ｄｏｄｄ⁃Ｇｉｂｂｏｎ 方程，以及 Ｓａｗａｄａ⁃
Ｋｏｔｅｒａ 方程等非线性波方程的高阶非线性方程的行波解．特别地，给出了 ＳＫ 方程以及 ＣＤＧ 方

程的两组谷状孤波解与两组光滑周期波解．对于 ＫＫ 方程［８］，可见用同样方法也可以得到其两

组孤波解和周期波解．

２５５ 一类高阶非线性波方程的子方程与精确行波解



从本文的研究方法不难看出，借助符号计算寻找子方程，再结合动力系统分析的方法是研

究高阶非线性方程的一种可行和有效的研究方法，对于所可能蕴含的子方程的形式需要根据

原高阶方程具体的形式来判断．易见，本文所研究的高阶非线性波方程所对应的微分方程的一

般形式为 Ｆ（ｕ（２ｋ），ｕ（２ｋ－２），…，ｕ″，ｕ′２，ｕ） ＝ ０， 这里 Ｆ 是多项式函数． 若函数满足方程 ｕ′２ ＝
Ｐｍ（ｕ），其中 Ｐｍ（ｕ） 表示具有待定系数的关于未知函数的ｍ阶多项式函数，则容易得到该函数

的所有偶数阶导数都是未知函数 ｕ 的多项式，将其代入原高阶非线性方程，则可以确定出

Ｐｍ（ｕ）， 从而得到其蕴含子方程．对于其它形式的高阶方程是否可以，又如何能够找到其蕴含

的低阶方程，仍然是我们需要进一步探索的问题．
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４５５ 一类高阶非线性波方程的子方程与精确行波解


