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摘要：　 探讨了受随机载荷作用下陀螺阻尼系统随机动力响应问题．虚拟激励法作为随机振动分析

的一种高效、精确方法已经广泛应用于结构抗震、抗风等工程领域．在以单类物理变量描述的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）体系框架下，振型分解方法已被有效应用于上述随机振动问题的模型自由度缩

减．然而，对于陀螺系统的随机振动问题，由于陀螺效应的存在，基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值的振型分解

方法受到很大限制．对此，首先给出了陀螺系统辛本征值问题的一般形式．然后对于受平稳随机载

荷激励的陀螺系统（无阻尼或有阻尼）引入虚拟激励法，基于辛本征空间展开推导了系统随机振动

响应功率谱的求解列式；对于仅考虑陀螺效应的保守系统（无阻尼），该求解列式可以表述为一个

显式表达式．在数值算例中，应用该文提出的方法分析了平稳随机载荷作用下一类阻尼陀螺系统的

随机振动响应问题，通过与其它方法进行对比，验证了该方法的精确性和有效性．
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引　 　 言

陀螺系统广泛存在于旋转机械装备中，是核电工程、机械工程等领域的重要装备之一．陀
螺系统的动力特性及随机载荷作用下的安全性和可靠性研究一直是人们关心的重要问题［１⁃２］ ．
目前，对于常规复杂结构的动力学分析已经较为成熟，通常采用一类变量 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系进行动

力学方程描述，并可导出 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题，同时发展了有效的振型分解法用于预测复杂

结构受迫振动情况下，系统的动力学行为演变规律［３］ ．相对而言，由于问题的复杂性，对于旋转

机械装备的动力学行为分析仍有很多不完善之处．其主要困难在于陀螺效应的存在．针对陀螺

系统的本征值问题，钟万勰、林家浩提出了不对称实矩阵的本征对共轭子空间迭代算法及陀螺

系统与反对称矩阵辛本征解计算方法，这些工作有效推进了相关问题的研究［４⁃５］ ．近年来，钟万

勰将经典力学的一些重要问题导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，并指出陀螺系统本征值问题在二类变量
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系表述下表现为辛本征值问题，并完全可以基于辛本征空间展开策略实现结构动

力响应分析［６］；进一步探讨了陀螺保守系统与非陀螺保守系统 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值与辛本征值

的密切关系，将辛本征空间展开推广至陀螺阻尼系统［７］ ．
旋转机械系统处于复杂的工作环境中，对于潜在地震高发地区，其抗震性能评估是需要考

虑的一个重要因素．地震作用具有随机性的本质，其相关的结构动力学行为也具有随机振动的

行为机理．虚拟激励法是近年来发展的用来求解线性系统随机振动响应的有效算法［８⁃１０］ ．它将

平稳随机激励转化为确定性简谐激励，将非平稳随机激励转化为常规的时域动力学分析，极大

提高了随机振动分析的效率．目前，虚拟激励法在土木工程、海洋工程、车辆工程等都获得了广

泛应用．尽管如此，将虚拟激励法应用于旋转机械系统的动力学分析，还存在一定的困难．主要

是因为，通常应用虚拟激励法进行常规动力学系统随机振动分析时，多基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系的模

态缩减技术，而对于考虑陀螺效应的旋转机械系统，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值的分析策略受到很大限

制，主要是不能使陀螺系统运动方程解耦，需要发展新的求解对策．
本文在前期相关工作基础上，对上述问题进行了更为深入的探讨，首先给出了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

体系下陀螺系统辛本征值问题的一般描述．然后对于受平稳随机载荷激励作用的陀螺系统（考
虑或不考虑阻尼）随机振动问题，结合虚拟激励法和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下辛本征展开方法推导了

系统随机振动响应功率谱分析的求解列式；对于陀螺保守系统，通过导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，得到

了其动力刚度阵逆矩阵的显式表达．数值算例中，采用所提出的方法分析了一类阻尼陀螺系统

的随机振动响应，计算结果同直接动刚度阵求逆法进行了对比，验证了本文方法的精确性和有

效性，同时讨论了不同转速下，陀螺效应对于系统随机振动响应的影响．本文工作对于实际复

杂旋转机械系统随机振动分析具有一定的借鉴意义．

１　 陀螺系统辛本征值问题

对于一般的 ｎ 维线性振动系统，运动学方程可以表示为如下形式：
　 　 Ｍｑ ＋ （Ｇ ＋ Ｃ）ｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ）， （１）

其中，Ｍ，Ｇ，Ｃ和Ｋ分别为系统的质量阵、陀螺阵、阻尼阵和刚度阵，ｑ与 ｆ分别为位移向量与激

励向量．
为推导陀螺系统辛本征值问题，暂不考虑阻尼影响，运动方程（１）变为

　 　 Ｍｑ ＋ Ｇｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ） ． （２）
定义对偶动量 ｐ ＝ Ｍｑ ＋ Ｇｑ ／ ２， 可将运动方程（２）导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，并有正则方程为

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ ＋
０

ｆ（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

其中， ｖ 和 Ｈ 分别为状态向量与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，其具体表达式如下［６］：

　 　 ｖ ＝
ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｈ ＝

－ Ｍ －１Ｇ ／ ２ Ｍ －１

－ （Ｋ ＋ ＧＴＭ －１Ｇ ／ ４） ＧＴＭ －Ｔ ／ ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４）

对于正则方程（４），不考虑载荷项作用，可得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵本征值问题 Ｈψ ＝ μψ ．Ｈ 阵

的 ２ｎ 个本征值可以划分为二类［６］：

　 　
α）　 μ ｉ，　 　 Ｒｅ（μ ｉ） ＜ ０ ｏｒ Ｒｅ（μ ｉ） ＝ ０， Ｉｍ（μ ｉ） ＞ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
β）　 μ ｎ＋ｉ，　 　 μ ｎ＋ｉ ＝ － μ ｉ ．

{ （５）

而对应本征向量满足共轭辛正交归一关系，如将辛本征矩阵按下列形式排列：
　 　 Ψ ＝ ψ１，ψ２，…，ψｎ， ψｎ＋１，ψｎ＋２，…，ψ２ｎ[ ] ， （６）
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则共轭辛正交归一关系为

　 　 ΨＴＪΨ ＝ Ｊ， （７）
其中 Ｊ 为单位辛矩阵［６］ ．

２　 陀螺系统的随机振动辛虚拟激励法

考虑随机振动问题，虚拟激励法可将平稳随机过程的随机振动分析转化为确定性的简谐

分析［９］ ．此时，运动方程（１）右端的载荷向量可用虚拟简谐载荷替换．这里，假设虚拟载荷的形

式为

　 ｆ（ ｔ） ＝ ｓｅｊωｔ， （８）
其中 ｓ 向量可以看作是载荷作用幅值向量，可以写成如下的一般形式：

　 　 ｓ ＝ ｇ Ｓｆ ， （９）
其中， Ｓｆ 是激励载荷的功率谱密度函数．当不考虑行波效应时，向量 ｇ 是一个 ｎ 维的常向量，表
征了外载的作用分布情况；当考虑行波效应时，ｇ 则是作用时间差 τ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 的函数，对
于平稳激励而言，其与时间 ｔ 无关．
２．１　 无阻尼陀螺系统随机振动辛虚拟激励法

由第 １ 节可知，无阻尼陀螺系统在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下有辛本征值问题，且本征向量有辛正交

归一关系．对于无阻尼陀螺系统，利用辛本征向量展开可以实现对动力学方程（３）的完全解耦．
由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 阵本征向量的展开定理［６］

　 　 ｖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ａｉψ ｉ ＋ ｂｉψｎ＋ｉ］ ＝ Ψｖａ， ｖａ ＝ ［ａＴ ｂＴ］ Ｔ， （１０）

将式（１０）代入式（３），左乘 ＪΨＴＪ ，得到

　 　 ｖａ ＝ Ｄｐｖａ － Ｆｅｊωｔ， （１１）
其中

　 　 Ｄｐ ＝ ｄｉａｇ［ｄｉａｇ（μ ｉ）， － ｄｉａｇ（μ ｉ）］， （１２）

　 　 Ｆ ＝ ＪΨＴＪ
０
ｓ{ } ＝

ＱＴ
β ｓ

－ ＱＴ
αｓ{ } ， （１３）

上式中 Ｑα 和 Ｑβ 将在式（１６）中给出具体定义．由于载荷为简谐激励，故响应也具有简谐形式，
设响应为 ｖａ ＝ ｗｅｊωｔ 代入式（１１）得到

　 　 ｗ ＝ ＤＦ， （１４）
其中

　 　
Ｄ ＝ （Ｄｐ － ｄｉａｇ（ｊω）） －１ ＝ ｄｉａｇ［Ｄ１，Ｄ２］，

Ｄ１ ＝ ｄｉａｇ １
μ ｉ － ｊω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｄ２ ＝ ｄｉａｇ － １

μ ｉ ＋ ｊω
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

如果将辛本征矩阵 Ψ写成如下的分块形式：

　 　 Ψ ＝
Ｑα（ｎ×ｎ） Ｑβ（ｎ×ｎ）

Ｐα（ｎ×ｎ） Ｐβ（ｎ×ｎ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１６）

则有

　 　 ｑ ＝ Ｑα Ｑβ[ ] ｖａ ． （１７）
注意到式（１４），故有
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　 　 ｑ ＝ ［Ｑα Ｑβ］ＤＦｅｊωｔ ＝ δｓｅｊωｔ， （１８）
其中 δ 可以理解为动柔度矩阵，其计算如下：

　 　 δ ＝ （ＱαＤ１ＱＴ
β － ＱβＤ２ＱＴ

α） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ１ｉｑαｉｑＴ

βｉ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ２ｉ（ｑαｉｑＴ

βｉ） Ｔ， （１９）

其中

　 　 Ｑα ＝ ［ｑα１ ｑα２ … ｑα（ｎ－１） ｑαｎ］， Ｑβ ＝ ［ｑβ１ ｑβ２ … ｑβ（ｎ－１） ｑβｎ］， （２０）
而 ｄ１ｉ 与 ｄ２ｉ 分别为对角矩阵 Ｄ１ 与 Ｄ２ 的第 ｉ 个对角元．式（１９） 只含有简单的乘法，完全没有矩

阵求逆计算．而且对于有大量频率采样点的情形，（ｑαｉｑＴ
βｉ） 只需计算一次即可，从而进一步提高

了计算效率．
对于响应功率谱的计算，可由虚拟激励法执行

　 　 Ｓｑｑ ＝ ｑ∗ｑＴ ＝ （δｓ）∗（δｓ） Ｔ ． （２１）
由此，基于辛虚拟激励法可以得到陀螺保守系统响应功率谱的显式表达式．特别地，考虑非陀

螺保守系统，其作为陀螺保守系统的一个特例，以上的结论自然也是适用的．文献［７］建立了非

陀螺保守系统在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下两种本征值问题之间的联系，即

　 　 μ ｉ ＝ ｊω ｉ， Ｑα ＝ Ｑβ ＝ ΨｑΛ１， Λ１ ＝ ｄｉａｇ
１

－ ２ｊω ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２２）

其中， ω ｉ 为非陀螺保守系统的第 ｉ 阶固有频率，Ψｑ 为由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 本征向量构成的矩阵．因此

　 　 δ ＝ ＱαＤ１ＱＴ
β － ＱβＤ２ＱＴ

α ＝ ΨｑΛ１（Ｄ１ － Ｄ２）Λ１ΨＴ
ｑ ＝

　 　 　 　 Ψｑｄｉａｇ
１

ω ２
ｉ － ω ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΨＴ

ｑ ＝ ∑
ｎ

ｉ
λ ｉφｉφＴ

ｉ ， （２３）

其中 λ ｉ ＝ １ ／ （ω ２
ｉ － ω ２），φｉ 为第 ｉ 阶 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 本征向量．

以上在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下建立的虚拟激励法，这里称其为辛虚拟激励法．为进行比较，下面

给出直接建立在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下的虚拟激励法，称为直接虚拟激励法．将式（８）代入式（２），得
到虚拟响应为

　 　 ｑ ＝ （ － ω ２Ｍ ＋ ｊωＧ ＋ Ｋ） －１ｓｅｊωｔ， （２４）
从而可以计算得到响应功率谱 Ｓｑｑ ＝ ｑ∗ｑＴ ．对于矩阵阶数很高的复杂系统，反复地按式（２４）进
行矩阵求逆，会使直接虚拟激励法的计算效率显著降低．

同一个物理问题，既可以在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下描述也可以在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下表征．将虚拟激

励法分别应用到两类体系，引申出了辛虚拟激励法与直接虚拟激励法．辛虚拟激励法由于建立

在状态空间，因此更具有一般性．当然，对于同一个力学系统，两种虚拟激励法得到的结果应该

是一致的．下面将证明对于非陀螺保守系统，其作为陀螺保守系统的特例，两种虚拟激励法得

到的结果是一致的．对于非陀螺保守系统 （Ｇ ＝ ０）， 有 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量正交归一关系：
　 　 ΨＴ

ｑＭΨｑ ＝ Ｉ， ΨＴ
ｑＭΨｑ ＝ ｄｉａｇ（ω ２

ｉ ）， （２５）
其中 Ψｑ 为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量矩阵．从而有

　 　 ΨＴ
ｑ（ － ω ２Ｍ ＋ Ｋ）Ψｑ ＝ ｄｉａｇ（ω ２

ｉ － ω ２）， （２６）
在上式左、右两边进行求逆运算后，左乘 Ψｑ 和右乘 ΨＴ

ｑ， 得到

　 　 （ － ω ２Ｍ ＋ Ｋ） －１ ＝ Ψｑｄｉａｇ
１

ω ２
ｉ － ω ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΨＴ

ｑ ． （２７）

将上式代入式（２４），并利用 Ｇ ＝ ０ 有
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　 　 ｑ ＝ Ψｑｄｉａｇ
１

ω ２
ｉ － ω ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΨＴ

ｑ ｓｅｊωｔ ． （２８）

通过对比式（１８）， （２３）和（２８），即可发现两种方法得到的结果是一致的．以上的论证是针对

非陀螺保守系统的．至于陀螺保守系统，辛虚拟激励法得到了功率谱的显式表达式，而直接虚

拟激励法并不能提供显式解．关于陀螺保守系统两种虚拟激励法的一致性，在后文通过数值算

例也进行了相应验证．
２．２　 阻尼陀螺系统随机振动辛虚拟激励法

以上的分析是针对陀螺保守系统的，并没有考虑阻尼效应．而实际工程结构总是要受到阻

尼作用的．因此，本小节旨在建立阻尼陀螺系统的虚拟激励法的辛求解．需要说明的是，阻尼系

统作为阻尼陀螺系统的特例，虚拟激励辛求解与常规 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下求解是等价的．对于一般

动力载荷，文献［７］中论证了阻尼系统在两种求解方法下得到的动力学响应是一致的．而平稳

随机过程对应的虚拟激励法可以表述为一种稳态简谐分析，是动力响应的一种特殊情况，自然

也会等价．在这一节中，不再具体讨论阻尼系统的虚拟激励法辛求解与常规求解的等价关系．
基于陀螺系统的辛本征向量展开，可以计算阻尼陀螺系统的动力响应［７］ ．根据虚拟激励法

的思路，首先将式（８）代入式（１）有
　 　 Ｍｑ ＋ Ｇｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｓｅｊωｔ － Ｃｑ ． （２９）

此时式（３）变为

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ ＋
０
ｆｃ{ } ， （３０）

其中 ｖ 与 Ｈ 已经在式（４） 中给出定义且 ｆｃ ＝ ｓｅｊωｔ － Ｃｑ ．基于辛本征空间展开有［７］

　 　 ｖａ ＝ （Ｄｐ ＋ Ｃ
⌒
）ｖａ － Ｆｅｊωｔ， （３１）

其中

　 　 Ｃ
⌒
＝ ＪΨＴＪ

０ ０
Ｃ（ＡＱα ＋ ＤＰα） Ｃ（ＡＱβ ＋ ＤＰβ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３２）

而 Ｆ在式（１３） 中已经给出了具体表达式．将式（３１） 与式（１１） 对比可以看到阻尼的引入，使得

微分方程的系数矩阵多出了 Ｃ
⌒

部分．对于简谐分析，假设 ｖａ ＝ ｗ－ ｅｊωｔ， 并代入式（３１）得到

　 　 ｗ－ ＝ Ｄ
－
Ｆ， （３３）

其中

　 　 Ｄ
－
＝ （Ｄｐ ＋ Ｃ

⌒
－ ｄｉａｇ（ｊω）） －１ ． （３４）

利用式（１７），可得

　 　 ｑ ＝ ［Ｑα Ｑβ］Ｄ
－ ＱＴ

β ｓ
－ ＱＴ

αｓ{ } ｅｊωｔ， （３５）

根据虚拟激励法进一步可以计算得到响应功率谱．
以上是辛虚拟激励法的求解过程．而根据直接虚拟激励法，式（２４）直接改写为

　 　 ｑ ＝ （ － ω ２Ｍ ＋ ｊω（Ｇ ＋ Ｃ） ＋ Ｋ） －１ｓｅｊωｔ， （３６）
从而可以根据虚拟响应计算得到响应的功率谱．后文将通过数值算例验证式（３６）得到的结果

与式（３５）是一致的，从而验证辛虚拟激励法对于陀螺阻尼系统也是适用的．需要指出的一点

是，对于考虑陀螺效应的旋转机械系统，基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值的模态缩减技术由于没有考虑
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陀螺效应而受到很大限制．与此同时，本小节建立的辛虚拟激励法是建立在辛本征空间基础上

的，其相应的模态缩减技术则是考虑了陀螺效应的，因此有更大的适用范围．另外，直接应用式

（３６）求解，需要复数矩阵求逆过程，其一般是非常耗时的，特别是对于具有复杂自由度的旋转

机械系统．而采用基于辛本征解展开的缩减技术，则会更具有优势．

３　 数 值 算 例

３．１　 无阻尼陀螺转子系统

考虑以 Ω ＝ １００ ｒａｄ ／ ｓ 旋转的六转子系统［１１］，圆盘从左到右的编号为 １～６，如图 １ 所示．在
本文采用的转子动力学模型中，对于轴采用 Ｅｕｌｅｒ 梁模型且不计及轴的惯性效应（假定轴的惯

性相比转盘的惯性可以忽略不计）．材料参数 Ｅ ＝ ２０ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２ ．各轴段长度 ｌｉ，盘的质量ｍｉ，盘
的径向转动惯量 Ｊｄｉ 和极转动惯量 Ｊｐｉ 具体数值列于表 １，其中下标 ｉ表示轴或盘的标号．由于是

圆盘，Ｊｐ ＝ ２Ｊｄ 成立．轴截面取为圆截面，其二次轴距为 Ｉｄ ＝ ３．９７６ × １０ －８ ｍ４ ．两个支撑分别位于

２ 号盘与 ４ 号盘轴心上，其刚度分别为 Ｋ１ ＝ ３．９２ × １０６ Ｎ ／ ｍ 和 Ｋ２ ＝ ４．９０ × １０６ Ｎ ／ ｍ ．
表 １　 转子系统主要特性参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

　
ｉ

１ ２ ３ ４ ５ ６
ｌｉ ／ ｍ ０．１ ０．０５ ０．０５ ０．１ ０．１ －
ｍｉ ／ ｋｇ ２０ ５ １０ ５ ２０ ５

Ｊｄｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．０７２ ０．０１８ ０．０３６ ０．０１８ ０．０７２ ０．０１８
Ｊｐｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．１４４ ０．０３６ ０．０７２ ０．０３６ ０．１４４ ０．０３６

图 １　 六盘转子系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ６ ｄｉｓｋｓ

　 　 对于如图 １ 所示转子系统，在绝对坐标系下建模．绝对坐标系确定如下： ｚ轴取为转轴变形

前的轴向，ｙ 轴取为垂直于纸平面向外的方向，ｘ 轴方向由右手法则生成．考察结构在 ｘ 方向一

致地面加速度 ｘ０ 作用下的响应．假定加速度 ｘ０ 为平稳随机过程，其自谱为白谱 Ｓ０ ．图 ２给出了 １
号转盘质心位置坐标在ω∈［１０， １５０］ ｒａｄ ／ ｓ 区间的响应功率谱．由图 ２ 计算结果可以看到，基
于辛虚拟激励法和直接虚拟激励法得到的结果是一致的．此外，响应功率谱在 ω 为 １０４．１ ｒａｄ ／ ｓ
与 １３６．７ ｒａｄ ／ ｓ 附近出现峰值，这是因为激励的频率接近于转子系统的固有频率．需要指明的一

点是，由于没有考虑阻尼的作用，当虚拟激励的频率严格等于转子系统的固有频率时，系统响

应将产生共振现象；此时响应功率谱的取值将趋于无穷．而由于在计算过程中虚拟激励频率的

采样步长 Δω ＝ １ ｒａｄ ／ ｓ，从而跨过了固有频率精确值使得图 ２ 中的峰值为有限值．
对于陀螺保守系统，辛虚拟激励法满足式（１８）而直接虚拟激励法有式（２４）．因此，可以定

义相对误差指标
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　 　 ｅＲＥＳ ＝
‖（ － ω ２Ｍ ＋ ｊωＧ ＋ Ｋ） －１ － δ‖∞

‖（ － ω ２Ｍ ＋ ｊωＧ ＋ Ｋ） －１‖∞

（３７）

来考察两种方法得到结果的一致性程度．图 ３ 给出了该指标随着 ω 变化的曲线．从图中可以看

到，该指标远离共振频率区域的量级为 １０－１２，而即使在共振峰附近也低于 １０－８ ．因此可见辛虚

拟激励法的高度精确性．

图 ２　 无阻尼陀螺转子系统 １ 号转盘质心位置坐标 ｘ 和 ｙ 的响应功率谱

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｙ ａｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ
ｏｆ ｄｉｓｋ １ ｉｎ ｔｈｅ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｄａｍｐｉｎｇ

图 ３　 指标 ｅＲＥＳ 随激励频率变化曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｄｅｘ ｅＲＥＳ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω

进一步观察图 ２ 可以发现，对于 １ 号盘质心位置坐标 ｘ的响应功率谱，在功率谱峰值之间

存在局部的极小值．极小值所对应的激励频率可以近似看作是反共振频率［１２］ ．在 ｙ坐标的响应

功率谱上并没有观察到这种“反共振” 现象．注意到施加的地震作用是沿着 ｘ方向的，在面外的

ｙ 方向并没有直接作用外载．而图 ２ 表明面外的响应功率谱与面内响应功率谱的量级在 ω ∈
［７５， １１５］ ｒａｄ ／ ｓ 区间是相当的．实际上，转子系统面内与面外的惯性效应以及弹性效应均是不
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耦合的；转子系统的面内运动与面外运动的耦合是通过陀螺效应建立起来的；其可以从转子系

统的动力学方程清楚地看到．注意到陀螺矩阵与转轴的角速度 Ω 是线性相关的［１］ ．因此，可以

通过减小 Ω来降低面内运动与面外运动的耦合作用．固定转子系统的其它参数，将转速 Ω 的取

值减小到 １０ ｒａｄ ／ ｓ，采用辛虚拟激励法重新计算得到 １ 号转盘质心平动响应的功率谱见图 ４．
从图 ４ 可以看到，除了在“反共振”区域以及共振区域以外，面外响应功率谱的值相比面内要

小近两个量级及以上．

图 ４　 Ω ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ 时陀螺转子系统 １ 号转盘质心位置坐标 ｘ 和 ｙ 的响应功率谱

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｙ ａｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ
ｏｆ ｄｉｓｋ １ ｉｎ ｔｈｅ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ Ω ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ

图 ５　 阻尼陀螺转子系统 ２ 号转盘质心位置坐标 ｘ 和 ｙ 的响应功率谱

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｙ ａｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ
ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｄｉｓｋ ２ ｉｎ ｔｈｅ ｄａｍｐｅｄ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

３．２　 阻尼陀螺转子系统

在这一小节中，依然考虑图 １ 所示的转子系统．在 ３．１ 小节中，没有考虑阻尼的作用，在这
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一小节中，假定结构受到 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼 Ｃ ＝ ０．０２Ｋ ．此外，加速度 ｘ０ 依然为平稳随机过程，但其

自谱为过滤白谱

　 　 Ｓ ｘ̈０
＝

１ ＋ ４ζ ２
ｇ（ω ／ ω ｇ） ２

［１ － （ω ／ ω ｇ） ２］ ２ ＋ ４ζ ２
ｇ（ω ／ ω ｇ） ２ Ｓ０， （３８）

其中 ω ｇ ＝ ５０ ｒａｄ ／ ｓ，ζ ｇ ＝ ０．６．

图 ６　 Ｃ ＝ ０．００２Ｋ 时阻尼陀螺转子系统 ２ 号转盘质心位置坐标 ｘ 和 ｙ 方向的响应功率谱

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｙ ａｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ
ｏｆ ｄｉｓｋ ２ ｉｎ ｔｈｅ ｄａｍｐｅｄ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ Ｃ ＝ ０．００２Ｋ

图 ７　 Ω ＝ １ ０００ ｒａｄ ／ ｓ 时阻尼陀螺转子系统 ２ 号转盘质心位置坐标 ｘ 和 ｙ 方向的响应功率谱

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｙ ａｔ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ
ｏｆ ｄｉｓｋ ２ ｉｎ ｔｈｅ ｄａｍｐｅｄ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ Ω ＝ １ ０００ ｒａｄ ／ ｓ

图 ５ 给出了平稳随机过程阻尼陀螺系统 ２ 号盘质心平动的响应功率谱．可以看到辛虚拟

激励法与直接虚拟激励法得到的结果是一致的．从而验证了辛虚拟激励法对于阻尼陀螺系统

也是适用的．注意到面内运动与面外运动是通过陀螺矩阵耦合起来的， 由于阻尼的引入降低

了系统的耦合特性， 从而使得面外的功率谱相比面内要小 ３ 个量级左右．通过减小阻尼矩阵

或者增大转轴转速 Ω 可以使得面内运动与面外运动的耦合作用增强．图 ６ 给出了当其余参数

固定不变而 Ｃ ＝ ０．００２Ｋ 时，采用辛虚拟激励法计算得到 ２ 号盘质心平动响应的功率谱结果．从
图 ６ 可以看到在 ω ∈ ［８０， １４０］ ｒａｄ ／ ｓ 区间内，面内与面外运动响应的功率谱取值的差异小于
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一个量级．因此，通过减小阻尼矩阵确实可以增大面内运动与面外运动的耦合关系．通过减小

阻尼矩阵，陀螺效应被突出，从而使得耦合作用增强，因此可以通过增大 Ω 来增强耦合作用．依
然取 Ｃ ＝ ０．０２Ｋ，固定其它系统参数，将 Ω 增大为 Ω ＝ １ ０００ ｒａｄ ／ ｓ，重新计算得到 ２ 号转盘质心

平动响应的功率谱见图 ７．从图 ７ 可以看到在 ω∈［２０， １４０］ ｒａｄ ／ ｓ 区间内， 转盘质心面内平动

与面外平动响应功率谱取值的差异小于两个量级．因此， 通过增大 Ω 也增强了面内运动与面

外运动的耦合作用．

４　 结　 　 论

针对受随机载荷作用下陀螺阻尼系统动力响应问题，建立了其动力学特性在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体

系下陀螺系统辛本征值问题的一般描述．结合虚拟激励法和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下辛本征展开方法

推导了系统随机振动响应功率谱分析的求解列式，其可方便地用于陀螺系统平稳随机振动分

析．与传统随机振动方法相比，避免了复数矩阵求逆过程，所建立的方法对于实际复杂旋转机

械系统随机振动分析具有很好的参考价值．
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ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｅ ｗｅｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｅｉｇｅｎｓｐａｃｅ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒ⁃
ｖａｔｉｖｅ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｗａｓ ｉｎ ａｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｏｒｍ． Ｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘ⁃
ａｍｐｌｅｓ， ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｒａｎｄｏｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ａ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｓ⁃
ｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｏｆ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｗｅｒｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅ⁃
ｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｕｔ ｏｆ ｏｔｈｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｏｆ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｖｉ⁃
ｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｂｏｕｔ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｅｑｕｉｐｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ； ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｅｉｇｅｎｓｐａｃｅ； ｒａｎｄｏｍ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ； ｐｓｅｕｄｏ⁃ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（１１４７２０６７）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏ⁃
ｇｒａｍ）（２０１４ＣＢ０４６８０３）

９５４陀螺系统随机振动分析的辛本征展开方法


