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摘要：　 Ｂｉｎｇｈａｍ（宾汉）模型情况下，多采用通用公式进行圆管层流压降的解析计算，即将 Ｂｉｎｇｈａｍ
模型本构方程代入粘性流体圆管层流流动通用公式进行计算，仅能得到压降的解析解．新方法结合

Ｂｉｎｇｈａｍ 流体本构方程与运动方程，建立有关力学平衡方程，并运用代数方程的根式解理论对圆管

层流流动时的非线性方程进行求解，可直接求得 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压降及速度流核区半径的

解析解，进一步可求得圆管层流速度解析解；Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流速度的直接影响因素为流量、
塑性粘度和屈服值，研究发现速度流核宽度与屈服值成正比，与流量及塑性粘度成反比，且流核的

宽度越大，流核区的速度越小．
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引　 　 言

在钻井水力参数计算和优化设计等问题中，钻具及环空中的压降计算、速度分布规律是基

本的水力参数．这些水力参数除了与钻具、环空的几何参数有关之外，钻井液的流变性质也是

重要影响因素．目前常用的描述钻井液流变性质的模型主要有 ５ 种：Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）模型、Ｂｉｎｇ⁃
ｈａｍ 模型、幂率模型、Ｈｅｒｓｃｈｅｌ⁃Ｂｕｌｋｌｅｙ（赫⁃巴）模型和 Ｃａｓｓｏｎ（卡森）模型［１］ ．

关于不同流变模型下的压降计算及速度分布规律目前已有很多研究成果［２⁃５］ ．本文研究了

Ｂｉｎｇｈａｍ 模型钻具内层流压降计算及速度分布规律．在 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型下，层流压降的解析计算

都采用粘性流体圆管层流流动通用公式［６⁃９］，将 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型的本构方程代入计算．使用通用

公式的缺点是计算繁琐，且不能获得速度流核区的半径．本文通过力学平衡关系及流量守恒原

理可同时获得 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压降及速度流核区半径的直接解析解和速度分布规律．

１　 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流的通用公式解析解

１．１　 非 Ｎｅｗｔｏｎ流体圆管轴向层流通用公式

假设所研究的非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的本构方程可一般地表示为

　 　 γ ＝ ｆ（τ） ［１０］ ．
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由动量守恒定律得

　 　 τ ＝ ΔＰ
２Ｌ

ｒ ． （１）

在一定压力梯度下，剪切应力 τ 与 ｒ 成正比，在管壁处切应力有最大值：

　 　 τω ＝ ΔＰ
２Ｌ

Ｒ ． （２）

文献［１］给出了下面的计算公式：

　 　 ｖ（ ｒ） ＝ Ｒ
τω
∫τω
τ
ｆ（τ）ｄτ， （３）

　 　 Ｑ ＝ πＲ３

τ３
ω
∫τω

０
ｆ（τ）τ２ｄτ ． （４）

从式（２）得到压降的计算公式：

　 　 ΔＰ ＝
２Ｌτω

Ｒ
， （５）

式中， γ 为剪切速率，ｓ －１；τ 为剪切应力，Ｐａ； ｆ（） 为一般连续函数；ΔＰ 为压降，Ｐａ；Ｌ 为圆管长

度，ｍ；ｒ为距圆管轴心的距离，ｍ； Ｒ为圆管半径，ｍ；τω 为最大剪切应力，Ｐａ；ｖ（ ｒ） 为流体的速度

分布函数，ｍ ／ ｓ；Ｑ 为流量，ｍ３ ／ ｓ ．
１．２　 通用公式的解析解

Ｂｉｎｇｈａｍ 流体的本构方程为

　 　 γ ＝ ｆ（τ） ＝
τ － τ０

ηｐ
， τ ＞ τ０，

０， τ ≤ τ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中， τ０ 为屈服值，Ｐａ；ηｐ 为塑性粘度，Ｐａ·ｓ ．
将 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体的本构方程代入式（４），解得参数 τω；将计算所得参数 τω 代入式（５）便求

得 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压降的解析解．
文献［１１］利用上述通用公式获得 ４ 次方程并求根得到压降的解析解，但计算繁琐，且没

有获得表征流速特征的流核区半径．

２　 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流计算新方法

Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流存在两个流动区域：一个是中部以半径为 ｒｄ 的等速核区域，流层间

剪切应力小于屈服值 τ０ 从而内部流体不发生相对运动；另一个是外围 ｒｄ ～ Ｒ 之间的梯速环区

域，流层间剪切应力大于屈服值 τ０ 从而流体发生相对运动．两个流动区域的交界面上 τ ＝ τ０ ．由
于等速核区域内流体总是比它外侧流体流动得快，因此，该流体外侧面受到一个同流动方向相

反的剪切应力 τ 作用．
由等速核流体受力平衡，得
　 　 πｒ２ｄｄｐ ＝ ２πｒｄτ０ｄｌ，

故

　 　 ｄｐ
ｄｌ

＝ ２
τ０

ｒｄ
， （６）

式中， ｄｐ ／ ｄｌ 为单位长度上的压降，Ｐａ ／ ｍ ．
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在梯速环区域中，取外半径为 ｒ、内半径为 ｒｄ、高为 ｄｌ的居中圆环柱体．该环柱体的上、下两

端面单位长度上的的压强差为 ｄｐ， 外侧壁面所受剪切应力由 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型本构关系确定为

　 　 τ ＝ τ０ － ｄｖ
ｄｒ

ηｐ， （７）

该单元环体的力学平衡关系式为

　 　 （２πｒτ － ２πｒｄτ０）ｄｌ ＝ π（ ｒ２ － ｒ２ｄ）ｄｐ ． （８）
联立式（６）、（７）、（８）得到

　 　 ｄｖ
ｄｒ

＝
τ０

ηｐ
１ － ｒ

ｒｄ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）

对式（９）不定积分并代入边界条件 ｖ（Ｒ） ＝ ０ 得梯速区流速分布：

　 　 ｖ（ ｒ） ＝
τ０

２ｒｄηｐ
（Ｒ２ － ｒ２） －

τ０

ηｐ
（Ｒ － ｒ） ． （１０）

在 ｒｄ ～ Ｒ 区间对式（１０）定积分可得梯速区的流量：

　 　 Ｑ１ ＝ ∫Ｒ
ｒｄ
ｖ（ ｒ）２πｒｄｒ ＝

πτ０

ηｐ

Ｒ４

４ｒｄ
－ Ｒ３

３
－
Ｒ２ｒｄ
２

＋ Ｒｒ２ｄ －
５ｒ３ｄ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１１）

因为交界公共点 ｒｄ 处的流速也是等速核的流速，且钻杆内总流量 Ｑ 是等速核流量与梯速

区流量之和，则

　 　 Ｑ ＝ Ｑ１ ＋ ∫ｒｄ
０
２πｒｖ（ ｒｄ）ｄｒ ＝

πτ０

ηｐ

Ｒ４

４ｒｄ
－ Ｒ３

３
＋

ｒ３ｄ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

对式（１２）变形得到关于 ｒｄ 的 ４ 次方程：
　 　 ｒ４ｄ － Ａｒｄ ＋ ３Ｒ４ ＝ ０， （１３）

其中

　 　 Ａ ＝
１２Ｑηｐ

πτ０

＋ ４Ｒ３ ＞ ０． （１４）

令 ｒｄ ＝ ｘ，ｃ ＝ ３Ｒ４ ．由文献［１２］可知，式（１３）的 ４ 个根与方程 ｍ，ｎ 的根等价，且 ｙ 是方程 ｑ 的一

个实根．

　 　 ｍ： ｘ２ ＋ ８ｙ ｘ
２

＋ ｙ ＋ Ａ
８ｙ

＝ ０，

　 　 ｎ： ｘ２ － ８ｙ ｘ
２

＋ ｙ － Ａ
８ｙ

＝ ０，

　 　 ｑ： ８ｙ３ － ８ｃｙ － （ － Ａ） ２ ＝ ０．
方程 ｑ 的实根为

　 　 ｙ ＝
３
（ － Ａ） ２

１６
＋ （ － Ａ） ４

１６２
－ ｃ３

２７
＋

３
（ － Ａ） ２

１６
－ （ － Ａ） ４

１６２
－ ｃ３

２７
． （１５）

由 ｙ 的实根可判断 ｙ ＞ ０．
方程 ｍ，ｎ 的判别式分别为

　 　 Δ１ ＝ － ２ｙ － ２
ｙ

Ａ，
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　 　 Δ２ ＝ － ２ｙ ＋ ２
ｙ

Ａ ．

容易推出， Δ１ ＜ ０，Δ２ ＞ ０．即方程 ｍ 无实根，方程 ｎ 的两个实根为

　 　 ｘ１ ＝ ２
ｙ

＋ － ２
ｙ

＋ Ａ
８ｙ

，

　 　 ｘ２ ＝ ２
ｙ

－ － ２
ｙ

＋ Ａ
８ｙ

．

最终求得的 ｘ ＝ ｒｄ 还应满足 ｘ ／ Ｒ ＜ １ 的条件．
令 ξ ＝ ｘ ／ Ｒ，则 ξ１ ＝ ｘ１ ／ Ｒ，ξ２ ＝ ｘ２ ／ Ｒ ．这两个解随参数 Ａ 的变化曲线见图 １．

图 １　 解 ξ 随参数 Ａ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ξ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ａ

从图 １ 可以看出，解 ξ１ 随参数 Ａ单调上升，其函数值从 １ 逐渐变化到正无穷大；解 ξ２ 随参

数 Ａ 单调下降，其函数值从 １ 逐渐变化到 ０．因此，解 ξ２ 是满足条件的解．即流速核半径的解析

解为

　 　 ｒｄ ＝ ｘ２ ＝ ２
ｙ

－ － ２
ｙ

＋ Ａ
８ｙ

． （１６）

将式（１６）代入式（６）得到

　 　 ｄｐ
ｄｌ

＝
４τ０ ２ｙ

２ｙ － － ４ｙ２ ＋ ８ｙ Ａ
． （１７）

式（１６）即是 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流速度流核区半径的解析解，式（１７）即是单位长度压降

的解析解．其中 ｙ 由式（１５） 计算，Ａ 由式（１４）计算．
采用文献［１３］中数据进行验算，由解析式（１７）算得 ｄｐ ／ ｄｌ ＝ ４ ４５８．３４０ ６６５ Ｐａ ／ ｍ，与文献

［１３］中计算的解析解 （ｄｐ ／ ｄｌ ＝ ４ ４５８．３４ Ｐａ ／ ｍ）一致．

３　 压降计算的误差分析与实验验证

３．１　 传统方法的误差分析

传统算法相对于精确解析算法存在的误差主要来源于其在推导流量关系式过程中略去的

某些高阶项［１４］ ．在 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压耗计算过程中，传统算法将流量 Ｑ 中的（ ｒｄ ／ Ｒ） ４ ／ ３
省去．为了分析传统方法压耗计算结果的误差，以（ΔＰ１ － ΔＰ２） ／ ΔＰ１ 表示压降计算结果的误差
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（ΔＰ１ 为压降的精确解，ΔＰ２ 为压降的传统解），分析其随流核区半径与圆管半径之比 ｒｄ ／ Ｒ 的

变化情况．

图 ２　 压降计算误差分析

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｒｏｐ

由图 ２ 可以看出， ｒｄ ／ Ｒ ＜ ０．４ 时（对应于低屈服值流体），误差很小；ｒｄ ／ Ｒ ＞ ０．４ 时（对应于

高屈服值流体），误差较大，而且随 ｒｄ ／ Ｒ 的增加，误差逐渐增大．它揭示了传统算法与精确解析

算法的压降计算误差随流体屈服值的增大而增大，因此，传统算法不能应用于高屈服值流体，
不具有普适性．
３．２　 实验验证

通过 ４ 组实验数据［１５］对 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型圆管层流压降计算做进一步说明．实验所用钻井液

基本参数为塑性粘度 ０．１ Ｐａ·ｓ，屈服值 ０．１５ Ｐａ ．圆管直径 ７．１ ｃｍ，测点距离 １ ０３０ ｃｍ ．图 ３ 为

Ｂｉｎｇｈａｍ 模式圆管压降计算结果，详细数据参考文献［１５］．

图 ３　 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型压耗对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｎｔｒａｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｒｏｐ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｂｉｎｇｈａｍ ｍｏｄｅｌ

由图 ３ 可知，用精确计算解析解得到的压降与实测结果基本相吻合，而用传统计算方法得

到的压降与实测结果相差较大，但随着排量的增大传统计算方法的压降与实测结果误差不断

减小．

４　 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流速度解析解

由第 ２ 节计算所得流速核半径的解析解，可知 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流速度解析式：
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　 　 ｖ（ ｒ） ＝

τ０

２ｒｄηｐ
（Ｒ２ － ｒ２） －

τ０

ηｐ
（Ｒ － ｒ）， ｒｄ ＜ ｒ ＜ Ｒ，

τ０

２ｒｄηｐ
（Ｒ － ｒｄ） ２， ０ ＜ ｒ ＜ ｒｄ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中， ｒｄ 由式（１６）计算．
文献［１６］中讨论了屈服值及压力梯度对 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体环空速度剖面的影响．然而，由

Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流速度解析式可知，速度剖面的直接影响因素为钻井液的流变性质（塑性

粘度、屈服值）及流量，压力梯度是间接影响因素．下面分别讨论这些因素对速度的影响．
４．１　 流量对速度的影响

钻井液流变性质不变，取 Ｑ分别为 ０．５ ｍ３ ／ ｓ，１．０ ｍ３ ／ ｓ，１．５ ｍ３ ／ ｓ，通过数值计算得到速度剖

面见图 ４．

图 ４　 流量对速度剖面的影响 图 ５　 屈服值对速度剖面的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｌｏｗ ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｈｅａｒ ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ

由图 ４ 可知，随着流量 Ｑ 的增加（０．５ ｍ３ ／ ｓ→１．０ ｍ３ ／ ｓ→１．５ ｍ３ ／ ｓ），等速核宽度逐渐减小

（０．００３ ２ ｍ→０．００１ ７ ｍ→０．００１ １ ｍ）．这是由于对 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体流动而言，切应力 τ代表摩擦阻

力，单位长度压降 ｄｐ ／ ｄｌ 代表推动力，在流变参数不变的情况下，流量的增大使得流速显著增

加，也就是流核区处 τ０ ／ ｄｐ ／ ｄｌ 随着流量增大逐渐变小．而 ２τ０ ／ ｄｐ ／ ｄｌ 为流核区半径，故速度

流核区半径相应减小．
４．２　 屈服值对速度的影响

其它参数不变，取屈服值 τ０ 分别为 ７．２ Ｐａ，１７．２ Ｐａ，２７．２ Ｐａ ．通过数值计算得到速度剖面，
见图 ５．

由图 ５ 可知，随着屈服值 τ０ 的增加（７．２ Ｐａ→ １７．２ Ｐａ→ ２７．２ Ｐａ），等速核宽度逐渐增大

（０．００３ ２ ｍ→０．００６ ９ ｍ→０．００９ ９ ｍ）．这是因为对于塑性粘度相同的 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体，在相同推

动力 ｄｐ ／ ｄｌ 的作用下，屈服值 τ０ 越大的流体其流核区的速度越小．同时，流量相同，即速度曲

线所围成的面积相同，对应速度越小的流体其流核区半径 ２τ０ ／ ｄｐ ／ ｄｌ 越大．
４．３　 塑性粘度对速度剖面的影响

其它参数不变，取塑性粘度 ηｐ 分别为 ０．０１ Ｐａ·ｓ，０．０２ Ｐａ·ｓ，０．０４ Ｐａ·ｓ，通过数值计算得到

速度剖面见图 ６．
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图 ６　 塑性粘度对速度剖面的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ

由图 ６ 可知，随着塑性粘度 ηｐ 的增加（０．０１ Ｐａ·ｓ→０．０２ Ｐａ·ｓ→０．０４ Ｐａ·ｓ），等速核宽度逐

渐减小（０．００５ ９ ｍ→０．００３ ２ ｍ→０．００１ ７ ｍ）．这与流量的影响结果一致．这是因为塑性粘度代表

流体内的粘滞阻力．在动切力不变的情况下，为了克服相同的动切力，塑性粘度越大的流体所

需要的推动力 ｄｐ ／ ｄｌ 越大，故流核区速度半径 ２τ０ ／ ｄｐ ／ ｄｌ 越小．同时，流量相同，即速度曲

线所围成的面积相同，对应流核区半径越小的流体其流核区速度越大．

５　 结　 　 论

１） 通过受力分析的新思路求解出 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压降及速度流核半径的解析解．
２） Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流压耗传统算法的误差随流体屈服值的增大而增大，本文的精确

算法具有普适性好、精度高的特点，为工程领域的应用提供了良好的基础．
３） Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流流核宽度与其屈服值成正比，与流量及塑性粘度成反比．
４） 当其它参数相同时，随着屈服值的增加，Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流流动的速度分布剖面

越扁平，即流核宽度增加，流核区处速度减小．
５） 流量和塑性粘度对速度剖面的影响一致，即当其它参数相同时，随着流量或塑性粘度

的减小，Ｂｉｎｇｈａｍ 流体圆管层流流动的速度分布剖面愈扁平，即流核宽度增加，流核区处速度

减小．
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