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摘要：　 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系研究了 Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部线弹性本构关系．Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部线弹性理论

存在积分型和微分型两类本构关系．由于方程的形式简单，目前多采用微分型本构；而积分型本构

方程是典型的积分⁃微分方程，数值求解较为困难．在分析结构力学中提出的界带分析方法，成功求

解了时间滞后问题的积分⁃微分方程．根据分析动力学与分析结构力学的模拟关系，将界带分析方

法引入到非局部理论的积分型本构方程，可以实现积分⁃微分方程的数值求解．通过杆件的振动分

析算例验证了该套理论算法的准确性和可行性，也指出了辛体系算法在非局部力学问题中的潜力．
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引　 　 言

在 Ｅｒｉｎｇｅｎ 非局部弹性理论存在积分型本构关系和微分型本构关系，其对于指数型衰减

核函数的微分型本构关系［１⁃２］，由于可化为简单形式而得到许多研究者的应用和检验［３⁃６］ ．虽然

微分形式非局部理论较为成功地解释了高频波的弥散现象，并被研究者扩展到梁、板结构中，
但微分型非局部理论本身尚存在某些缺陷和局限．其主要原因在于微分形式的非局部理论是

在特定的条件下推导出来的，其适用范围自然受到限制．Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部理论最初是以积分

型本构方程为出发点的，积分型本构方程有着更广泛的意义和适用性．为了更好地理解、检验

和应用 Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部理论，就需要对积分型本构理论进行深入细致的研究．由于积分型本

构关系导致了复杂的积分⁃微分方程，积分⁃微分方程的求解在数学上依然没能很好地解决，从
而制约了积分型本构理论的进一步扩展和应用．

计算结构力学中的子结构法将复杂结构离散为一系列的子结构，子结构间由分界面连接，
这类似于传统的局部理论．通过将子结构间的分界面延拓为有一定宽度的分界带 ／分界域，并
引入长程力的作用，可推导建立一套崭新的微观力学问题求解的新方法．需要指出的是，辛空

间下动力学问题对偶变量的特殊数学结构使其天然适用于模拟子结构间的非局部效应，确保

了子结构单元间满足 Ｃ１连续条件，从而克服动力学问题数值计算上的困难．根据此思路，可基
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于分析力学推导建立一套崭新的非局部求解方法———界带分析法［７］ ．界带分析方法首先用于

离散系统的分析计算，并在碳纳米管声子谱（色散关系）的计算中获得成功［８⁃９］ ．这既验证了该

套基于分析力学的非局部算法的正确性与可行性，也指出了该套方法在微观力学振动分析领

域的应用前景和潜力．离散结构要求按界带宽度（影响域范围）划分最小子结构，限制了子结构

区段积分计算的最小步长．而分析动力学问题则要求可以实现任意步长的积分运算．通过引入

“步进”的计算方法，可以使任意界带宽度的子结构实现任意积分步长的积分运算［１０］，从而将

界带分析方法引入到连续系统的积分问题．动力学时滞问题的数值求解充分验证了界带分析

方法用于连续系统分析计算的可行性和准确性，也指出其在求解积分⁃微分方程方面独特的优

势［１１］ ．因此可以尝试利用界带分析方法求解积分型非局部本构关系．

１　 二维非局部线弹性模型

对于均匀各向同性弹性固体，Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部弹性理论可以利用如下方程组来描述［１⁃２］：

　 　 ｔｋｌ（ｘ） ＝ ∫
Ｖ
α（ ｘ′ － ｘ ，κ）σ ｋｌ（ｘ′）ｄｖ（ｘ′）， （１）

　 　 ｔｋｌ，ｋ ＋ ρ（ ｆｌ － ｕｌ） ＝ ０， （２）
　 　 σ ｋｌ（ｘ′） ＝ λｅｒｒ（ｘ′）δ ｋｌ ＋ ２μｅｋｌ（ｘ′）， （３）

　 　 ｅｋｌ（ｘ′） ＝ １
２

∂ｑｋ（ｘ′）
∂ｘ′ｌ

＋
∂ｑｌ（ｘ′）

∂ｘ′ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

其中 ｔｋｌ，ρ， ｆｌ 和 ｑｌ 分别是 ｔ 时刻该弹性体上某个参考点 ｘ 的：应力张量、质量密度、体力密度和

位移矢量．ｅｋｌ（ｘ′） 是弹性体上任意一点 ｘ′在 ｔ 时刻的线性应变张量，σ ｋｌ（ｘ′） 是相应的宏观（经
典） 应力张量．λ 和 μ 是 Ｌａｍé 系数， δ ｋｌ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号．

积分本构方程（１）中包含一个核函数 α （也称作非局部模数）：
　 　 α ＝ α（ ｘ′ － ｘ ，κ），　 　 κ ＝ ｅ０ａ０ ／ ｌ０， （５）

它有多种形式，不同的问题可以采用不同的形式．核函数依赖于一个特征长度比率 ａ０ ／ ｌ０，其中

ａ０ 是内部特征长度（晶格参数、颗粒距离等）；而 ｌ０ 是外部特征长度（如裂缝长度、波长等） ．式
中的 ｅ０ 是相应的材料常数．

对于各向同性弹性体，变形能密度为

　 　 Ｖ２（ｘ） ＝ １
２

ｔｋｌ（ｘ′）ｅｋｌ（ｘ） ＝ １
２

ｅｋｌ（ｘ）∫
Ｖ
α（ ｘ′ － ｘ ，κ）σ ｋｌ（ｘ′）ｄｖ（ｘ′） ＝

　 　 　 　 １
２ [ ｅｋｌ（ｘ）∫

Ｖ
α（ ｘ′ － ｘ ，κ）［λｅｒｒ（ｘ′）δ ｋｌ ＋ ２μｅｋｌ（ｘ′）］ｄｖ（ｘ′） ] ． （６）

变形能（势能）为

　 　 Ｕ２（ｘ） ＝ ∫
Ｖ

１
２ [ ｅｋｌ（ｘ）∫

Ｖ
α（ ｘ′ － ｘ ，κ）［λｅｒｒ（ｘ′）δ ｋｌ ＋

　 　 　 　 ２μｅｋｌ（ｘ′）］ｄｖ（ｘ′） ]ｄｖ（ｘ） ． （７）

动能为

　 　 Ｕ１（ｘ） ＝ １
２ ∫Ｖ ρｑｋ（ｘ）ｑｋ（ｘ）ｄｖ（ｘ） ． （８）

相应的变分原理为

　 　 Ｓ（ｘ） ＝ Ｕ１（ｘ） ＋ Ｕ２（ｘ），　 　 δＳ（ｘ） ＝ ０． （９）
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完成变分必然会得到积分⁃微分方程．积分⁃微分方程难以分析求解，寻求离散解是必然途径．

２　 积分型非局部本构关系的界带分析方法

首先考虑较简单的一维情况进行分析．如果是一维直杆，对于各向同性弹性体，变形能（７）
可简化为

　 　 Ｕ２（ｘ） ＝ ＥＡ
２ ∫Ｌ ∫Ｌ

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

α（ ｘ′ － ｘ ，κ） ∂ｑ（ｘ′）
∂ｘ′

ｄｘ′é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ， （１０）

动能为

　 　 Ｕ１（ｘ） ＝ ρＡ
２ ∫Ｌｑ（ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ ． （１１）

如果考虑频域问题，可令

　 　 ｑ（ｘ） ＝ ｑ（ｘ）ｅｘｐ（ｉωｔ）， （１２）
则某指定范围内的动能可离散为

　 　 Ｕ１（ｘ） ＝ － ρＡω ２

２ ∫
ｄ
ｑ（ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ρＡω ２

２
η
２
［ｑ２

ｋ ＋ ２ｑ２
ｋ＋１ ＋ … ＋ ２ｑ２

ｋ＋ｎ－１ ＋ ｑ２
ｋ＋ｎ］ ＝ － ｑＴＭｑ ／ ２， （１３）

其中

　 　 Ｍ ＝

１ ０
０ ２ ⋱

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ２ ０

０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ρＡηω ２

２
， ｑ ＝

ｑｋ

ｑｋ＋１

︙
ｑｋ＋ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

．

对于考虑非局部应力的线弹性问题，可以给定核函数的影响范围，不妨设 α（ ｜ ｘ′ － ｘ ｜ ，κ） ＝ ０，
当 ｜ ｘ′ － ｘ ｜ ＞ ａ， 于是有

　 　 Ｕ２（ｘ） ＝ ＥＡ
２ ∫Ｌ ∫

ａ

－ａ

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

α（ ｓ ，ｘ，κ） ∂ｑ（ｘ ＋ ｓ）
∂ｓ

ｄｓé

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ． （１４）

为了实现逐步积分计算，首先考虑 ｘ的一个步长 ｘｋ－１ ～ ｘｋ（ｘｋ － ｘｋ－１ ＝ η） 区段的积分．考虑到界

带的子结构拼装时边界要求不可重复也不可缺失，非边界单个积分区段的变形能可写作

　 　 Ｕ２（ｑｋ－１，ｑｋ） ＝ ＥＡ
２ ∫

ｋη

ｋη －η

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ ∫ａ

０
α（ ｓ，ｘ，κ） ∂ｑ（ｘ － τ）

∂τ
ｄｓé

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ． （１５）

将能量表达形式代入式（９）并完成变分，可得到该问题的积分⁃微分方程：

　 　 Ｍ ∂２ｑ（ｘ）
∂ｔ２

－ ∫ｘ＋ａ
ｘ－ａ

α（ ｓ，ｘ，κ） ∂ｑ（ ｓ）
∂ｘ

ｄｓ ＝ ０． （１６）

对于一个固定的积分区段，有

　 　 ｅｘ ＝
∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

＝ Δｌ
η

＝
ｑｋ － ｑｋ－１

η
． （１７）

设影响域半径 ａ ＝ ｎη， 可将影响域离散积分，于是可以得到

　 　 Ｕ２（ｑｋ－１，ｑｋ） ＝ ＥＡ
２ ∫

ｋη

ｋη －η

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ ∫ａ

０
α（ ｓ，ｘ，κ） ∂ｑ（ｘ － ｓ）

∂ｓ
ｄｓｄｘ ＝
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　 　 　 　 ＥＡη
４ ∫ｋη

ｋη －η
α０

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

＋ ２α１
∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

∂ｑ（ｘ － η）
∂ｘ

＋ … ＋é

ë
êê

　 　 　 　 α ｎ
∂ｑ（ｘ）
∂ｘ

∂ｑ（ｘ － ｎη）
∂ｘ

ù

û
úú ｄｘ ＝

　 　 　 　 ＥＡη
４

η
η ２［α０（ｑｋ － ｑｋ－１） ２ ＋ ２α１（ｑｋ － ｑｋ－１）（ｑｋ－１ － ｑｋ－２） ＋ … ＋

　 　 　 　 α ｎ（ｑｋ － ｑｋ－１）（ｑｋ－ｎ － ｑｋ－ｎ－１）］， （１８）
其中， α０，α１，…，α ｎ 为核函数 α（ ｓ，ｘ，κ） 在影响域内各插值点 τ ＝ ｉη，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 的值．进而根

据式（１８）可以写出一个非边界的影响域区段内的能量表达形式：
　 　 Ｕ２（ｑｋ，ｑｋ＋ｎ） ＝ Ｕ２，ｋ（ｑｋ，ｑｋ＋１） ＋ Ｕ２，ｋ＋１（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２） ＋ … ＋ Ｕ２，ｋ＋ｎ－１（ｑｋ＋ｎ－１，ｑｋ＋ｎ） ＝

　 　 　 　 ＥＡ
４

{ ［α０ （ｑｋ＋１ － ｑｋ） ２ ＋ ２α１（ｑｋ＋１ － ｑｋ）（ｑｋ － ｑｋ－１） ＋ … ＋

　 　 　 　 α ｎ（ｑｋ＋１ － ｑｋ）（ｑｋ－ｎ＋１ － ｑｋ－ｎ）］ ＋
　 　 　 　 ［α０（ｑｋ＋２ － ｑｋ＋１） ２ ＋ ２α１（ｑｋ＋２ － ｑｋ＋１）（ｑｋ＋１ － ｑｋ） ＋ … ＋
　 　 　 　 α ｎ（ｑｋ＋２ － ｑｋ＋１）（ｑｋ－ｎ＋２ － ｑｋ－ｎ＋１）］ ＋ … ＋
　 　 　 　 ［α０ （ｑｋ＋ｎ － ｑｋ＋ｎ－１） ２ ＋ ２α１（ｑｋ＋ｎ － ｑｋ＋ｎ－１）（ｑｋ＋ｎ－１ － ｑｋ＋ｎ－２） ＋ … ＋
　 　 　 　 α ｎ（ｑｋ＋ｎ － ｑｋ＋ｎ－１）（ｑｋ － ｑｋ－１）］ } ＝

　 　 　 　

ｑｋ－ｎ

︙
ｑｋ

︙
ｑｋ＋ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

Ｔ

ＥＡ
４

α０Ｋ０ ＋ ＥＡ
２

α１Ｋ１ ＋ ＥＡ
２

α２Ｋ２ ＋ … ＋ ＥＡ
４

α ｎＫｎ
é

ë
êê

ù

û
úú

ｑｋ－ｎ

︙
ｑｋ

︙
ｑｋ＋ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

＝

　 　 　 　

ｑｋ－ｎ

︙
ｑｋ

︙
ｑｋ＋ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

Ｔ

Ｋ

ｑｋ－ｎ

︙
ｑｋ

︙
ｑｋ＋ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

， （１９）

其中
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　 　 式（１３）和式（１９）便是一个影响域宽度内的非边界基本子结构的动能和势能的离散形式，
这也是该非局部问题的基本界带子结构的能量表达形式．边界区段则需要根据边界条件修改

积分后离散获得，推导过程和上文类似，篇幅关系这里便不再赘述．
子结构界带宽度为 ａ，变形能矩阵为２ｎ ＋ １阶，左右出口界带为 ｎ维向量．为了获取２ｎ阶的

出口刚度阵，可将 ｑｋ－ｎ 作为已知节点进行消元，进而获得由左右界带向量表示的变形能 Ｕ（ｑａ，
ｑｂ） 以及出口刚度阵 Ｒｏ：

　 　 Ｕ（ｑａ，ｑｂ） ＝ １
２

ｑａ

ｑｂ
{ }

Ｔ

Ｒｏ

ｑａ

ｑｂ
{ } ， ＲＴ

ｏ ＝ Ｒｏ ． （２０）

子结构与外部的联系应还有对偶的力向量：
　 　 ｐａ ＝ － ∂Ｕ ／ ∂ｑａ， ｐｂ ＝ ∂Ｕ ／ ∂ｑｂ ． （２１）

以上是结构力学势能表达的形式，还有传递辛矩阵的表达，特别适用于离散分析动力学体系．
引入两端的界带状态向量：

　 　 ｖａ ＝ { ｑａ，ｐａ } Ｔ， ｖｂ ＝ { ｑｂ，ｐｂ } Ｔ， （２２）
则有传递形式［１２⁃１３］

　 　 ｖｂ ＝ Ｓｖａ， （２３）
其中 Ｓ 为辛矩阵，满足 ＳＴＪＳ ＝ Ｊ，可经由 Ｋ 阵计算获得．

传递形式可与分析动力学的初值问题相衔接，传递方程表明，每一次传递一定是一个界带

到下一个界带．子结构的左右界带相互间没有共同点，但可以有若干中间点，这些中间点在计

算时会作为内部点被消元．因此传递是跳跃式地前进的，至少跳跃一个界带宽度，从而要求整

体结构的尺度是界带子结构宽度的整数倍．连续系统的积分计算不可单纯地跳跃式前进，而需

要实现任意步长的逐步积分，此时可利用 “步进”算法完成逐步积分［１０］，由于篇幅关系，不给

出该算法的推导过程．

３　 数 值 算 例

考虑非局部拉杆的静力学问题：总长度为 Ｌ ＋ ａ；结构的影响域范围（即界带宽度） 为 ａ，两
端边界条件分别为：左端 ｄ 范围内给定力的边界条件，而右端 ａ 范围内给定位移边界条件，如

６６３ 积分形式非局部本构关系的界带分析方法



图 １ 所示．非局部本构方程的核函数采用如下形式［１］：

　 　 α（ ｘ′ － ｘ ） ＝

１
ａ

１ － ｘ′ － ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｘ′ － ｘ

ａ
≤ １，

０， ｘ′ － ｘ
ａ

＞ １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２４）

设左端 ［０，ｄ］ 上作用大小为 ｆ 的均布力，而右端［Ｌ － ａ，Ｌ］ 固定，试计算该结构各点位移．

图 １　 连续结构的界带划分

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒ⁃ｂｅｌｔ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

在界带最小宽度（影响域宽度）范围将结构划分为 ｎ 等份，每份长度为 η ＝ ａ ／ ｎ ．由于是连

续结构，设均布力作用区段可划分为 ｍ 等份，每份长度也为 η ．该均布力作用区段作为初始区

段，包含 ｍ ＋ １ 个节点，其内部存在若干以影响域宽度为单位的界带子结构（ｍ ≥ ｎ，但 ｍ 可以

不是 ｎ 的整数倍） ．由于结构的总长度 Ｌ 并不一定为界带宽度 ａ 的整数倍，按传统的子结构法

无法直接生成传递矩阵，因此可采用步进与传递矩阵相结合的方法计算各积分点的数值［１０］ ．
３．１　 数值算例 １

为了便于验证不妨设： Ｌ ＝ ３ｄ ＝ ３，ａ ＝ ０．２，Ｆ ＝ ｆｄ ＝ １，ＥＡ ＝ １０．分别取不同的离散方案，计
算节点 ｉ ＝ ０，ｉ ＝ ｍ ／ ２，ｉ ＝ ｍ，ｉ ＝ ３ｍ ／ ２，ｉ ＝ ２ｍ，ｉ ＝ ５ｍ ／ ２ 的位移 ｑｉ ．由于要计算中间节点，故这里

取 ｍ 为偶数，计算结果如表 １ 所示．
表 １　 不同离散方案下的位移计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ

ｏｎｅ ｉｎｔｅｒ⁃ｂｅｌｔ ｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑ０

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑｍ／ ２

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑｍ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑ３ｍ／ ２

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑ２ｍ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑ５ｍ／ ２

６ １．０７９ ５８７ １３ １．０２８ ９６８ ８２ ０．８６２ ６９５ ７５ ０．６６１ ７１８ ３４ ０．４５７ ９７５ ２９ ０．２４６ ５０２ ３２

２０ １．０５１ ６４５ ２０ １．００１ ２７５ ３７ ０．８４３ ８２２ ３０ ０．６４４ ６８５ ５９ ０．４５０ ９８３ １７ ０．２４１ ０６０ ７３

８０ １．０４２ ８７５ ２９ ０．９９４ ２０４ ３７ ０．８３８ ７３８ ４４ ０．６４１ ０８６ １８ ０．４４９ ２１１ ０５ ０．２４０ ２４９ １６

２００ １．０４１ １４７ ２７ ０．９９２ ８７９ ５９ ０．８３７ ７３６ ８９ ０．６４０ ４３３ ４６ ０．４４８ ８６１ ４７ ０．２４０ ０９９ ４７

３００ １．０４０ ７６４ ４３ ０．９９２ ５８６ ０８ ０．８３７ ５１４ ９８ ０．６４０ ２８８ ８２ ０．４４８ ７８３ ９９ ０．２４０ ０６６ ２８

　 　 对连续体系进行离散计算必然会引入误差，可以看到，当 ｎ 取 ８０ 时的结果已经和 ｎ 取 ３００
相当接近了．由于计算过程采用步进算法与传递矩阵相结合，并不需要组装总刚度阵，参与计

算的分块矩阵均为 ｎ × ｎ 矩阵，故该算法具有很高的效率．
为了对比验证，可利用 ｍ × ｍ 的分块矩阵进行步进运算，并计算步进 ｓ 次以后该分块区段

内各点的对偶力（内力） 之和 Ｆｓ ＝∑ｑ′ａ，ｉ，并与外力 Ｆ对比．表 ２给出了不同离散方案下步进次

数 ｓ ＝ １，ｍ，２ｍ 所得出的当前界带区段内各点的内力之和．
从表 ２ 可以看出，虽然不同离散方案得出的位移存在一定误差，但都可以很好地满足平衡

条件，即使是完成 ２ｍ（ｎ ＝ ３００ 时 ｓ ＝ ２ｍ ＝ １０ｎ ＝ ３ ０００） 次步进运算后依然可良好地保持对平

衡条件的满足，这正是保辛算法的优势所在．

７６３姚　 　 征　 　 　 郑　 　 长　 　 良



表 ２　 特定步进次数后的界带内对偶力之和

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｄｕａｌ ｆｏｒｃｅｓ ａｆｔｅｒ ａ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｃｏｕｎｔ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｏｎｅ ｉｎｔｅｒ⁃ｂｅｌｔ ｎ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｏｎｃｅ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｍ ｔｉｍｅｓ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ２ｍ ｔｉｍｅｓ

６ １．０００ ０００ ０００ ０００ ００ １．０００ ０００ ０００ ０００ ００ １．０００ ０００ ０００ ０００ ００

２０ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９８ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９９ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９８

８０ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ８９ １．０００ ０００ ０００ ０００ ００ １．０００ ０００ ０００ ０００ ００

２００ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ８３ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９９ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９６

３００ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０３ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０ ０．９９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９７

３．２　 数值算例 ２
考虑和算例 １ 相同的一维拉杆，令： Ｌ ＝ ３ｄ ＝ ３，Ｆ ＝ ｆｄ ＝ １，ＥＡ ＝ １０， ρＡ ＝ １；并且设轴向还

有刚度为 ｋ ＝ １ 的分布弹簧支撑，如图 ２ 所示．分别在不同影响域范围：ａ ＝ ０．０５，０．１０，０．１５，０．２０
下计算该杆的前 １０ 阶本征值，计算结果如表 ３ 所示．

图 ２　 带弹性支撑的非局部拉杆

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｒｏｄ ｗｉｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔ

表 ３　 不同影响域范围下的前 １０ 阶本征值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｄｏｍａｉｎ ａ

　
ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ａ

０．０５ ０．１０ ０．１５ ０．２０

ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ

１ｓｔ ｏｒｄｅｒ １．０００ ０００ ０００ ０００ １．０００ ０００ ０００ ０００ １．０００ ０００ ０００ ０００ １．０００ ０００ ０００ ０００

２ｎｄ ｏｒｄｅｒ １．０２３ ３９８ ７０５ ９７８ １．０２２ ７８０ ５００ ５０５ １．０２２ ５７２ ６９２ １９１ １．０２２ ４６６ ８４３ ０６９

３ｒｄ ｏｒｄｅｒ １．０９３ ５８９ ０５０ ６３３ １．０９１ ０９９ ９６８ ９５１ １．０９０ ２４２ ４４６ ９８７ １．０８９ ７８２ ５８４ ９４８

４ｔｈ ｏｒｄｅｒ １．２１０ ５５３ ７１５ ５４６ １．２０４ ８９２ ３２７ ０５５ １．２０２ ８６４ ３９４ ５２８ １．２０１ ６９３ １３２ ４２５

５ｔｈ ｏｒｄｅｒ １．３７４ ２６３ ８４１ ４３８ １．３６４ ０４７ ５１４ ０１０ １．３６０ １９７ ４０２ １０２ １．３５７ ７７５ ８７９ ６００

６ｔｈ ｏｒｄｅｒ １．５８４ ６７９ ０３５ ２８４ １．５６８ ４１１ ５９０ ８０８ １．５６１ ９０４ ５４５ ５１３ １．５５７ ４４０ ９７８ １０２

７ｔｈ ｏｒｄｅｒ １．８４１ ７４７ ３８０ ２８３ １．８１７ ７８６ ８８５ ９５１ １．８０７ ５５３ ７５９ ５６４ １．７９９ ９３２ ９６８ ２４０

８ｔｈ ｏｒｄｅｒ ２．１４５ ４０５ ４４８ ６６７ ２．１１１ ９３２ １８２ １２６ ２．０９６ ６１８ ６５５ ３０８ ２．０８４ ３３２ ４６３ ８２４

９ｔｈ ｏｒｄｅｒ ２．４９５ ５７８ ３１７ ３５５ ２．４５０ ５６２ ９４３ ３０１ ２．４２８ ４７９ ４８２ ２８８ ２．４０９ ５５６ ８３１ ８０２

１０ｔｈ ｏｒｄｅｒ ２．８９２ １７９ ５８６ ４２６ ２．８３３ ３５１ ５８１ ５００ ２．８０２ ４２４ １９４ ６３５ ２．７７４ ３５３ ２４９ ３９１

　 　 从表 ３ 不难看出，随着影响域范围的增大，拉杆各阶本征频率会相应变小，这与 Ｅｒｉｎｇｅｎ 在

文献［２］中给出的结果拥有相同的规律．

４　 结　 　 论

Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部理论是以积分型本构方程为出发点的，但由于积分型本构关系会导致积

分⁃微分方程，为求解带来很大的困难，从而一直未得到充分的研究与发展．本文根据分析动力

学与分析结构力学的模拟关系，将发展于离散结构的界带分析方法引入连续系统，并成功地用

于积分⁃微分方程的数值求解．通过分析推导，实现了简单的积分型非局部问题的数值积分．目
前仅完成一维问题的计算，高维问题将在以后的研究中进一步讨论．

８６３ 积分形式非局部本构关系的界带分析方法
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