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摘要：　 研究了一类非线性强阻尼广义扰动发展方程问题．它们在数学、力学、物理学等领域中广泛

出现．首先，引入一个行波变换，把相应的偏微分方程问题转化为行波方程问题并求出原典型问题

的精确解．再用小参数方法和引入伸长变量构造了问题的渐近解．最后， 用泛函分析的不动点理论

证明了原非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题渐近行波解的存在性，并证明渐近解具有较高

的精度和一致有效性．该文求得的渐近解是一个解析展开式， 所以它还可继续进行解析运算， 而

单纯用数值模拟的方法是不行的．
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引　 　 言

非线性扰动发展方程在理论物理学、力学、量子力学、孤立波和色散波等学科领域中有非

常广泛的应用［１⁃１０］ ．例如在激波、量子力学、大气物理、光波散射等方面都有重要的研究［１⁃５］ ．目
前，研究它们的许多方法在发展和优化中，包括匹配渐近展开和多尺度法、初始层、边界层方法

及平均法等．近来许多学者，诸如 ＭｃＰｈａｄｅｎ 和 Ｚｈａｎｇ［３］，Ｇｕ 和 Ｐｈｉｌａｎｄｅｒ［４］，Ｒａｍｏｓ［５］，Ｄ’Ａｐｒｉｌｅ
和 Ｐｉｓｔｏｉａ［６］，Ｓｕｚｕｋｉ［７］，Ｋｅｌｌｏｇｇ 和 Ｋｏｐｔｅｖａ［８］，Ｅｉ 和 Ｋｕｗａｍｕｒａ 等［９］以及张建文等［１０］都有很深入

的研究．用小参数和其它方法，作者也研究了一类非线性方程的孤波解、大气物理问题、飞秒脉

冲模型和激光放大等问题［１１⁃２１］ ．本文讨论了一类广义非线性强阻尼广义扰动发展方程的行波

解．它在物理学中有重要的应用［１０］，是在作者前期工作的基础上，进一步讨论了具有小参数的

奇摄动问题．作行波变换来得到行波形式的解，且求得了相应问题解的渐近展开式．本文所用

的求解方法，简单、有效并具有较高的精度，得到的是近似解析解．利用它还可进行微分、积分

等解析运算，得到其它相关物理量的渐近表示式．这是利用一般的数值方法得到的数值解所不
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能达到的．

１　 广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题

研究如下广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题：
　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ａｕｔ ＋ ｂｕｔｘ ＋ ｕｔｘｘ ＝ μｆ（ｕ，ｕｘ）， （１）
　 　 ｕ（ ｉ）

ｔ ＝ ０ ＝ ｈｉ（ｘ），　 　 ｉ ＝ ０，１，２， （２）
其中 μ为小参数，ａ，ｂ为阻尼参数，μｆ和 ｈｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 分别为扰动项和初始项，它们在对应的变

化区域内为充分光滑的函数．因为非线性发展方程（１）一般不能用有限项初等函数来得到其精

确解，所以需要对非线性强阻尼广义扰动发展方程的解用近似解来表示．
引入行波变换： ｚ ＝ ｘ － ｔ，将 ｚ ＝ ｘ － ｔ 代入广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题

（１）、（２），得

　 　 ｄ３ｕ
ｄｚ３

＋ ｂ ｄ２ｕ
ｄｚ２

＋ ａ ｄｕ
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＝ － μｆ ｕ，ｄｕ
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÷ ， （３）

　 　 ｕ（ ｉ）
ｚ ＝ ｘ ＝ ｈｉ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２． （４）

为了得到问题的近似解，令

　 　 ｕ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ ｚ）μｉ ． （５）

将式（５）代入式（３）、（４），按 μ 展开 ｆ，并使 μｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，…） 同次幂的系数相等．对于 μ０，
不难得到退化问题的解 ｕ０ 为

　 　 ｕ０（ ｚ） ＝ － ［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］
［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］ｈ２（ｘ） ＋ ２ｈ３（ｘ）
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选择无量纲数 ａ ＝ ４，ｂ ＝ ５，ｈ１（ｘ） ＝ ｈ３（ｘ） ＝ ０，ｈ２（ｘ） ＝ ｘ，可得到 ｕ０（ ｚ） 当 ｘ ＝ ２，ｘ ＝ ３ 时的

曲线图形，参见图 １～３．
将行波变换 ｚ ＝ ｘ － ｔ 代入式（６），得到原非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题（１）、

（２）的退化问题行波解 ｕ０（ｘ － ｔ）：

　 　 ｕ０（ｘ － ｔ） ＝ － ［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］
［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］ｈ２（ｘ） ＋ ｈ３（ｘ）
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　 　 　 　 ｅｘｐ １
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［ － ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］（ｘ － ｔ）æ

è
ç
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÷ ＋
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　 　 　 　 ［ｂ － ｂ２ － ４ａ ］
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图 １　 当 ｘ ＝ ２ 时 ｕ０（ ｚ） 的曲线 图 ２　 当 ｘ ＝ ３ 时 ｕ０（ ｚ） 的曲线 图 ３　 ｕ０（ ｚ） 的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｕ０（ ｚ）（ｘ ＝ ２） Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｕ０（ ｚ）（ｘ ＝ ３） Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕ０（ ｚ）

２　 行波渐近解

将式（５）代入式（３）、（４），按 μ 展开 ｆ，并使 μｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，…） 同次幂的系数相等．对于 μ１，
得到问题

　 　
ｄ３ｕ１
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＋ ａ
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１ ｚ ＝ ｘ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ０，１，２． （８）

问题（８）的解 ｕ１（ ｚ） 为

　 　 ｕ１（ ｚ） ＝ － ｂ２ － ４ａ
ａ ∫ｚ
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同样，将式（５）代入式（３）、（４），由 μｉ（ ｉ ＝ ２，３，…） 同次幂的的系数，得到

　 　
ｄ３ｕｉ
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其中
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由问题（１０），可得
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　 　 ｉ ＝ ２，３，… ． （１１）
由式（５）、（６）、（９）和（１１），得到问题（３）、（４）解 ｕａｓｙ（ ｚ） 的如下渐近展开式：
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现用泛函分析的不动点理论证明：当 ０ ＜ μ ≪ １ 时，式（１２）为问题（３）、（４）的一致有效的

渐近解．
设

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ ｗ（ ｚ） ＋ Ｒｍ， （１３）
其中 Ｒｍ 为 ｕ（ ｚ） 的余项，ｍ 为任意的正整数，而
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由式（７）、（９）、（１１），利用中值定理，有
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　 　 　 　 Ｏ（μｍ＋１），　 　 ０ ＜ μ ≪ １， （１５）
　 　 Ｒ（ ｉ）

ｍ ｚ ＝ ｘ ＝ ［ｕ － ｗ］ ｚ ＝ ０ ＝ Ｏ（εｍ＋１），　 　 ｉ ＝ ０，１，２． （１６）
因此，设 Ｆ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间的一个非线性映射：

　 　 Ｆ［ｕ］ ＝ Ｌ［ｕ］ － μｆ ｕ，ｄｕ
ｄｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中 Ｌ 为线性算子

　 　 Ｌ ＝ ｄ３

ｄｚ３
＋ ｂ ｄ２

ｄｚ２
＋ ａ ｄ

ｄｚ
．

于是由式（１５）、（１６）和不动点定理［１⁃２］知，有
　 　 Ｒｍ ＝ Ｏ（εｍ＋１），　 　 ０ ＜ μ ≪ １， ｍ ＝ １，２，… ．

再由式（１３）知，广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题（１）、（２）存在一个解 ｕ（ ｚ） ∈
Ｃ２［０ ≤ ｚ ≤ Ｚ０］， 其中 Ｚ０ 为足够大的正数，且关系式：

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ ｗ（ ｚ） ＋ Ｏ（μｍ＋１），　 　 ０ ＜ μ ≪ １
在 ０≤ ｚ≤Ｚ０ 上一致成立．于是广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题（１）、（２）存在一

个解 ｕｍ ａｓｙ（ ｚ），在 ０ ≤ ｚ ≤ Ｚ０ 上一致有效地成立如下渐近式：

　 　 ｕｍ ａｓｙ（ ｚ） ＝ － ［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］
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９１３一类广义非线性强阻尼扰动发展方程的行波解
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　 　 　 　 Ｏ（μｍ＋１），　 　 ｍ ＝ １，２，…， ０ ＜ μ ≪ １． （１７）
将行波变换 ｚ ＝ ｘ － ｔ 代入式（１３），得到广义非线性强阻尼广义扰动发展方程初值问题

（１）、（２）的行波解 ｕａｓｙ（ｘ － ｔ）：

　 　 ｕｍ ａｓｙ（ｘ － ｔ） ＝ － ［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］
［ｂ ＋ ｂ２ － ４ａ ］ｈ２（ｘ） ＋ ｈ３（ｘ）
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　 　 　 　 Ｏ（μｍ＋１），　 　 ｍ ＝ １，２，…， ０ ＜ μ ≪ １． （１８）

３　 举　 　 例

现举出如下广义非线性强阻尼广义扰动发展方程指数型扰动项的初值问题：
　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ５ｕｔ ＋ ４ｕｔｘ ＋ ｕｔｘｘ ＝ μｅｘｐ ｕ， （１９）

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ０， ｄｕ
ｄｔ ｔ ＝ ０

＝ １，
ｄ２ｕ
ｄｔ２ ｔ ＝ ０

＝ １． （２０）

由式（６）、（９），可得扰动发展方程初值问题（１９）、（２０）的解 ｕ０（ ｚ） 和 ｕ１（ ｚ）：
　 　 ｕ０（ ｚ） ＝ ［（ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ ｚ － （ｓｉｎ ｘ ＋ ｃｏｓ ｘ）ｓｉｎ ｚ］ｅｘｐ（ － ２（ ｚ － ｘ）） ＋ １， （２１）

　 　 ｕ１（ ｚ） ＝ － ２
３ ∫

ｚ

０

é
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ê
ê
（ｅｘｐ ｕ０ ＋ ３）ｅｘｐ（ － ２（ ｚ － ξ）） ＋

０２３ 冯 依 虎　 　 　 石 兰 芳　 　 　 汪 维 刚　 　 　 莫 嘉 琪
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其中 ｚ ＝ ｘ － ｔ，且 ｕ０ 可由式（２１）表示．
于是得到解的一次渐近展开式 ｕ１ ａｓｙ（ ｚ）：
　 　 ｕ１ ａｓｙ（ ｚ） ＝ ［（ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ ｚ － （ｓｉｎ ｘ ＋ ｃｏｓ ｘ）ｓｉｎ ｚ］ｅｘｐ（ － ２（ ｚ － ｘ）） ＋ １ －
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ø
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û

ú
ú
ｄξ ＋ Ｏ（μ２），　 　 ０ ＜ μ ≪ １， （２３）

其中 ｕ０ 由式（２１）表示．
由此可得当 μ ＝ ０．２ 和 μ ＝ ０．１ 时的精确解 ｕｅｘａ（ ｚ）（实线） 和一次渐近解 ｕ１ ａｓｙ（ ｚ） （虚线）的

曲线图形，参见图 ４、５．

图 ４　 当 μ ＝ ０．２ 时， ｕｅｘａ（ ｚ） 和 ｕ１ ａｓｙ（ ｚ） 的曲线 图 ５　 当 μ ＝ ０．１ 时， ｕｅｘａ（ ｚ） 和 ｕ１ ａｓｙ（ ｚ） 的曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕｅｘａ（ ｚ） ａｎｄ ｕ１ ａｓｙ（ ｚ）（μ ＝ ０．２） Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕｅｘａ（ ｚ） ａｎｄ ｕ１ ａｓｙ（ ｚ）（μ ＝ ０．１）

图 ６　 行波解 ｕ１ ａｓｙ（ｘ － ｔ） 的曲线（当 ｔ ＝ ０，１，２ 和 μ ＝ ０．１ 时）

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ１ ａｓｙ（ｘ － ｔ）（ ｔ ＝ ０，１，２ ａｎｄ μ ＝ ０．１）

将行波变换 ｚ ＝ ｘ － ｔ 代入得到行波的一次渐近解 ｕ１ ａｓｙ（ｘ － ｔ） 的式（１３），得到广义非线性

强阻尼广义扰动发展方程初值问题（１９）、（２０） 的行波解 ｕａｓｙ（ｘ － ｔ）：
　 　 ｕ１ ａｓｙ（ｘ － ｔ） ＝ ［（ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ ｚ － （ｓｉｎ ｘ ＋ ｃｏｓ ｘ）ｓｉｎ ｚ］ｅｘｐ（ － ２（ ｚ － ｘ）） ＋ １ －
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ë
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ê
（ｅｘｐ ｕ０ ＋ ３）ｅｘｐ（ － ２（ｘ － ｔ － ξ）） ＋

１２３一类广义非线性强阻尼扰动发展方程的行波解



　 　 　 　
２ｅｘｐ ｕ２

０ ＋ ２
３

ｅｘｐ － ３
２
（ｘ － ｔ － ξ）æ

è
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ú
ú
ｄξ ＋ Ｏ（μ２），　 　 ０ ＜ μ ≪ １，

其中 ｕ０ 可由式（２１）表示．
当 ｔ ＝ ０，１，２ 和 μ ＝ ０．１ 时，可得一次渐近行波解 ｕ１ ａｓｙ（ｘ － ｔ） 的曲线图形，参见图 ６．

４　 结　 　 论

许多自然现象可简化为广义非线性强阻尼扰动发展机制的物理模型并且用近似解去描述

它．本文的行波变换方法就是一个简单有效的方法．
由上面讨论的结果不难看出，广义非线性强阻尼扰动发展方程物理模型的行波渐近解具

有良好的精度．
用行波方法得到的广义非线性强阻尼扰动发展方程物理模型的近似解是一个解析方法，

它不同于简单的数值模拟方法．由它得到的解是渐近解析式．因此，笔者将得到的渐近解还能

继续进行解析运算，如微分和积分运算等．于是，我们能进一步研究广义非线性强阻尼广义扰

动发展方程物理模型的其它相关物理量的定性和定量方面的性态．
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