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摘要：　 研究了不可压饱和多孔弹性杆的一维动力响应问题．基于多孔介质理论，在流相和固相微

观不可压、固相骨架小变形的假定下，建立了不可压流体饱和多孔弹性杆一维轴向动力响应的数

学模型．利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 空间体系的多辛理论，构造了不可压饱和多孔弹性杆轴向振动方程的多辛形

式及其多种局部守恒律．采用中点 Ｂｏｘ 离散方法得到轴向振动方程的多辛离散格式和局部能量守

恒律以及局部动量守恒律的离散格式；数值模拟了不可压饱和多孔弹性杆的轴向振动过程，记录

了每一时间步的局部能量数值误差和局部动量数值误差．结果表明，已构造的多辛离散格式具有很

高的精确性和较长时间的数值稳定性，这为解决饱和多孔介质的动力响应问题提供了新的途径．
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引　 　 言

近年来，随着饱和多孔介质在地震工程学、土力学、生物力学等领域的广泛应用，其相关理

论和研究已经越来越多地引起学术界的重视和关注，尤其有关各类饱和多孔结构流固耦合动

静力响应分析的研究更是取得了很大的成果．Ｔｈｅｏｄｏｒａｋｏｐｏｕｌｏｓ 等［１］研究了多孔弹性板的弯曲

振动问题；Ａｎｋｅ 等［２］基于 Ｂｉｏｔ 理论，建立了饱和多孔弹性 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的动力学数学模型，并给

出以挠度、转角和孔隙应力为基本未知量的虚功原理；杨骁等［３］基于多孔介质理论，建立了饱

和多孔弹性杆件弯曲变形时动力响应的数学模型，并利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，给出了饱和多孔悬臂

梁弯曲时挠度、弯矩以及孔隙流体压力等效力偶等物理量随时间的响应曲线．然而，对于饱和

多孔结构流固耦合动静力响应问题在数值求解过程中如何保持系统的局部能量守恒律和局部

动量守恒律等多种局部几何性质，学术界却很少讨论．
众所周知，我国数学家 Ｆｅｎｇ（冯康）先生于上世纪八十年代提出了基于辛几何原理计算

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 辛算法［４］，这种算法有一个优于其它算法的重要特点，就是它可以对

守恒量长时间数值模拟，但是当用辛算法对无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统进行离散时就具有局限性，
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具体表现在守恒量是全局性的．为了克服这种局限性，Ｍａｒｓｄｅｎ 等［５⁃６］ 和 Ｂｒｉｄｇｅｓ 等［７⁃８］ 从 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 系统和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统出发，提出了多辛 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统和多辛算法的概念，将有限维的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统推广到无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，使得偏微分方程在时间和空间方向上都有其各自

的辛结构．更值得一提的是，多辛算法在数值求解过程中能够精确地保持系统的多辛结构及其

局部能量守恒律和局部动量守恒律，因此这一保结构算法已经成为解决如何在数值求解过程

中保持系统固有几何性质的有效途径［９⁃１０］ ．
饱和多孔弹性杆作为各类流固耦合多孔结构中最基础也是最重要的结构，对其动力学问

题的研究尤为重要，它的研究将为多孔介质杆系结构、生物多孔介质、植物根茎等多种多孔介

质结构的动力响应以及多孔介质波传播等问题提供有力的依据．因此，学术界对于饱和多孔弹

性梁、杆的各类动力学问题已经有了一定的研究．杨骁等［１１］ 基于多孔介质理论和弹性梁的大

挠度理论，在孔隙流体仅沿轴向扩散的假设下，考虑轴向变形，建立了微观不可压饱和多孔弹

性梁大挠度弯曲变形的一维非线性数学模型，研究了两端可渗透的简支饱和多孔弹性梁在突

加横向均布载荷作用下的拟静态弯曲问题．周凤玺、米海珍［１２］基于不可压多孔介质理论，考虑

孔隙流体沿轴向扩散的情形，建立了弹性地基上含液饱和多孔弹性梁横向弯曲的数学模型，并
利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开法研究了两端简支且自由透水边界条件下多孔弹性梁的自由振动特性．
欧阳煜、张雅男［１３］基于饱和多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的动力数学模型，研究了两端可渗透饱和

多孔弹性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 简支梁在梁中点承受突加载荷作用下的动力响应，并给出了梁中点无量

纲挠度、固相骨架弯矩和孔隙流体压力等效力偶等随无量纲时间的响应．然而，如何将多辛保

结构算法这一强大的数值计算工具应用到饱和多孔弹性梁、杆的动力响应问题中，并从中得到

系统的多个保结构性质却并没有在学术界得到广泛的涉足．正是基于这一点，本文试图通过多

辛保结构算法寻求新的研究饱和多孔弹性杆动力响应的数值计算方法，并且从中揭示系统的

多辛守恒律、局部能量守恒律和局部动量守恒律，从而为各类多孔结构动力响应的数值求解提

供新的途径．
本文针对不可压饱和多孔弹性杆的动力响应问题，首先利用流固混合物动量方程、孔隙流

体动量方程和流固两相的本构关系，推导出饱和多孔弹性杆一维轴向振动的数学模型；继而采

用多辛保结构算法，构造饱和多孔弹性杆轴向振动的多辛形式及多辛守恒律、局部能量守恒律

和局部动量守恒律等多种局部几何性质，并对其进行数值离散；最后数值模拟了不可压饱和多

孔弹性杆的轴向振动过程和系统的各种局部守恒律数值误差．

１　 不可压饱和多孔弹性杆动力响应的数学模型

为了研究不可压流体饱和多孔弹性杆的轴向振动，本文建立如下模型：设长为 Ｌ、横截面

高度为Ｈ的流体饱和多孔弹性杆由不相溶的微观不可压流相和微观不可压弹性多孔固相骨架

组成，其侧表面不透水（如图 １）．根据多孔介质理论，对于各向同性线弹性多孔固相骨架和无

粘性流体，在两相不可压和固相小变形的假定下，忽略流相和固相的体积力、两相间的质量和

能量交换，则不可压流体饱和多孔弹性杆的三维流固耦合动量方程、孔隙流体动量方程以及固

相骨架的应变和本构方程［３，１４⁃１５］可分别表示为

　 　 ｄｉｖ σＳＥ － ｇｒａｄ ｐ － （ρ Ｓ ＋ ρ Ｆ）ｕＳ － ρ ＦｗＦ ＝ ０， （１）
　 　 ｎＦｇｒａｄ ｐ ＋ ρ Ｆ（ｕＳ ＋ ｗＦ） ＋ ＳｖｗＦ ＝ ０， （２）

　 　 ＥＳ ＝ １
２
（ｇｒａｄ ｕＳ ＋ （ｇｒａｄ ｕＳ） Ｔ）， （３）
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　 　 σＳＥ ＝ ２μ ＳＥＳ ＋ λ Ｓ（ＥＳ·Ｉ）Ｉ， （４）
其中， σＳＥ 和 ＥＳ 分别为固相骨架的有效应力张量和应变张量，ｐ 为有效孔隙水压力，ρ Ｓ 和 ρ Ｆ 分

别为固相骨架和孔隙流体的宏观质量密度，ｎＦ 和 Ｓｖ 分别为流相的体积分数和流固两相间的耦

合系数，ｕＳ 为固相骨架的位移，ｗＦ 为孔隙流体相对固相骨架的速度， μ Ｓ 和 λ Ｓ 均为固相骨架的

宏观 Ｌａｍé 常数．

图 １　 饱和多孔弹性杆的轴向振动

Ｆｉｇ． １　 Ａｘｉａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｒｏｄ

将固相应变和本构方程代入式（１）、（２），场控制方程可进一步简化为

　 　
（λ Ｓ ＋ μ Ｓ）ｇｒａｄ ｄｉｖ ｕＳ ＋ μ Ｓｄｉｖ ｇｒａｄ ｕＳ － ｇｒａｄ ｐ － ρｕＳ － ρ ＦｗＦ ＝ ０，
ｎＦｇｒａｄ ｐ ＋ ρ Ｆ（ｕＳ ＋ ｗＦ） ＋ ＳｖｗＦ ＝ ０ ．{ （５）

对于工程中的低渗透饱和多孔介质，可近似认为孔隙流体相对固相骨架无流动，即上述控

制方程中 ｗＦ ＝ ０．以下考虑低渗透饱和多孔弹性杆的一维轴向振动问题，可设ｕＳ ＝ （ｕＳ（ｘ，ｔ），０，
０），ｐ ＝ ｐ（ｘ，ｔ）， 则由式（５）可得饱和多孔弹性杆一维轴向振动方程：

　 　 （ρ － ρ Ｆ ／ ｎＦ）∂ｔｔｕＳ － （λ Ｓ ＋ ２μ Ｓ）∂ｘｘｕＳ ＝ ０， （６）
其中记 ρ ＝ ρ Ｓ ＋ ρ Ｆ ．引入如下无量纲量和常量：

　 　 ｕ－ ＝ ｕＳ

Ｈ
， ｘ－ ＝ ｘ

Ｌ
， ρ－ Ｓ ＝ ρ Ｓ

ρ Ｓ ＋ ρ Ｆ， ρ－ Ｆ ＝ ρ Ｆ

ρ Ｓ ＋ ρ Ｆ，

　 　 ｔ－ ＝ ｔ
Ｔ
， Ｔ ＝ Ｈ

（λ Ｓ ＋ ２μ Ｓ） ／ （ρ－ Ｓ ＋ ρ－ Ｆ）
， λ ＝ Ｈ

Ｌ
．

同时令 １ － ρ－ Ｆ ／ ｎＦ ＝ Ｄ，并为了书写方便仍用量纲形式的符号表示无量纲量和常量，可得不可压

饱和多孔弹性杆轴向振动的无量纲振动方程：
　 　 Ｄ∂ｔｔｕ － λ ２∂ｘｘｕ ＝ ０． （７）

２　 不可压饱和多孔弹性杆动力响应的多辛形式及其局部保结构性

对于饱和多孔弹性杆的轴向振动方程（７），采用辛降阶的方法，引入正交变换 ∂ｔｕ ＝ ｗ，∂ｘｕ
＝ ｖ， 上述二阶偏微分控制方程（７）就可以转化为以下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的一阶形式：

　 　 Ｍ∂ｔｚ ＋ Ｋ∂ｘｚ ＝ ÑｚＳ（ｚ）， ｚ ＝ ［ｕ，ｖ，ｗ］ Ｔ ∈ Ｒ３， （８）
其中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为 Ｓ（ｚ） ＝ （λ ２ｖ２ － Ｄｗ２） ／ ２， 其系数矩阵为

　 　 Ｍ ＝
０ ０ Ｄ
０ ０ ０
－ Ｄ ０ ０

æ

è

ç
çç
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÷
÷÷
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÷
÷
÷
． （９）

本文利用中点离散方法分别在空间方向和时间方向对多辛形式（８）进行差分离散，联立

这两个方向的离散结果得到中点 Ｂｏｘ 格式：
　 　 Ｍ（ｚｊ ＋１ｉ ＋１ ／ ２ － ｚｊｉ ＋１ ／ ２） ／ Δｔ ＋ Ｋ（ｚｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ － ｚｊ ＋１ ／ ２ｉ ） ／ Δｘ ＝ ÑｚＳ（ｚｊ

＋１ ／ ２
ｉ ＋１ ／ ２）， （１０）

其中
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　 　 ｚｊ ＋１ ／ ２ｉ ＝ １
２
（ｚｊ ＋１ｉ ＋ ｚｊｉ）， ｚｊｉ ＋１ ／ ２ ＝ １

２
（ｚｊｉ ＋１ ＋ ｚｊｉ），

　 　 ｚｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
４
（ｚｊ ＋１ｉ ＋１ ＋ ｚｊｉ ＋１ ＋ ｚｊ ＋１ｉ ＋ ｚｊｉ），… ．

代入系数矩阵、状态变量及其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，得到多辛偏微分方程（８）的等价形式：

　 　

Ｄ
ｗ ｊ ＋１

ｉ ＋１ ／ ２ － ｗ ｊ
ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
－ λ ２ ｖ

ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ － ｖｊ ＋１ ／ ２ｉ

Δｘ
＝ ０，

λ ２ ｕ
ｊ ＋１ ／ ２
ｉ ＋１ － ｕ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ

Δｘ
＝ λ ２ｖｊ ＋１ ／ ２ｉ ＋１ ／ ２，

－ Ｄ
ｕ ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － ｕ ｊ

ｉ ＋１ ／ ２

Δｔ
＝ － Ｄｗ ｊ ＋１ ／ ２

ｉ ＋１ ／ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１１）

众所周知，多辛算法可以很好地保持系统的固有几何性质，这也正是这一算法一直备受学

术界关注的原因之一．对于本文研究的饱和多孔弹性杆轴向振动的一维问题，同样也可以考察

其多辛算法的局部保结构性．首先，引入向量外积的计算，考察饱和多孔弹性杆一维轴向振动

方程的多辛形式（８），可得其多辛守恒律为

　 　 ∂ｔω ＋ ∂ｘｋ ＝ ０， （１２）
其中 ω，ｋ为外积形式：ω ＝ （ｄｚ∧Ｍｄｚ） ／ ２，ｋ ＝ （ｄｚ∧Ｋｄｚ） ／ ２．代入状态变量和相应的系数矩阵，
可得无量纲轴向振动方程（７）的多辛守恒律具体形式为

　 　 ∂ｔ（Ｄｄｕ ∧ ｄｗ） ＋ ∂ｘ（λ ２ｄｖ ∧ ｄｕ） ＝ ０． （１３）
对于多辛形式（８），亦可引入向量内积的计算，从而可得其多辛局部能量守恒律和多辛局

部动量守恒律．分别记能量密度 Ｅ（ｚ） ＝ Ｓ（ｚ） － ｚＴＫ∂ｘｚ ／ ２，能量通量 Ｆ（ｚ） ＝ ｚＴＫ∂ｔｚ ／ ２， 则可得饱

和多孔弹性杆轴向振动方程的多辛局部能量守恒律为

　 　 ∂ｔＥ（ｚ） ＋ ∂ｘＦ（ｚ） ＝ ０． （１４）
代入状态变量和系数矩阵，可得局部能量守恒律的具体表达式为

　 　 ∂ｔ
１
２
（λ ２ｖ２ － Ｄｗ２） － １

２
λ ２（ｖ∂ｘｕ － ｕ∂ｘｖ）

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ １

２
∂ｘ［λ ２（ｖ∂ｔｕ － ｕ∂ｔｖ）］ ＝ ０． （１５）

同理，多辛形式（８）的局部动量守恒律可表述为

　 　 ∂ｔＩ（ｚ） ＋ ∂ｘＧ（ｚ） ＝ ０， （１６）
其中

　 　 Ｉ（ｚ） ＝ １
２

ｚＴＭ∂ｘｚ， Ｇ（ｚ） ＝ Ｓ（ｚ） － １
２

ｚＴＭ∂ｔｚ ．

代入具体的状态变量和相应的系数矩阵，对于饱和多孔弹性杆的无量纲轴向振动方程（７），其
多辛局部动量守恒律可具体表述为

　 　 Ｄ
２

∂ｔ（ － ｗ∂ｘｕ ＋ ｕ∂ｘｗ） ＋ ∂ｘ
１
２
（λ ２ｖ２ － Ｄｗ２） － １

２
Ｄ（ － ｗ∂ｔｕ ＋ ｕ∂ｔｗ）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０． （１７）

３　 数值实验及其分析

考虑如下初始条件和边界条件：
　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ － ０．１２ｘ２ ＋ ０．２４ｘ， ∂ｔｕ ｔ ＝ ０ ＝ ０， （１８）
　 　 ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ∂ｘｕ ｘ ＝ １ ＝ ０． （１９）
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选取计算步长 Δｘ ＝ ０．０１，Δｔ ＝ ０．５，参数 λ ２ ＝ ０．０００ １，Ｄ ＝ ０．１５（也即 ｎＦ ＝ ０．５，ρ Ｆ ＝ ０．４２５）
和 Ｄ ＝ ０．０８（也即 ｎＦ ＝ ０．５，ρ Ｆ ＝ ０．４６），在 ｔ ∈ ［０，１００］ 内，得到饱和多孔弹性杆在不同时刻下

的固相位移随空间坐标的变化图（图 ２ 和图 ３）．采用分离变量法，可得无量纲偏微分方程（７）
的定解问题（１８）、（１９）的精确解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
Ａｎｃｏｓ

（２ｎ ＋ １）λπｔ
２ Ｄ

ｓｉｎ （２ｎ ＋ １）πｘ
２

， （２０）

其中

　 　 Ａｎ ＝ ３．８４ ／ （（２ｎ ＋ １） ３π ３） ． （２１）
因此，亦可得饱和多孔弹性杆在不同时刻下固相位移的精确解随空间坐标的变化图（图 ２ 和

图 ３）．

图 ２　 Ｄ ＝ ０．１５ 时不同时刻固相位移的数值解（点）与精确解（曲线）的比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｄｏｔｓ） ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｃｕｒｖｅ）
ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｐｈａｓｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．１５ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 ２ 反映了参数 Ｄ 取 ０．１５ 时饱和多孔弹性杆的轴向振动过程．从图中可以看出：杆在无

量纲时间约为 ４０ 时第一次回到平衡位置，约 ｔ ＝ ７０时其第二个 １ ／ ４ 振动周期结束，无量纲时间
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约为 １２０ 时杆又一次振动接近平衡位置，整个振动过程的周期约为无量纲时间 １５０．图 ３ 亦反

映了饱和多孔弹性杆的轴向振动过程，此时参数 Ｄ ＝ ０．０８．可以看到：ｔ ＝ ６０ 时杆已完成第二个

１ ／ ４ 周期的振动，ｔ ＝ ８０ 时杆第二次接近平衡位置，整个振动过程均比 Ｄ ＝ ０．１５ 时加快，振动周

期亦缩短至无量纲时间 １１０．比较图 ２ 和图 ３ 可知，随着参数 Ｄ 的减小，杆的振动周期缩短；同
时可以看到，不论参数Ｄ如何选取，饱和多孔弹性杆轴向振动过程中固相位移场分布的数值解

与精确解均非常吻合．图 ４ 给出了杆自由端位移随时间的变化规律，从图中可以看出其自由振

动的周期将随参数 Ｄ 的增大而增加，其位移的数值解与精确解亦非常吻合．

图 ３　 Ｄ ＝ ０．０８ 时不同时刻固相位移的数值解（点）与精确解（曲线）的比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｄｏｔｓ） ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｃｕｒｖｅ）
ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｐｈａｓｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０８ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

为了进一步验证多辛格式（８）的局部保结构性，本文将无量纲模拟时间延长至 ５００，并取

参数 Ｄ ＝ ０．０８， 在模拟过程中记录每一时间步的局部能量误差和局部动量误差，得到系统局部

能量数值误差和局部动量数值误差在时间和空间坐标下的三维曲线图（图 ５）．图中局部能量

数值误差和局部动量数值误差分别采用 （ｘ， ｔ） 平面内的围线积分式（２２）和（２３） ［９］：
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　 　 Δｅ ＝ ∫ｍΔｘ

ｘ ＝ ０
［Ｅ（ ｚ（ｘ，ｎΔｔ）） － Ｅ（ ｚ（ｘ，０））］ｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫ｎΔｔ
ｔ ＝ ０

［Ｆ（ ｚ（ｍΔｘ，ｔ）） － Ｆ（ ｚ（０，ｔ））］ｄｔ， （２２）

　 　 Δｄ ＝ ∫ｍΔｘ

ｘ ＝ ０
［ Ｉ（ ｚ（ｘ，ｎΔｔ）） － Ｉ（ ｚ（ｘ，０））］ｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫ｎΔｔ
ｔ ＝ ０

［Ｇ（ ｚ（ｍΔｘ，ｔ）） － Ｇ（ ｚ（０，ｔ））］ｄｔ ． （２３）

图 ４　 Ｄ ＝ ０．０８ 和 Ｄ ＝ ０．１５ 时杆自由端位移的变化规律（数值解（点）、精确解（线））
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｄｏｔｓ） ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ ｌｉｎｅ） ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０８ ａｎｄ Ｄ ＝ ０．１５

图 ５　 Ｄ ＝ ０．０８ 时局部能量误差与局部动量误差

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０８

从图 ５ 中可以看出，随着时间的推移，局部能量误差在空间方向上的波动幅值逐渐减小，
逐渐接近于 ０，并且整个时空区域内局部能量误差的数量级均在 １０－１０；通过局部动量误差的三

维曲线图可得，局部动量误差在时间方向上呈周期分布，周期约为无量纲时间 ５０，在空间方向

上，在 ｘ接近于０的位置局部动量误差为０，随着 ｘ的增大，局部动量误差逐渐增大，最后趋于一

个稳定值，同时在整个时空区域内局部动量误差的数量级均为 １０－５ ．
为了得到局部能量数值误差和局部动量数值误差关于时间的函数图，本文在固定的空间

区域［０，１］和时间区域 ［０，ｔ］（其中 ｔ≥０，且 ｔ∈［０，５００］） 内分别对离散局部能量误差和离散

局部动量误差求和［９］，从而得到局部能量数值误差和局部动量数值误差关于时间 ｔ∈［０，５００］
内的函数图（图 ６和图 ７） ．图 ６中取参数Ｄ ＝ ０．０８， 从此图中可以看出，初始时刻局部能量误差

值为 ０，之后其值随时间的推移而增大，但数量级均在 １０－６以下；局部动量数值误差在初始时
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刻亦为 ０，之后呈周期性分布，并且这种周期性分布不随时间的推移而变化，其数量级均在

１０－２以下．图 ７ 中 Ｄ ＝ ０．１２， 通过此图易知，局部能量误差也随时间的推移而增大，其数量级均

在 １０－７以下；局部动量误差亦呈周期性分布，数量级均在 １０－２以下．其次，通过对图 ６ 和图 ７ 结

果的比较可知，随着参数 Ｄ 的取值增大，相同时刻下局部能量数值误差减小，而局部动量数值

误差将增大．同时，从以上两图反映的结果可以看出：整个模拟过程中，局部能量数值误差和局

部动量数值误差均在 １０－２数量级以下，这说明本文构造的多辛算法能够很好地模拟系统的轴

向振动过程，从而保持了系统的固有几何性质．

图 ６　 Ｄ ＝ ０．０８ 时局部能量误差与局部动量误差随时间变化的函数图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｕｍ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｉｍｅ ｔ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０８

图 ７　 Ｄ ＝ ０．１２ 时局部能量误差与局部动量误差随时间变化的函数图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｕｍ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｖｓ． ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｉｍｅ ｔ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．１２

４　 结　 　 论

本文通过采用多辛保结构算法研究了饱和多孔弹性杆的动力响应问题，构造了其轴向振

动方程的多辛形式和多辛守恒律、局部能量守恒律以及局部动量守恒律等多种局部几何性质，
并且采用中点离散方法离散其多辛形式．在此基础上，数值考察了不可压饱和多孔弹性杆的一

维轴向振动过程，得到振动过程随不同参数值的变化规律，并将位移场的数值结果与精确解进

行比较；继而数值考察了一段长时间内的局部能量数值误差和局部动量数值误差，得到局部能

量误差和局部动量误差随时间空间两个方向变化的三维曲线图以及其仅在时间方向变化的平
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面图．通过以上研究，可得如下结论：
１） 本文构造的多辛格式能够很好地模拟不可压饱和多孔弹性杆的轴向振动过程，在参数

取值不同的情况下，数值解与精确解均非常吻合，这充分显示出了多辛保结构算法的精确性；
２） 在局部能量数值误差和局部动量数值误差的三维曲线图和平面图中，其误差值均保持

在极小的数量级以下，这说明本文构造的多辛格式能够很好地保持系统固有的几何性质，并且

具有良好的长时间数值稳定性．
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