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摘要：　 板壳结构是一大类广泛使用的结构元件．在热荷载作用下，当热膨胀受到约束时，板壳结构

产生内力及挠度，严重时影响结构的正常服役．由于热荷载的特殊性，简单地均匀加大板壳结构的

厚度并不能有效地减少热变形和热应力，热结构设计因此特别困难．该文研究在给定材料体积的条

件下，通过优化板壳结构的厚度分布来减少弹性薄板结构在热载荷下的变形．以结构的变形能为优

化目标，在给定材料体积的条件下，建立了设计板壳结构厚度分布的优化问题列式，并采用变分

法，推导出优化准则，给出了修改厚度的迭代公式．应用商用有限元软件的热结构分析功能，对程序

进行二次开发，从而实现该优化算法．算例结果表明，采用该方法优化弹性薄板的厚度分布，可以大

幅度地减小结构热变形，是一种有效的热结构设计方法．
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引　 　 言

板壳热问题在应用中随处可见，例如：在高温下工作的发动机气缸、散热器管道、超音速飞

行器燃烧室，以及穿过大气层时的火箭外壁等等．在很多结构中，热荷载所产生的应力和变形

都不可忽视．由于材料的热胀冷缩，不受几何约束的板壳结构受热，便会自由膨胀，如果热荷载

分布不均匀或者边界条件限制了热膨胀，结构内部就会产生热应力及热变形，影响结构的正常

使用．
上世纪 ７０ 年代， 结构优化领域的一个研究热点是受到外力作用的弹性薄板结构的最优

设计， 研究在给定材料体积及中面形状的条件下， 寻求板的厚度分布使结构柔顺度最小．文献

［１⁃３］由变分原理出发，导出优化准则，构造了求解板的厚度的迭代格式．然而这一研究只考虑

机械荷载，而热荷载和机械荷载有差别，处理板壳热优化问题有特殊的困难．在工程应用中，板
壳热优化通常采用多层复合材料结构［４⁃５］形式解决，而本文研究单一材料，通过改变板壳结构

厚度分布来减小结构热变形．
热结构优化研究中，很多工作将结构柔顺性作为目标函数［６⁃９］ ．深入的分析表明，对于热弹

性问题，这一目标函数存在异议．对于热弹性问题的优化设计，文献［１０⁃１１］对其目标函数的选

３３２

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ３ 期
　 ２０１５ 年 ３ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．３，Ｍａｒ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃１１⁃１１； 修订日期：　 ２０１５⁃０１⁃０７
作者简介：　 倪晓琴（１９８８—），女，山东人，硕士生（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｎｉｘｉａｏｑｉｎ＠ ｍａｉｌ．ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

程耿东（１９４１—），男，江苏人，中科院院士，博士生导师（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｃｈｅｎｇｇｄ＠ ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



取进行了探讨．Ｚｈａｎｇ（张卫红）等［１０，１２］用弹性应变能为目标函数进行优化设计；Ｌｉ 等［１３］以离散

单元厚度为变量，提出基于均匀温度场下位移的灵敏度使位移最小化的渐近结构优化方法；
Ｐｅｄｅｒｓｅｎ 等［１１，１４］提出最大化结构强度的优化方法．本文采用结构的应变能为目标函数．

本文研究材料体积给定、边界受约束的弹性矩形薄板，以结构的应变能为目标函数，推导

出在热荷载条件下减少结构应变能的优化准则，并以温度沿薄板厚度线性变化的热荷载为例，
基于优化准则给出厚度迭代公式．算例表明该优化准则可以有效地降低弹性薄板的挠度．

１　 薄板结构变温分析［１５］

考虑受到热载荷的弹性矩形薄板，薄板的材料常数、材料体积和温度荷载已知．板的中面

区域 Ω以及边界条件也已知，在矩形板中面内建立直角坐标系Ｏｘｙ，板厚度方向坐标 ｚ由 － ｈ ／ ２
到 ｈ ／ ２．根据薄板小挠度理论，当温度改变时，薄板中任意一点的物理方程为

　 　 εｘ ＝
１
Ｅ
（σｘ － νσｙ） ＋ αＴ， εｙ ＝

１
Ｅ
（σｙ － νσｘ） ＋ αＴ， γｘｙ ＝

２（１ ＋ ν）
Ｅ

τｘｙ， （１）

其中 Ｅ 是弹性模量，ν 是 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比， α 是线膨胀系数，Ｔ ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ） 是薄板中任意一点

的变温．
薄板小挠度弯曲问题的应变分量 εｘ，εｙ，γｘｙ 用挠度 ｗ 表示如下：

　 　 εｘ ＝
∂ｕ
∂ｘ

＝ － ∂２ｗ
∂ｘ２ ｚ， εｙ ＝

∂ｖ
∂ｙ

＝ － ∂２ｗ
∂ｙ２ ｚ， γｘｙ ＝

∂ｖ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

＝ － ２ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

． （２）

通过式（１）与（２），得到板内任意点的应力：
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对上述 ３ 种应力在薄板厚度方向上进行积分，在截面每单位宽度上，应力分量 σｘ，σｙ，τｘｙ

合成为弯矩及扭矩，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，ＭＴ 与挠度 ｗ 的关系如下：
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∂２ｗ
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＋ ν ∂２ｗ
∂ｙ２
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其中 Ｄ ＝ Ｅｈ３（ｘ，ｙ）
１２（１ － ν２）

称为板的抗弯刚度，ＭＴ ＝ Ｅα
１ － ν∫

ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｔｚｄｚ 称为变温的等效弯矩，它是 ｘ 和 ｙ

的函数，依赖于温度在板平面内及厚度方向的分布，也依赖于板的厚度在板平面内的分布．
用弯矩、扭矩及荷载表示的平衡方程为

　 　
∂２Ｍｘ

∂ｘ２
＋ ２

∂２Ｍｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２Ｍｙ

∂ｙ２
＋ ｑ ＝ ０， （５）

其中 ｑ 为作用于板表面的机械荷载，假定没有机械荷载作用，取 ｑ ＝ ０ 并将式（４）代入上式，得
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到薄板在变温作用下的弹性曲面微分方程：
　 　 （Ｄｗｘｘ） ｘｘ ＋ （Ｄｗｙｙ） ｙｙ ＋ ν（Ｄｗｙｙ） ｘｘ ＋ ν（Ｄｗｘｘ） ｙｙ ＋ ２（１ － ν）（Ｄｗｘｙ） ｘｙ ＝ － Ñ

２ＭＴ， （６）
－ Ñ

２ＭＴ 称为变温的等效横向荷载．
薄板边界条件可以参考一般的薄板理论．这里限于考虑齐次边界条件，即边界上没有外

力、外弯矩；固定边、简支边及自由边都是齐次边界条件，它们可以分别表示如下：
１） 固定边　 若沿 ｘ 轴的边是固定的，即挠度与转角均为 ０，于是
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２） 简支边　 若沿 ｘ 轴的边是简支边，即挠度与弯矩为 ０，于是
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３） 自由边　 若 ｘ ＝ ａ 边为自由边，则弯矩与剪力均为 ０，于是
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２　 优化问题列式

本文研究在给定材料体积的条件下受到热载荷的弹性薄板的优化设计，目标是通过板壳

结构的截面厚度分布来减少弹性薄板结构的挠度．
对于只有机械载荷作用的薄板弯曲问题，通常将优化目标取为结构的柔顺性：

　 　 Ｃ ＝ ∫
Ω
ｑｗｄｘｄｙ ． （８）

当机械荷载是集中力时， Ｃ 正比于集中力作用点处板的挠度，最小化柔顺性等同于最小化薄

板的挠度，也等同于最大化板的刚度．当机械荷载是均布荷载时，最小化柔顺性等同于最小化

板的平均挠度．采用柔顺性式（８）作为目标函数有很多优点，它是一个标量，以式（８）为目标函

数的优化问题是一个单目标的自共轭问题，其灵敏度很容易求得．由于这些优点，热结构优化

研究中，很多工作将热荷载等效为机械荷载，再采用式（８）作为目标函数．深入地分析表明，这
一目标函数缺乏明确物理意义，得到的薄板设计并不能有效地降低挠度，因此本文探讨采用其

它更合适的目标函数．
为了最小化薄板的热变形，有两个目标函数可供选择．一是直接采用薄板每个节点上的位

移作为优化目标函数，导致多目标优化；二是采用结构的应变能作为目标函数，后者是个标量．
本文将以最小化结构应变能进行优化设计．下面的推导和算例将说明，这一选择的确能使我们

构造简单的迭代格式，并有效地降低薄板的挠度．
在薄板的小挠度弯曲问题中，结构内储存的应变能有以下 ３ 种表达形式：

　 　 Ｖε ＝ １
２ ∫∫∫（σｘεｘ ＋ σｙεｙ ＋ τｘｙγｘｙ）ｄｘｄｙｄｚ， （９ａ）

　 　 Ｖε ＝ １
２Ｅ∫∫∫（σ２

ｘ ＋ σ２
ｙ － ２νσｘσｙ ＋ ２（１ ＋ ν）τ２

ｘｙ）ｄｘｄｙｄｚ， （９ｂ）

　 　 Ｖε ＝ Ｅ
２（１ － ν２）∫∫∫ ε２

ｘ ＋ ε２
ｙ ＋ ２νεｘεｙ ＋ １

２
（１ － ν）γ２

ｘｙ
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÷ ｄｘｄｙｄｚ ． （９ｃ）

５３２热荷载作用下薄板的优化设计



对于只受机械荷载的薄板，这 ３ 种表达式都是相等的．对于有温度荷载的情况，上面 ３ 种

应变能的表达式不相同．设想几何不受约束的结构受到均匀热荷载，发生自由膨胀，此时，应变

不为 ０，但结构内应力为 ０，表达式（９ａ）、（９ｂ）为 ０，式（９ｃ）不为 ０；再设想板的上下表面温度相

同，此时板内虽然有应力，但不发生弯曲应变和挠度，式（９ａ）、（９ｃ）都为 ０，式（９ｂ）不为 ０．由于

我们更关心板的变形，则选用式（９ｃ）．在即使有温度荷载的条件下，式（９ｃ）也可写成如下用挠

度 ｗ 表示的表达式：

　 　 Ｖε ＝ Ｅ
２（１ － ν２）∫∫∫ｚ２ （Ñ

２ｗ） ２ － ２（１ － ν）
∂２ｗ
∂ｘ２
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∂ｙ２

－ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ
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２
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û
ú
ú{ } ｄｘｄｙｄｚ ＝

　 　 　 　 １
２ ∫∫Ｄ （Ñ

２ｗ） ２ － ２（１ － ν）
∂２ｗ
∂ｘ２

∂２ｗ
∂ｙ２

－ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ
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è
ç
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ø
÷

２
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ù

û
ú
ú{ } ｄｘｄｙ ． （１０）

以结构的变形能为目标，在满足给定材料体积的条件下最优的厚度分布 ｈ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）
∈ Ω 的优化问题列式如下：

ｆｉｎｄ　 ｈ（ｘ，ｙ），　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω，
ｍｉｎ　 Φ
ｓ．ｔ．　 Ｌ（ｈ（ｘ，ｙ），ｗ（ｘ，ｙ）） ＝ － Ñ

２ＭＴ， （１１ａ）

　 　 ∫∫
Ω
ｈ（ｘ，ｙ）ｄΩ ＝ Ｖ， （１１ｂ）

　 　 ｈｍｉｎ ≤ ｈ（ｘ，ｙ） ≤ ｈｍａｘ， （１１ｃ）
其中

　 　 Φ ＝ １
２ ∫∫Ｄ （Ñ

２ｗ） ２ － ２（１ － ν）
∂２ｗ
∂ｘ２

∂２ｗ
∂ｙ２

－ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ｄｘｄｙ， （１２）

　 　 Ｌ（ｈ（ｘ，ｙ），ｗ（ｘ，ｙ）） ＝
　 　 　 　 （Ｄｗｘｘ） ｘｘ ＋ （Ｄｗｙｙ） ｙｙ ＋ ν（Ｄｗｙｙ） ｘｘ ＋ ν（Ｄｗｘｘ） ｙｙ ＋ ２（１ － ν）（Ｄｗｘｙ） ｘｙ ． （１３）
公式中包含了厚度分布的上下界限制， ｈ（ｘ，ｙ） 的不等式约束可通过引入松弛变量 σ（ｘ，

ｙ） 和 τ（ｘ，ｙ） 改为等式约束：
　 　 ｈｍｉｎ － ｈ（ｘ，ｙ） ＋ σ２（ｘ，ｙ） ＝ ０， ｈ（ｘ，ｙ） － ｈｍａｘ ＋ τ２（ｘ，ｙ） ＝ ０． （１４）
上面的公式适用于任何形状的板．下面引入中面区域为 Ω ＝ Ω（（ｘ，ｙ） ｜ － ａ≤ ｘ≤ ａ， － ｂ≤

ｙ ≤ ｂ） 的矩形板，边界条件为以下之一：简支、固支或自由．

３　 优化准则和迭代格式

为通过变分方法解决此问题，引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）乘子 η（ｘ，ｙ），λ，α（ｘ，ｙ），β（ｘ，ｙ）
并构建一个增广泛函：

　 　 π∗ ＝ Φ ＋ ∫∫
Ω
η（ｘ，ｙ）［Ｌ（ｈ（ｘ，ｙ），ｗ（ｘ，ｙ）） ＋ Ñ

２ＭＴ］ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 λ [∫∫
Ω
ｈ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ － Ｖ ] ＋ ∫∫

Ω
α（ｘ，ｙ）［ｈｍｉｎ － ｈ（ｘ，ｙ） ＋ σ２（ｘ，ｙ）］ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ω
β（ｘ，ｙ）［ｈ（ｘ，ｙ） － ｈｍａｘ ＋ τ２（ｘ，ｙ）］ｄｘｄｙ ． （１５）

上式取驻值的必要条件是

　 　 δπ∗ ＝ δｈ（ｘ，ｙ）π∗ ＋ δη（ｘ，ｙ）π∗ ＋ δｗ（ｘ，ｙ）π∗ ＋ δα（ｘ，ｙ）π∗ ＋
　 　 　 　 δβ（ｘ，ｙ）π∗ ＋ δλπ∗ ＋ δσ（ｘ，ｙ）π∗ ＋ δτ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ ０，
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对于任意的 δｈ（ｘ，ｙ），δη（ｘ，ｙ），δｗ（ｘ，ｙ），δα（ｘ，ｙ），δβ（ｘ，ｙ），δλ，δσ（ｘ，ｙ），δτ（ｘ，ｙ） 均成立．
在这些条件中， δη（ｘ，ｙ）π∗ ＝ δα（ｘ，ｙ）π∗ ＝ δβ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ δλπ∗ ＝ ０ 再次分别得出薄板控制方程，

厚度约束条件（１４）和材料体积约束（１１ｂ）．而 δσ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ δτ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ ０ 得出互补条件：
　 　 α（ｘ，ｙ）σ（ｘ，ｙ） ＝ ０， β（ｘ，ｙ）τ（ｘ，ｙ） ＝ ０． （１６）

与约束条件（１４）一起得出下面 ３ 种情况：
１） 对于厚度约束非主动区域 Ωｕ，
　 　 ｈｍｉｎ ＜ ｈ（ｘ，ｙ） ＜ ｈｍａｘ， α（ｘ，ｙ） ＝ β（ｘ，ｙ） ＝ ０； （１７）
２） 对于子域 Ωｍａｘ， 厚度受上限约束，有
　 　 ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｍａｘ， α（ｘ，ｙ） ＝ ０， β（ｘ，ｙ） ≠ ０； （１８）
３） 对于子域 Ωｍｉｎ， 厚度受下限约束，有
　 　 ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｍｉｎ， α（ｘ，ｙ） ≠ ０， β（ｘ，ｙ） ＝ ０， （１９）

其中　 　 Ω ＝ Ωｍａｘ ∪ Ωｍｉｎ ∪ Ωｕ ．
根据增广泛函 π∗ 取驻值的必要条件：泛函π∗ 对 ｗ（ｘ，ｙ） 的变分 δｗ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ ０，则有 ｗ（ｘ，

ｙ） ＝ － η（ｘ，ｙ） ．将 ｗ（ｘ，ｙ） ＝ － η（ｘ，ｙ） 代入泛函 π∗ 取驻值的必要条件：对设计变量 ｈ（ｘ，ｙ） 的

变分 δｈ（ｘ，ｙ）π∗ ＝ ０， 得到如下的优化条件：

　 　 １
２

∂Ｄ
∂ｈ

（（ｗｘｘ） ２ ＋ （ｗｙｙ） ２ ＋ ２νｗｘｘｗｙｙ ＋ ２（１ － ν）（ｗｘｙ） ２） ＋

　 　 　 　
∂ＭＴ

∂ｈ
（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ） ＝ λ － α（ｘ，ｙ） ＋ β（ｘ，ｙ） ． （２０）

在厚度约束非主动区域 Ωｕ，α（ｘ，ｙ） ＝ β（ｘ，ｙ） ＝ ０， 优化条件为

　 　 １
２

∂Ｄ
∂ｈ

（（ｗｘｘ） ２ ＋ （ｗｙｙ） ２ ＋ ２νｗｘｘｗｙｙ ＋ ２（１ － ν）（ｗｘｙ） ２） ＋

　 　 　 　
∂ＭＴ

∂ｈ
（ｗｘｘ ＋ ｗｙｙ） ＝ λ∗， （２１）

其中 λ∗ 为常数．
相比挠度的偏微分，单位长度截面内的弯矩与扭矩更便于在商业软件中输出，故利用式

（４）将优化条件用弯矩与扭矩表示：

　 　 １
ｈ４（Ｍ

２
ｘ ＋ Ｍ２

ｙ － ２νＭｘＭｙ ＋ ２（１ ＋ ν）Ｍ２
ｘｙ ＋ ２（１ － ν）ＭＴ（Ｍｘ ＋ Ｍｙ ＋ ＭＴ）） －

　 　 　 　 αＥ
６ｈ２（Ｔ′ － Ｔ″）（Ｍｘ ＋ Ｍｙ ＋ ２ＭＴ） ＝ λ∗ － α∗（ｘ，ｙ） ＋ β∗（ｘ，ｙ） ． （２２）

在工程实际问题中，通常都假定薄板的变温 Ｔ 沿板厚度方向是线性变化的，即 Ｔ ＝ （Ｔ′ ＋
Ｔ″） ／ ２ － （Ｔ″ － Ｔ′） ｚ ／ ｈ ，（Ｔ′ 及 Ｔ″ 分别是薄板下表面及上表面的温度），则式（２２）改写为

　 　 １
ｈ４（Ｍ

２
ｘ ＋ Ｍ２

ｙ － ２νＭｘＭｙ ＋ ２（１ ＋ ν）Ｍ２
ｘｙ） －

　 　 　 　 Ｅ２α２

７２（１ － ν）
（Ｔ′ － Ｔ″） ２ ＝ λ∗ － α∗（ｘ，ｙ） ＋ β∗（ｘ，ｙ） ．

在下面的讨论中，假定上下表面的温差 Ｔ′ － Ｔ″ 为不依赖于 ｘ，ｙ 的常数，上式简化为

　 　 １
ｈ４（Ｍ

２
ｘ ＋ Ｍ２

ｙ － ２νＭｘＭｙ ＋ ２（１ ＋ ν）Ｍ２
ｘｙ） ＝ λ∗ － α∗（ｘ，ｙ） ＋ β∗（ｘ，ｙ） ． （２３）
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设 ｇ（ｘ，ｙ） ＝ Ｍ２
ｘ ＋ Ｍ２

ｙ － ２νＭｘＭｙ ＋ ２（１ ＋ ν）Ｍ２
ｘｙ， 通过转化，优化条件可重新写为

　 　 ｈ（ｘ，ｙ） ＝

ｈｍａｘ， ｉｆ
ｇ
λ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

≥ ｈｍａｘ， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｍａｘ，

ｇ
λ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

， ｉｆ ｈｍｉｎ ＜
ｇ
λ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

＜ ｈｍａｘ， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｕ，

ｈｍｉｎ， ｉｆ ｈｍｉｎ ≥
ｇ
λ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｍｉｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２４）

因为不知道薄板中面区域划分及 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ∗， 上式不能直接求出 ｈ（ｘ，ｙ） ．应用如

下迭代形式：

　 　 ｈｉ ＋１（ｘ，ｙ） ＝

ｈｍａｘ， ｉｆ
ｇｉ

λ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

≥ ｈｍａｘ， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｍａｘ，

ｇｉ

λ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

， ｉｆ ｈｍｉｎ ＜
ｇｉ

λ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

＜ ｈｍａｘ， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｕ，

ｈｍｉｎ， ｉｆ ｈｍｉｎ ≥
ｇｉ

λ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ４

， （ｘ，ｙ） ∈ Ωｍｉｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２５）

将式（２４）代入体积限制条件（１１ｂ）解出 λ∗：

　 　 λ∗ ＝
∫
Ωｕ

ｇｉ（ｘ，ｙ） １ ／ ４ｄｘｄｙ

Ｖ － ｈｍｉｎ ∫
Ωｍｉｎ

ｄｘｄｙ － ｈｍａｘ ∫
Ωｍａｘ

ｄｘｄｙ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

４

． （２６）

因为中面区域的划分需要先确定 ｈｉ ＋１（ｘ，ｙ） 的值，故本优化方法需要应用内迭代来决定

ｈｉ ＋１（ｘ，ｙ） 和 λ∗ ．
根据上述方程，构建迭代公式改进薄板厚度分布，迭代格式如下：
１） 设定一个合理的初始厚度分布 ｈ０（ｘ，ｙ），ｉ ＝ ０；
２） 对于厚度分布为 ｈｉ（ｘ，ｙ） 的板进行结构分析，得到挠度 ｗ ｉ（ｘ，ｙ） 及弯矩；
３） 由 ｈｉ（ｘ，ｙ） 和 ｗ ｉ（ｘ，ｙ），根据优化条件，应用递推公式得到 ｈｉ ＋１（ｘ，ｙ）；
４） 检查是否满足收敛准则，如果不收敛， ｉ ＝ ｉ ＋ １，返回 ２），如果收敛，停止迭代最优厚度

分布 ｈｏｐｔ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｉ ＋１（ｘ，ｙ） ．

４　 算　 　 例

本文采用 ＡＢＡＱＵＳ 软件与 Ｐｙｔｈｏｎ 语言进行二次开发， 选取两个算例应用式（２５）进行优

化分析．
４．１　 四边简支薄板

一个 １ ０００ ｍｍ×１ ０００ ｍｍ 方形薄板，厚度 ２５ ｍｍ ．材料弹性模量 Ｅ ＝ １８０ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ比 ν
＝ ０．３５，线膨胀系数 α ＝ １．６６ × １０ －５ ℃ －１ ．薄板四边简支，沿薄板厚度方向有线性温度分布，ｚ 轴
正向表面温度为 １００ ℃，负向表面温度为－２０ ℃ ．２ ５００ 个网格，采用 Ｓ４Ｒ 单元．模型示意图如

图 １．
设定优化厚度限制为 ｈｍｉｎ ＝ １５ ｍｍ，ｈｍａｘ ＝ ８０ ｍｍ， 保持薄板中面形状不变，收敛条件为相

邻两次迭代所有单元厚度之差的和≤１ ｍｍ ．优化后的厚度分布如图 ２ 所示，在薄板四角处厚

度增大，其余部分厚度为最小厚度 １５ ｍｍ ．优化后薄板的最大挠度由 ８．１４１ ｍｍ 降低到 ３．４９８
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ｍｍ，减小了 ５７．１％，优化效果明显．

图 １　 四边简支板 图 ２　 优化后厚度分布图

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｐｌａｔｅ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

４．２　 三边简支，一边自由薄板

一个 １ ０００ ｍｍ×５００ ｍｍ 方形薄板，厚度 ２０ ｍｍ ．材料弹性模量 Ｅ ＝ ２１５ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝
０．３１，线膨胀系数 α ＝ １．６６ × １０ －５ ℃ －１ ．薄板两长边与一短边简支，沿薄板厚度方向有线性温度

分布， ｚ 轴正向表面温度为 ２００ ℃，负向表面温度为 ０ ℃ ．５ ０００ 个网格，采用 Ｓ４Ｒ 单元．模型示

意图如图 ３．

图 ３　 三边简支，一边自由板 图 ４　 优化后厚度分布图

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ３ ｅｄｇｅｓ ｓｉｍｐｌｙ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｎｄ １ ｅｄｇｅ ｆｒｅｅ

图 ５　 优化后厚度分布图 （ｈｍｉｎ ＝ １５ ｍｍ， ｈｍａｘ ＝ ５０ ｍｍ）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｈｍｉｎ ＝ １５ ｍｍ， ｈｍａｘ ＝ ５０ ｍｍ）

设定优化厚度限制为 ｈｍｉｎ ＝ １５ ｍｍ，ｈｍａｘ ＝ ８０ ｍｍ，保持薄板上表面不变，收敛条件为相邻

两次迭代所有单元厚度之差的和≤１０ ｍｍ ．优化后的厚度分布如图 ４ 所示，薄板有 ４ 处区域出

现明显的加肋现象，自由边界处明显加厚，其余部分厚度相对较小．优化之后，薄板的最大挠度

９３２热荷载作用下薄板的优化设计



由－６．６２７ ｍｍ 降低到－２．５８８ ｍｍ，减小了 ６０．９％，优化效果明显．
如果将算例 ４．２ 中的优化厚度限制设为 ｈｍｉｎ ＝ １５ ｍｍ， ｈｍａｘ ＝ ５０ ｍｍ，则优化后的挠度为

－３􀆰 ００７ ｍｍ，优化效益减小．如图 ５ 所示厚度分布也与之前的厚度分布存在差异，这说明此优

化条件与厚度设置有关，且厚度限制比值 ｈｍａｘ ／ ｈｍｉｎ 越大，优化效果越好．
通过以上两个模型算例可以看出，应用本文提出的优化准则对薄板的厚度进行优化，大幅

度地降低了薄板的横向变形，说明了本优化准则的有效性．

５　 结　 　 论

本文研究了受热荷载作用的弹性薄板优化设计的数学列式以及优化准则．需要指出，由于

没有材料也就没有热膨胀，如果不给定材料，最优设计会成为厚度为 ０ 的板．但是，由于板结构

还需承受机械荷载及承担分割空间等其它功能，假定材料体积是给定的；这种优化准则得到的

有可能是局部最优解，且优化效果与厚度限制有关．此类优化方法也可以推广到任意类型的板

壳问题， 可以广泛地应用于工程实际中可能出现的各类形状受热荷载作用的板壳变形问题．
且从算例中的优化结果可以发现， 优化后的薄板出现加肋现象， 均匀加厚结构不是最优设计．
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