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摘要：　 建立了球面轴承的三维润滑模型，该模型将内圈的转动运动、轴颈倾斜引起的内圈倾斜和

内圈的摆动运动等因素纳入考虑，推导出球坐标下适用于非 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体润滑的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
（雷诺）方程．应用该模型，并考虑使用润滑脂的 Ｏｓｔｗａｌｄ 流变模型，对向心关节轴承的润滑问题进

行了数值计算，研究了在不同的幂律指数、内圈倾斜角度和摆动角速度下，脂润滑膜的压力分布、
最大压力、承载力和流量．结果表明：在合适的操作条件下，脂润滑能产生明显的流体动压效应；在
其它参数不变时，幂律指数对脂润滑膜的最大压力和承载能力影响显著，相对于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，剪切

稠化流体可提高润滑膜的最大压力和承载能力，并增加周向流量，而剪切稀化流体的影响效果则

相反；内圈倾斜角度对脂润滑膜最大压力和承载能力的影响较小，内圈摆动角速度的影响则较为

明显．
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引　 　 言

经典的流体动压润滑理论中，假设润滑剂为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，剪应力与剪应变率表现为线性

关系．然而在有些使用场合中，润滑剂为非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其粘度随剪应变率或剪应力变化，剪
应力与剪应变率表现为非线性关系．这些使用场合包括：润滑剂为润滑脂、合成油或润滑油中

添加高分子聚合物．
润滑脂是在基础油中加入稠化剂所制成的两相润滑剂，是常见的润滑材料之一，描述润滑

脂流变特性的本构方程主要有 Ｏｓｔｗａｌｄ（幂律）模型、Ｂｉｎｇｈａｍ 模型和 Ｈｅｒｓｃｈｅｌ⁃Ｂｕｌｋｌｅｙ 模型．为
求解不同运行条件下润滑脂的润滑问题，研究者通常会采用不同的流变模型，得到不同形式的

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程．Ｄｏｗｓｏｎ［１］利用润滑理论中的薄膜假设，推导出用于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的普遍 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
方程，这个方程考虑了粘度、密度沿膜厚方向变化的情况，因此也适用于一些简单的非 Ｎｅｗｔｏｎ
流体，如具有剪切稀化性质但无记忆效应的流体．Ｂｕｃｋｈｏｌｚ［２］ 基于幂律模型，得到一个修正的
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Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，并计算了短径向滑动轴承的润滑性能，结果表明相对于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，当幂律指

数小于 １ 时，幂律流体润滑剂可降低轴承的承载能力，润滑膜的空化边界形状由 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 自由

表面形状决定，且与轴承偏心率无关．Ｄｉｅｎ 等［３］ 对非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的速度场和压力场做正则摄

动展开，得到的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程适用于幂律流体，并求解轴承长径比和幂律指数对轴承偏位角

和 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 数的影响．Ｂｕｃｋｈｏｌｚ［４］，Ｊｏｈｎｓｏｎ 等［５］基于幂律流体模型，忽略润滑剂热效应，研究

了稳态条件下的有限宽滑块轴承的润滑问题．Ｌｉｎ 等［６］ 使用幂律流体模型，计入润滑膜的时变

效应，推导出适用于滑块轴承的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，得到动压润滑膜的压力及承载力，计算了不同

幂律指数润滑剂的润滑膜厚度、承载力和挤压速度随时间的变化．结果表明，在其它条件不变

时，增大润滑剂幂律指数，可提高润滑膜厚度和承载力．阿伯德⁃尔⁃马力克等［７］ 用群方法研究

了幂律流体模型的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 问题．Ｔｉｃｈｙ［８］采用 Ｂｉｎｇｈａｍ 流体模型，对一维径向滑动轴承进行了

分析，因为润滑脂存在屈服切应力，在剪应力小于屈服切应力的区域，将出现无剪切流动层，润
滑脂会形成“栓塞”（ｃｏｒｅ），作者分别对不形成栓塞、形成流动的栓塞、栓塞粘附在轴颈表面和

粘附在轴瓦表面等 ４ 种情况进行了分析，得到相应的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，并计算了轴承性能． Ｊａｎｇ
等［９］基于 Ｂｉｎｇｈａｍ 模型，推导出二维 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，同时，应用热弹流理论，将润滑剂的热效

应纳入分析，计算了滑动轴承中润滑脂的润滑效果和流动特性．Ｙｏｏ 等［１０］采用 Ｈｅｒｓｃｈｅｌ⁃Ｂｕｌｋｌｅｙ
流变模型，研究了无限长圆柱体作纯滚动时的热弹流润滑问题． Ｚｈａｎｇ 等［１１］ 采用 Ｈｅｒｓｃｈｅｌ⁃
Ｂｕｌｋｌｅｙ 流变模型，研究两个纯滚动刚性椭球体之间的润滑问题，推导出二维 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，以
此计算椭球体几何参数和润滑脂流变特性对脂润滑膜内压力分布和速度分布的影响．

关节轴承是一种球面滑动轴承，主要由一个外球面内圈和一个内球面外圈组成，在工程机

械、航空航天、军事装备［１２⁃１４］等领域有广泛的应用．关节轴承主要的失效形式是磨损，其润滑方

式有自润滑型和非自润滑型两种，目前对于自润滑型关节轴承的研究较多，大多集中于试验研

究［１５⁃１６］，而对润滑型关节轴承的理论研究和试验研究均很少．为研究具有球面几何特征的关节

轴承润滑问题，需使用球面坐标系下的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，Ｍｅｙｅｒ 等［１７⁃１８］推导出球面坐标下 Ｎｅｗｔｏｎ
流体润滑的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，并用该方程解决人工植入髋关节在准静态条件下的润滑问题，但
此方程仅能应用于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体润滑，且运动形式简单．在工程应用上，润滑型关节轴承大多使

用二硫化钼锂基润滑脂润滑，润滑剂为非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，并且在某些使用条件下，轴承具有复杂

的运动形式［１９］ ．如图 １ 所示， Ｏｘｙｚ 为固定坐标系，当内圈只做旋转运动时，其转动轴 ｚ′ 与坐标

轴 ｚ 重合，而由于轴颈倾斜或内圈绕 ｘ 轴作往复摆动时，ｚ′ 轴偏转角度为 α，导致内圈相对平衡

位置偏斜 α 角度．这种复合运动使得润滑分析变得更加复杂，迄今尚无研究报道．本文采用润

滑脂的幂律流变模型，并以瞬时角速度的形式描述内圈的旋转运动和摆动运动，推导出了普遍

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，并进行数值计算，得到了轴承间隙内的脂润滑膜压力分布、最大压力、承载力和

流量等性能参数，探讨不同参数对关节轴承润滑性能的影响．

１　 数 学 模 型

１．１　 几何模型

考虑如图 １ 所示的关节轴承，球半径为 Ｒ，外圈为静止部件，坐标系 Ｏｘｙｚ固结在外圈上．另
建立坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′用于描述内圈倾斜或摆动时其旋转轴的位置，旋转轴 ｚ′在 Ｏｙｚ 平面内摆动

角度为 α ．设内圈旋转的瞬时角速度大小为 ωｒｏｔ，摆动的瞬时角速度大小为 ωｓｗｉ， 以上角速度均

以逆时针方向为正．
作如下基本假设：忽略润滑剂的体积力和惯性力作用；脂润滑膜在固体界面上无滑动；脂

润滑膜厚度 ｈ非常小，在沿膜厚方向上不计压力的变化；润滑剂为等温流体； ｒ ＝ Ｒ ＋ ζ， ｒ≈ Ｒ，
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∂ ／ ∂ｒ ＝ ∂ ／ ∂ζ， 其中， ｒ为润滑膜中任一点到球心的距离， ζ 为内圈球表面到此点的距离， 如图 ２
所示．

（ａ） 运动方式及坐标系示意图 （ｂ） 关节轴承结构示意图

（ａ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
图 １　 关节轴承的几何模型

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ｂｅａｒｉｎｇ

图 ２　 ｒ 与 Ｒ 及 ζ 的关系 图 ３　 微元体的受力

Ｆｉｇ． ２　 Ｌｏｃａｌ ｒａｄｉｕｓ ｒ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ ａｎｄ ζ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｍｉｃｒｏ⁃ｕｎｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｅａｓｅ ｆｉｌｍ

１．２　 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程的推导

建立如图 ３ 所示球坐标系．在推导过程中，如不作特别说明，直角坐标系 Ｏｘｙｚ 的坐标轴 ｘ，
ｙ 和 ｚ 的单位矢量分别用 ｉ， ｊ，ｋ 表示，球坐标系的 ３ 个正交坐标轴 ｒ，θ 和 φ 的单位矢量分别为

ｅｒ，ｅθ 和 ｅφ ．
在润滑膜中截取一微元体，其受力如图 ３ 所示（只标出 θ 方向的受力，以下只列出 θ 方向

的推导过程）．
由微元体的受力平衡可得

　 　 ∂ｐ
∂θ

＝ ｒ
∂τ θ

∂ｒ
， （１）

９０２转动与摆动复合运动下脂润滑关节轴承的数值分析



式中， ｐ 为脂润滑膜压力，τ θ 为 θ 方向的剪应力分量．
Ｎｅｗｔｏｎ 流体与非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的差别在于其本构方程的不同，通过适当的变换，可以把非

Ｎｅｗｔｏｎ 流体与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程在形式上统一．在 θ 方向上定义当量粘度 η θ
［２０］，将

θ 方向上的剪应力分量 τ θ 表示为当量粘度与速度梯度的乘积，即

　 　 τ θ ＝ η θ

∂ｕθ

∂ｒ
， （２）

式中， ｕθ 为润滑膜中一点在 θ 方向上的速度分量．当润滑剂为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体时， η θ ＝ η， 为流体

的动力粘度．这种表达形式与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体相同，因此，当量粘度也称为表观粘度．利用 １．１ 小节

中的基本假设，将式（２）写成

　 　 τ θ ＝ η θ

∂ｕθ

∂ζ
， （３）

将式（３）代入式（１）并利用 １．１ 小节中的基本假设，得

　 　 ∂ｐ
∂θ

＝ Ｒ ∂
∂ζ η θ

∂ｕθ

∂ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４）

由于内圈倾斜或绕 ｘ轴的往复摆动，使 ｚ′轴逆时针转过α角度，利用Ｏｘ′ｙ′ｚ′坐标系与Ｏｘｙｚ
坐标系的坐标转换关系，将内圈绕 ｚ′ 轴转动的角速度矢量 ω ｒｏｔ 表示为 Ｏｘｙｚ 坐标系下的形式：

　 　 ω ｒｏｔ ＝ － ω ｒｏｔｓｉｎ α ｊ ＋ ω ｒｏｔｃｏｓ α ｋ ． （５）
利用式（５）写出因内圈绕 ｚ′轴转动引起的内圈球表面上（ζ ＝ ０） 一点Ｐ的速度矢量ＵＰｒ，再利用

Ｏｘｙｚ 坐标系与球坐标系的转换关系，得到其在球坐标系下的形式：
　 　 ＵＰｒ ＝ － Ｒω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ αｅθ ＋ Ｒω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α）ｅφ ． （６）

内圈绕 ｘ 轴摆动的瞬时角速度矢量为 ω ｓｗｉ，按照同样的方法，得到由内圈摆动引起的 Ｐ 点的速

度矢量 ＵＰｓ 在球坐标系下的形式：
　 　 ＵＰｓ ＝ － Ｒω ｓｗｉｓｉｎ φｅθ － Ｒω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φｅφ ． （７）

Ｐ 点的速度矢量 ＵＰ 为矢量 ＵＰｒ 与 ＵＰｓ 的和，即
　 　 ＵＰ ＝ － Ｒ（ω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ φ）ｅθ ＋
　 　 　 　 Ｒ［ω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） － ω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φ］ｅφ ． （８）

因为外圈静止，根据式（８）写出速度边界条件：

　 　
ζ ＝ ０： ｕｒ ＝ ０， ｕθ ＝ － Ｒ（ω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ φ），

ｕφ ＝ Ｒ［ω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） － ω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φ］，
ζ ＝ ｈ： ｕｒ ＝ ０， ｕθ ＝ ０， ｕφ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

式中， ｕｒ，ｕθ 和 ｕφ 分别为球坐标系中 ｒ，θ 和 φ 方向的速度分量．
将式（４）在 ζ 方向上积分两次，并应用式（９） 的边界条件得 ｕθ 的表达式：

　 　 ｕθ ＝ １
Ｒ

∂ｐ
∂θ ∫

ζ

０

１
η θ

ζｄζ ＋
Ｒ（ω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ φ） － １

Ｒ
∂ｐ
∂θ ∫

ｈ

０

１
η θ

ζｄζ

∫ｈ
０

１
η θ

ｄζ
∫ζ

０

１
η θ

ｄζ －

　 　 　 　 Ｒ（ω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ φ）， （１０）
ｕθ 在 ζ 方向的梯度为

　 　
∂ｕθ

∂ζ
＝ １

Ｒ
１
η θ

∂ｐ
∂θ ζ －

∫ｈ
０

１
η θ

ζｄζ

∫ｈ
０

１
η θ

ｄζ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＋ Ｒ（ω ｒｏｔｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ φ） １
η θ

１

∫ｈ
０

１
η θ

ｄζ
． （１１）
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同样可得到 ｕφ 的表达式及其在 ζ 方向的梯度：

　 　 ｕφ ＝ １
Ｒｓｉｎ θ

∂ｐ
∂φ ∫

ζ

０

１
ηφ

ζｄζ ＋ Ｒ［ω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） － ω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φ］ －

　 　 　 　
Ｒ［ω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） － ω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φ］ ＋ １

Ｒｓｉｎ θ
∂ｐ
∂φ ∫

ｈ

０

１
ηφ

ζｄζ

∫ｈ
０

１
ηφ

ｄζ
×

　 　 　 　 ∫ζ
０

１
ηφ

ｄζ， （１２）

　 　
∂ｕφ

∂ζ
＝ １
Ｒｓｉｎ θ

１
ηφ

∂ｐ
∂φ ζ －

∫ｈ
０

１
ηφ

ζｄζ

∫ｈ
０

１
ηφ

ｄζ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

－

　 　 　 　 Ｒ［ω ｒｏｔ（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） － ω ｓｗｉｃｏｓ θｃｏｓ φ］
１
ηφ

１

∫ｈ
０

１
ηφ

ｄζ
． （１３）

利用 １．１ 小节中的基本假设将球坐标系下的连续性方程［２１］改写为如下形式：

　 　
∂ｕｒ

∂ζ
＋ ｃｏｓ θ
Ｒｓｉｎ θ

ｕθ ＋ １
Ｒ

∂ｕθ

∂θ
＋ １
Ｒｓｉｎ θ

∂ｕφ

∂φ
＝ ０． （１４）

将式（１４）在 ζ 上积分，并利用边界条件式（９）、速度表达式（１０）和（１２）得

　 　 ｓｉｎ θ ∂
∂θ

Ｆ３θｓｉｎ θ ∂ｐ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂φ
Ｆ３φ

∂ｐ
∂φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 Ｒ２ － （ω ｒｏｔｓｉｎ θｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ ω ｓｗｉｓｉｎ θｓｉｎ φ） ∂
∂θ ｓｉｎ θ

Ｆ２θ

Ｆ１θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ω ｒｏｔｓｉｎ２θｃｏｓ α ∂
∂φ

Ｆ２φ

Ｆ１φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ω ｒｏｔｓｉｎ θｃｏｓ θｓｉｎ α ∂

∂φ ｓｉｎ φ
Ｆ２φ

Ｆ１φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ω ｓｗｉｓｉｎ θｃｏｓ θ ∂
∂φ ｃｏｓ φ

Ｆ２φ

Ｆ１φ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ， （１５）

式中

　 　 Ｆ１θ ＝ ∫ｈ
０

１
η θ

ｄζ， Ｆ２θ ＝ ∫ｈ
０

１
η θ

ζｄζ， Ｆ３θ ＝ ∫ｈ
０

１
η θ

ζ ζ －
Ｆ２θ

Ｆ１θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄζ，

　 　 Ｆ１φ ＝ ∫ｈ
０

１
ηφ

ｄζ， Ｆ２φ ＝ ∫ｈ
０

１
ηφ

ζｄζ， Ｆ３φ ＝ ∫ｈ
０

１
ηφ

ζ ζ －
Ｆ２φ

Ｆ１φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄζ ．

式（１５）即为普遍形式的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，适用于润滑剂为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体或非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的球面

轴承润滑计算，既考虑了内圈的转动运动，也考虑了因轴颈倾斜引起的内圈倾斜，或内圈作转

动和往复摆动复合运动的情况．
１．３　 膜厚方程

轴承工作时，由于载荷与润滑膜压力的共同作用，内圈球心与外圈球心产生偏心量 ｅ，其
在 Ｏｘｙｚ 坐标系下的分量分别为 ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ， 文献［２２］提出了如下式所示的膜厚方程：

　 　 ｈ ＝ ｃ － ｅｘｓｉｎ θｃｏｓ φ － ｅｙｓｉｎ θｓｉｎ φ － ｅｚｃｏｓ θ， （１６）
式中， ｃ 为轴承半径间隙．
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２　 计 算 方 法

２．１　 量纲一 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程

若关节轴承使用润滑脂作为润滑剂，采用幂律流体模型，则其本构方程为

　 　 τ θ ＝ ｍ
∂ｕθ

∂ζ

ｎ－１ ∂ｕθ

∂ζ
， （１７）

式中， ｎ 为幂律指数，ｍ 为粘性函数，是一个表达粘性的量，类似于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的 η，但两者的

量纲在 ｎ ≠ １ 时是不同的．若不考虑润滑剂的粘温效应，则 ｍ ＝ ｍ０，ｍ０ 为其环境粘度．
为使幂律流体和 Ｎｅｗｔｏｎ 流体两个数学模型在量纲一化后保持形式上的一致，文献［２０］

介绍了当量环境粘度的概念，本文中，引入参考角速度，将当量环境粘度改写成如下形式：

　 　 η ０ ＝ ｍ０

Ｒω ｒｅｆ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

， （１８）

式中， η ０ 为润滑剂的当量环境粘度，ω ｒｅｆ 为参考角速度，其值不为 ０．
引入下列量纲一参数

　 　
η－ θ ＝

η θ

η ０
， η－ φ ＝

ηφ

η ０
， ｈ

－
＝ ｈ

ｃ
， ζ

－
＝ ζ

ｈ
， ｍ－ ＝ ｍ

ｍ０
， τ－ θ ＝ ｈ

－
ｃ

Ｒω ｒｅｆη ０
τ θ，

τ－ φ ＝ ｈ
－
ｃ

Ｒω ｒｅｆη ０
τφ， ｐ－ ＝ ｃ２

Ｒ２ω ｒｅｆη ０

ｐ， Ω１ ＝
ω ｒｏｔ

ω ｒｅｆ
， Ω２ ＝

ω ｓｗｉ

ω ｒｅｆ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

使用以上参数将方程（１５）写成量纲一形式：

　 　 ｓｉｎ θ ∂
∂θ

ｈ
－ ３Ｆ

－

３θｓｉｎ θ ∂ｐ－

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂φ
ｈ
－ ３Ｆ

－

３φ
∂ｐ－

∂φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － （Ω１ｓｉｎ θｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ Ω２ｓｉｎ θｓｉｎ φ） ∂
∂θ

ｈ
－
ｓｉｎ θ

Ｆ
－

２θ

Ｆ
－

１θ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

　 　 　 　 Ω１ｓｉｎ２θｃｏｓ α ∂
∂φ

ｈ
－ Ｆ

－

２φ

Ｆ
－

１φ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ Ω１ｓｉｎ θｃｏｓ θｓｉｎ α ∂

∂φ
ｈ
－
ｓｉｎ φ

Ｆ
－

２φ

Ｆ
－

１φ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　 Ω２ｓｉｎ θｃｏｓ θ ∂
∂φ

ｈ
－
ｃｏｓ φ

Ｆ
－

２φ

Ｆ
－

１φ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （２０）

式中

　 　 Ｆ
－

１θ ＝ ∫１
０

１
η－ θ

ｄζ
－
， Ｆ

－

２θ ＝ ∫１
０

１
η－ θ

ζ
－
ｄζ

－
， Ｆ

－

３θ ＝ ∫１
０

１
η－ θ

ζ
－ ζ

－
－
Ｆ
－

２θ

Ｆ
－

１θ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄζ

－
，

　 　 Ｆ
－

１φ ＝ ∫１
０

１
η－ φ

ｄζ
－
， Ｆ

－

２φ ＝ ∫１
０

１
η－ φ

ζ
－
ｄζ

－
， Ｆ

－

３φ ＝ ∫１
０

１
η－ φ

ζ
－ ζ

－
－
Ｆ
－

２φ

Ｆ
－

１φ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄζ

－
．

２．２　 方程求解方法

求解方程（２０），需先求出当量粘度 η－ θ 和η－ φ，在压力分布 ∂ｐ－ ／ ∂θ和 ∂ｐ－ ／ ∂φ都未知的情况下，

剪应力 τ－ θ 和 τ－ φ，以及速度梯度 ∂ｕ－ θ ／ ∂ζ
－
和 ∂ｕ－ φ ／ ∂ζ

－
也是未知量，因此由式（３）不能求出当量粘度，

需做如下工作．
由式（３）和式（１７）可得到
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　 　 η θ ＝ ｍ１ ／ ｎ τ θ
１－１ ／ ｎ ． （２１）

将式（１）在 ζ 上积分 １ 次，得到

　 　 τ θ ＝ τ θ１ ＋ ζ
Ｒ

∂ｐ
∂θ

． （２２）

式（２１）代入式（３）得

　 　
∂ｕθ

∂ζ
＝ ｍ －１ ／ ｎ τ θ

１ ／ ｎ－１τ θ ． （２３）

将式（２２）代入式（２３）得

　 　
∂ｕθ

∂ζ
＝ ｍ －１ ／ ｎ τ θ１ ＋ ζ

Ｒ
∂ｐ
∂θ

１ ／ ｎ－１

τ θ１ ＋ ζ
Ｒ

∂ｐ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２４）

上式在 ζ 上积分，并利用式（１９） 的量纲一参数，得到 τ－ θ１ 的迭代表达式：

　 　 τ－ θ１ ＝
（Ω１ｃｏｓ φｓｉｎ α ＋ Ω２ｓｉｎ φ） － ｈ

－ ２ｈ
－ １－１ ／ ｎ ∂ｐ－

∂θ ∫
１

０
ｍ－ －１ ／ ｎ τ－ θ１ ＋ ｈ

－ ２ζ
－ ∂ｐ－

∂θ

１ ／ ｎ－１

ζ
－
ｄζ

－

ｈ
－ １－１ ／ ｎ ∫１

０
ｍ－ －１ ／ ｎ τ－ θ１ ＋ ｈ

－ ２ζ
－ ∂ｐ－

∂θ

１ ／ ｎ－１

ｄζ
－

， （２５）

同样的方法可得到 τ－ φ１ 的迭代表达式：

　 　 τ－ φ１ ＝ { － Ω１（ｓｉｎ θｃｏｓ α ＋ ｃｏｓ θｓｉｎ φｓｉｎ α） ＋ Ω２ｃｏｓ θｃｏｓ φ －

　 　 　 　 ｈ
－ ２ｈ

－ １－１ ／ ｎ １
ｓｉｎ θ

∂ｐ－

∂φ ∫
１

０
ｍ－ －１ ／ ｎ τ－ φ１ ＋ ｈ

－ ２ζ
－ １
ｓｉｎ θ

∂ｐ－

∂φ

１ ／ ｎ－１

ζ
－
ｄζ

－ }
　 　 　 　 { ｈ－ １－１ ／ ｎ ∫１

０
ｍ－ －１ ／ ｎ τ－ φ１ ＋ ｈ

－ ２ζ
－ １
ｓｉｎ θ

∂ｐ－

∂φ

１ ／ ｎ－１

ｄζ
－ } ， （２６）

式中， τ－ θ１ 和 τ－ φ１ 为内圈球表面上（ζ ＝ ０） 一点的剪应力分量．
模型的求解可按以下步骤进行：
１） 令 ｎ ＝ １，即润滑剂为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体．不考虑压力及温度对润滑剂粘度的影响，此时， η θ ＝

ηφ ＝ ｍ０ ＝ ｍ，用有限差分法求解方程（２０），得到各节点的压力，计算压力梯度 ∂ｐ－ ／ ∂θ，代入式

（１１） 求得速度梯度 ∂ｕ－ θ ／ ∂ζ
－
，再将速度梯度代入式（３），令 ζ ＝ ０，计算内圈表面的剪应力 τ－ θ１ ．用

同样的方法可求出 τ－ φ１ ．
２） 以上计算步骤中求得的剪应力作为迭代初值，并与压力梯度一起分别代入式（２５）和

式（２６），设定迭代精度，求得非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体润滑时内圈球表面的剪应力．
３） 以上步求得的压力梯度及步骤 ２）得到的剪应力代入式（２２），求得膜厚上各个节点的

剪应力 τ－ θ，再代入式（２１），求得当量粘度 η－ θ，同样的方法可求出 η－ φ ．
４） 以上步求得的压力梯度和步骤 ３）求得的当量粘度代入方程（２０），设定迭代精度，计算

非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的压力梯度和速度梯度，并计算内圈表面的剪应力．
５） 以步骤 ４）得到的值作为新值，重复进行步骤 ２） ～步骤 ４），直至两次计算误差小于设定

值即可结束．

３　 计算结果与分析

３．１　 基本参数

关节轴承球半径 Ｒ ＝ ０．０６５ ｍ，半径间隙 ｃ ＝ １ × １０ －４ ｍ，外圈宽 Ｂｏ ＝ ０．０５５ ｍ，内圈宽 Ｂ ｉ ＝

３１２转动与摆动复合运动下脂润滑关节轴承的数值分析



０．０７０ ｍ，内圈转动角速度 ω ｒｏｔ ＝ １０．４７ ｒａｄ ／ ｓ，摆动角速度 ω ｓｗｉ ＝ ０，参考角速度 ω ｒｅｆ ＝ ０．２ ｒａｄ ／ ｓ，
内圈相对平衡位置的倾斜角 α ＝ ０°，偏心距分量分别为 ｅｘ ＝ ０．３ × １０ －４ ｍ，ｅｙ ＝ － ０．３ × １０ －４ ｍ，
ｅｚ ＝ ０， 润滑脂的环境粘度ｍ０ ＝ ０．０３５ Ｎ·ｓ ／ ｍ２， 密度 ρ ＝ ８７５ ｋｇ ／ ｍ３ ．幂律指数 ｎ 分别取 ０．８、１ ０
和 １．２．

（ａ） 三维压力分布

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

（ｂ） 周向和轴向压力分布

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ａｎｄ ａｘｉａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
图 ４　 脂润滑膜压力分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｅａｓｅ ｆｉｌｍ

以上数据计算得到的脂润滑膜压力分布如图 ４ 所示， ｎ ＝ １．２ 时的三维压力分布如图 ４（ａ）
所示，最大压力所在点的周向压力分布和轴向压力分布如图 ４（ｂ）所示．由于偏心的存在，内、
外圈的球表面构成收敛间隙，并在内圈的转动作用下，脂润滑膜产生流体动压力，由图中可看

到明显的压力峰值．峰值压力点位于 θ ＝ ９０°，φ ＝ ２６９．８６° 处，而最小膜厚则位于 θ ＝ ９０°，φ ＝
３１４．８４° 处，即最大压力出现在收敛间隙中，并位于最小间隙前端，这与流体动压理论是相吻合

的．此算例中，内圈摆动角速度为 ０，相对平衡位置倾斜角度为 ０，且在 ｚ 轴上没有偏心量，所以

轴向压力分布关于 ｘ 轴是对称的，在 θ ＝ ９０° 的位置上产生压力峰值．由图 ４（ｂ）可知在幂律指

数不同的情况下，脂润滑膜的压力分布曲线形状相同，变化规律也相同．随着幂律指数增大，压

４１２ 汤 占 岐　 　 　 刘　 焜　 　 　 王　 伟　 　 　 刘 小 君



力峰值增大，压力分布曲线所包围的面积增大，因此，脂润滑膜的平均压力也增大，从而承载能

力增强，计算得到的量纲一承载力 Ｗ
－
分别为 ８．４０３ ３，１５．０７９ ７ 和 ２７．０１８ ４，也映证了这一点．本

文计算得到的脂润滑膜三维压力分布的形状与文献［１７］中的 Ｎｅｗｔｏｎ 流体润滑的结果相似．
在以下的计算中，幂律指数 ｎ 分别取 ０．８、１．０ 和 １．２，讨论内圈在不同的偏斜角度 α 和摆动

角速度 ω ｓｗｉ 下对脂润滑膜的最大压力、承载力和流量的影响．

（ａ） 脂润滑膜最大压力与内圈倾斜角度的关系

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｇｒｅａｓｅ ｆｉｌｍ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ

（ｂ） 轴承承载力与内圈倾斜角度的关系 （ｃ） 轴向流量和周向流量与内圈倾斜角度的关系

（ｂ） Ｔｈｅ ｌｏａｄ ｃａｐａｃｉｔｙ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ
ｒｉｎｇ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ

图 ５　 内圈倾斜角度 α 对润滑性能的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ α ｏｎ ｔｈｅ ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

３．２　 内圈倾斜角度对润滑性能的影响

令 ｅｘ ＝ ０．２ × １０ －４ ｍ，ｅｙ ＝ － ０．７ × １０ －４ ｍ，ｅｚ ＝ － ０．２ × １０ －４ ｍ，ω ｓｗｉ ＝ ０，倾斜角 α 分别为 ０°，
１°，２°，３°和 ４°，其它参数同 ３．１ 小节，得到的计算结果如图 ５ 所示．在内圈不摆动的情况下，幂
律指数相同时，随内圈倾斜角度增大，脂润滑膜最大压力和承载能力均增大，但增幅很小．在相

同的倾斜角度下，最大压力与承载力随幂律指数的增加而增加．这个结论与文献［２］及文献

［６］的结论相似：相对于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 （ｎ ＝ １），剪切稀化流体（ｎ ＜ １） 可使轴承承载能力下降，
而剪切稠化流体（ｎ ＞ １） 使轴承承载能力增强．

５１２转动与摆动复合运动下脂润滑关节轴承的数值分析



图 ５（ｃ）示出了轴向流量 Ｑ
－

θ（泄漏流量） 和周向流量 Ｑ
－

φ （循环流量）随倾斜角度变化的情

况， 图中所示为瞬时流量．轴向流量是指由轴承两侧端面向外泄漏的润滑剂流量之和，在 ｅｚ ＝ ０
且内圈倾斜角度和摆动角速度均为 ０ 时，两侧的泄漏流量大小相等，反之则因为脂润滑膜厚度

或速度分布相对于平面 Ｏｘｙｚ不对称，而使两侧的泄漏流量大小不相等．周向流量是沿球坐标 φ
方向的润滑剂流量，其大小随球坐标 φ 的不同而变化，这里用脂润滑膜未完全空化时的坐标

φ ｃａｖ 来计算周向流量，本例中，φ ｃａｖ 不随内圈倾斜角度变化．由图 ５（ｃ）可以看出，在内圈只作转

动运动；无摆动运动的情况下，幂律指数相同时，内圈倾斜角度增大， Ｑ
－

θ 有增大趋势，而 Ｑ
－

φ 有

减小趋势，在倾斜角度相同时，随着幂律指数的增大，轴承轴向流量增大而循环流量减小，这是

由于脂润滑膜的流体动压效应，在润滑膜中会产生明显的高压力区域（参考图 ４），这一高压力

区域会增强润滑剂的轴向流动而减弱周向流动．

（ａ） 脂润滑膜最大压力与内圈摆动角速度的关系

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｇｒｅａｓｅ ｆｉｌｍ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

（ｂ） 轴承承载力与内圈摆动角速度的关系 （ｃ） 轴向流量和周向流量与内圈摆动角速度的关系

（ｂ） Ｔｈｅ ｌｏａｄ ｃａｐａｃｉｔｙ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ （ｃ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ
ｓｗｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｓ． ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ６　 内圈摆动角速度 ω ｓｗｉ 对润滑性能的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｉｎｎｅｒ ｒｉｎｇ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ω ｓｗｉ ｏｎ ｔｈｅ ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
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３．３　 内圈摆动角速度对润滑性能的影响

令 ｅｘ ＝ ０．２ × １０ －４ ｍ，ｅｙ ＝ － ０．７ × １０ －４ ｍ，ｅｚ ＝ － ０．２ × １０ －４ ｍ，内圈摆动角速度 ω ｓｗｉ 分别为

０，０．９８，１．９５，２．９３，３．９１，４．８９ 和 ５．８６，ｒａｄ ／ ｓ，内圈倾斜角度 α ＝ ０°，其它参数同 ３．１ 小节，计算结

果如图 ６ 所示．
从这组数据的结果看到，幂律指数一定时，随内圈摆动角速度的增大，流体动压效应增强，

脂润滑膜最大压力与承载力均呈增大趋势，且剪切稠化流体的增长幅度明显大于剪切稀化流

体．摆动角速度一定时，随幂律指数增加，最大压力与承载力都增大．轴向流量和循环流量随摆

动速度的增加，总体呈上升趋势，在摆动速度较小时，流量受幂律指数的影响较为明显，而在摆

动速度较大时，幂律指数对流量的影响减弱．与上一算例不同的是， φ ｃａｖ 随内圈摆动角速度的

不同而变化，因此本例所计算的是不同位置处的周向流量，则由于脂润滑膜厚度的不同使周向

流量呈现不均匀的变化，变化规律比较复杂，在某些角速度范围内变化较大．值得注意的是，上
述轴承性能参数受幂律指数、轴承运行参数和结构参数等多个因素影响，性能参数的变化规律

会随这些参数的变化而不同．

４　 结　 　 论

１） 用微元体分析方法，推导出适用于非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体润滑球面轴承的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程，该方

程既考虑了轴承内圈的转动因素，也考虑了因轴颈偏斜造成的内圈倾斜，或内圈摆动因素，给
出了润滑剂为幂律流体时的计算方法．以脂润滑关节轴承为例，应用有限差分法对 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方

程进行求解，研究了幂律指数、内圈倾斜角度和摆动角速度对润滑性能的影响．
２） 在合适的润滑条件下，关节轴承的脂润滑膜能够产生流体动压润滑．
３） 脂润滑膜的最大压力、承载力和流量等性能参数均受润滑剂的幂律指数、内圈摆动角

速度和内圈倾斜角度的影响．在其它参数不变时，增大幂律指数可提高脂润滑膜的最大压力，
进而提高轴承的承载能力，并使轴向流量（泄漏量）增加；内圈倾斜角度对脂润滑膜最大压力

和承载能力的影响较小，内圈摆动角速度的影响较为明显；幂律指数一定时，提高内圈摆动角

速度可产生更大的润滑膜最大压力和承载能力，并且剪切稠化流体 （ｎ ＞ １） 的提升效果更加

明显；周向流量也受上述因素影响，但因为不同条件下脂润滑膜空化边界不同，导致变化规律

较为复杂．
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７１２转动与摆动复合运动下脂润滑关节轴承的数值分析
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