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摘要：　 将径向基函数应用到一类轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的数值求解中，提出了一种 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元计

算格式．非 ０ 右端项将问题的特解引入 Ｔｒｅｆｆｔｚ 单元域内场，致使单元刚度方程涉及区域积分．利用

径向基函数对特解近似处理，可消除区域积分，从而保持 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法只含边界积分的优势．为
获得特解，选取求解域内所有单元的节点和形心作为基本插值点，而在求解域之外构造一个虚拟

边界，在其上布置一定数目的虚拟点作为额外插值点．数值算例验证了该方法的有效性和可行性．

关　 键　 词：　 轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程；　 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法；　 径向基函数；　 完全椭圆积分

中图分类号：　 Ｏ２４２．２１； Ｏ２４２．８２　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．３８７９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００⁃０８８７．２０１５．０２．００３

引　 　 言

当含有源汇或体力时，力学和物理中的许多现象如热传导、渗流、柱体扭转、腐蚀场及电磁

场，最终均可归结为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程．此类方程通常可借助常规有限元法和边界元法等经典数值

方法加以解决．然而，研究者们发现，Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法（Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＴＦＥＭ）具有

网格畸变不敏感性、多边形单元构造便捷、单元列式仅含边界积分等特点，其性能在诸多方面

优于常规有限元法和边界元法．ＴＦＥＭ 是 Ｊｉｒｏｕｓｅｋ 和 Ｌｅｏｎ［１］在研究薄板弯曲问题时提出的一种

新型有限元模型，其基本做法是：利用辅助网线位移场或面力场，在一种杂交意义上将单元域

内位移场关联起来．单元域内位移场精确满足问题的控制方程，它可表达为控制方程的特解、
截断完备解（即 Ｔｒｅｆｆｔｚ 插值函数）与待定参数两者乘积之和，而单元间连续性通过网线位移场

在一种近似意义上得到满足［２⁃３］ ．
众所周知，Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程是一种非齐次方程，非 ０ 右端项给 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法的应用带来障

碍，这是因为单元域内场的 Ｔｒｅｆｆｔｚ 插值函数通常是基于齐次方程建立的［３］ ．为了克服这种困

难，Ｗａｎｇ 等［４］基于 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元模型和相似方程法，提出用径向基函数（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，
ＲＢＦｓ）对特解作近似处理，研究了极小曲面问题并讨论了 Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数项数对计算结果的影响．
类似地，Ｃａｏ 等［５］、Ｆｕ 等［６］基于径向基函数与 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法，研究了功能梯度材料的热传导
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问题．笔者［７］基于完备解构造单元域内场，采用径向基函数法获得特解表达式，成功应用于正

交各向异性位势问题．
然而，上述研究均局限于二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程，Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法在轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程中的应

用却鲜有报道．为此，本文在前期工作基础上［８⁃９］，利用轴对称径向基函数获得封闭形式的近似

特解，结合杂交泛函导得 Ｔｒｅｆｆｔｚ 单元刚度方程求得齐次解，最终通过线性叠加原理获得轴对称

Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的全解．

１　 问题的数学物理方程

考虑型如

　 　 ∂２ｕ（ρ）
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ｕ（ρ）
∂ｒ

＋ ∂２ｕ（ρ）
∂ｚ２

＝ ｆ（ρ）　 　 （ρ ∈ Ω） （１）

的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程及 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 和 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件：
　 　 ｕ（ρ） ＝ ｕ－（ρ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ρ ∈ Γｕ）， （２）

　 　 ｑ（ρ） ＝ ∂ｕ（ρ）
∂ｒ

ｎｒ ＋
∂ｕ（ρ）

∂ｚ
ｎｚ ＝ ｑ－（ρ）　 　 （ρ ∈ Γｑ）， （３）

式中， ｕ（ρ） 为解函数，ρ ＝ { ｒ，ｚ } Ｔ，ｑ（ρ） 为解函数的外法向导数，ｎｒ，ｎｚ 为边界Γ上的外法线方

向余弦，ｕ－ 和 ｑ－ 为给定解函数和外法向解函数梯度，Γ ＝ Γｕ ∪ Γｑ 为求解域 Ω 围成的边界．
一般地，根据线性叠加原理，全解 ｕ（ρ） 可分解为特解和齐次解两部分：
　 　 ｕ（ρ） ＝ ｕｐ（ρ） ＋ ｕｈ（ρ） ． （４）

那么，原 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的边值问题就转化为

　 　
∂２ｕｐ（ρ）

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｕｐ（ρ）

∂ｒ
＋

∂２ｕｐ（ρ）
∂ｚ２

＝ ｆ（ρ）　 　 （ρ ∈ Ω）， （５）

　 　
∂２ｕｈ（ρ）

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｕｈ（ρ）

∂ｒ
＋

∂２ｕｈ（ρ）
∂ｚ２

＝ ０ （ρ ∈ Ω）， （６）

　 　 ｕｈ（ρ） ＝ ｕ－ － ｕｐ（ρ） （ρ ∈ Γｕ）， （７）
　 　 ｑｈ（ρ） ＝ ｑ－ － ｑｐ（ρ） （ρ ∈ Γｑ） ． （８）
一旦由式（５）求得特解 ｕｐ（ρ） ，就可利用 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元模型得到式（６）、（７）和（８）对应的

齐次解 ｕｈ（ρ） ．

２　 径向基函数法及 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元列式

２．１　 特解的径向基函数近似

为求特解 ｕｐ（ρ）， 式（５）的右端项可近似写成

　 　 ｆ（ρ） ≈ ∑
Ｌｉ＋Ｌｅ

ｋ ＝ １
α ｋφ ｋ（ρ）， （９）

式中， α ｋ 为待定系数，φ ｋ（ρ） 为基函数，Ｌｉ 和 Ｌｅ 分别为求解域内部和外部的插值点总数．至此，
寻求特解问题就退化为求解下列方程的解：

　 　
∂２Φｋ（ρ）

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂Φｋ（ρ）

∂ｒ
＋

∂２Φｋ（ρ）
∂ｚ２

＝ φ ｋ（ρ）， （１０）

式中， Φｋ（ρ） 是对应于右端项 φ ｋ（ρ） 的一个封闭形式的近似特解［１０］ ．
这里，取
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　 　 φ ｋ（ρ） ＝ ４ ａ ＋ ｂ Ｅ（ｋ） ． （１１）
将式（１１）代入式（１０）并求解，可得［１０］

　 　 Φｋ（ρ） ＝ １
９
（ａ ＋ ｂ） ３ ／ ２［（ｋ２ － １）Ｋ（ｋ） ＋ （４ － ２ｋ２）Ｅ（ｋ）］， （１２）

式中， ａ ＝ ｒ２ｉ ＋ ｒ２ ＋ （ ｚｉ － ｚ） ２，ｂ ＝ ２ｒｉｒ，ｋ ＝ ２ｂ ／ （ａ ＋ ｂ） ， ρ ｉ ＝ { ｒｉ，ｚｉ } Ｔ 插值点坐标，Ｋ（ｋ） 和

Ｅ（ｋ） 分别为第一类、第二类完全椭圆积分，其表达式为

　 　 Ｋ（ｋ） ＝ ∫π ／ ２

０

ｄθ

１ － ｋ２ ｓｉｎ２θ
， Ｅ（ｋ） ＝ ∫π ／ ２

０
１ － ｋ２ ｓｉｎ２θ ｄθ ． （１３）

仿照式（９），特解 ｕｐ（ρ） 也可近似表达为

　 　 ｕｐ（ρ） ＝ ∑
Ｌｉ＋Ｌｅ

ｋ ＝ １
α ｋΦｋ（ρ） ． （１４）

由于式（５）右端项是已知的，利用奇异值分解法［３⁃４］ 可由式（９）和（１１）求得 α ｋ，进而由式

（１２） 和（１４） 得到特解 ｕｐ（ρ） ．
类似地，特解 ｕｐ（ρ） 的外法向导数可表示为

　 　 ｑｐ（ρ） ＝
∂ｕｐ（ρ）

∂ｎ
＝ ∑

Ｌｉ＋Ｌｅ

ｋ ＝ １
α ｋ

∂Φｋ（ρ）
∂ｎ

＝ ∑
Ｌｉ＋Ｌｅ

ｋ ＝ １
α ｋ

∂Φｋ（ρ）
∂ｒ

ｎｒ ＋
∂Φｋ（ρ）

∂ｒ
ｎｚ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１５）

式中

　 　
∂Φｋ（ρ）

∂ｒ
＝ （ ｒ ＋ ｒｉ） ａ ＋ ｂＥ（ｋ） ＋

　 　 　 　
２ｒｉ
３ｋ２ ａ ＋ ｂ ［（ｋ２ － １）Ｋ（ｋ） ＋ （１ － ２ｋ２）Ｅ（ｋ）］， （１６）

　 　
∂Φｋ（ρ）

∂ｚ
＝ （ ｚ － ｚｉ） ａ ＋ ｂＥ（ｋ） ． （１７）

２．２　 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元列式

图 １ 为 ４ 节点轴对称 Ｔｒｅｆｆｔｚ 单元，其场函数插值模式分为单元域内场和单元边界场（网线

场）．单元域内插值函数（即 Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数）精确满足控制方程，可采用问题的截断完备解构造，
而单元边界插值函数（常称为网线函数）近似满足单元间连续条件，一般采用常规有限元法的

形函数．下面，我们将推导对应 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）方程（６）及边界条件（７）和（８）的 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有

限元列式．
单元域内场插值模式为

　 　 ｕｅｈ（ρ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｎｅｊｃｅｊ ＝ Ｎｅ（ρ）ｃｅ（ρ）　 　 （ρ ∈ Ωｅ） ． （１８）

单元边界网线场插值模式为

　 　 ｕｅｈ（ρ） ＝ Ｎｅ（ρ）ｄｅ（ρ）　 　 （ρ ∈ Γｅ）， （１９）
式中，Ｎｅ（ρ） 为 Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数矩阵，由 ｍ个截断完备解构成，ｃｅ 为待定参数列阵，Ｎｅ（ρ） 为常规有

限元法的形函数矩阵，ｄｅ 为单元节点自由度列阵．变量上方的“ ～ ” 用于区分单元域内和边界．
为防止零能模式出现并保证单元性能稳定，Ｎｅ（ρ） 含有的截断完备解数目（即 Ｔｒｅｆｆｔｚ 项数）应
满足下列关系式［１０］：

　 　 ｍ ＞ ｍｄ － １， （２０）
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式中， ｍｄ 为单元节点自由度数．

图 １　 轴对称 Ｔｒｅｆｆｔｚ 单元及其网线函数

Ｆｉｇ． １　 Ａｎ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｔｒｅｆｆｔｚ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｉｔｓ ｆｒａｍｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

利用式（１８），单元边界 Γｅ 上的外法向导数 ｑｅｈ（ρ） 可写成

　 　 ｑｅｈ（ρ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｑｅｊｃｅｊ ＝ ＡＴｅ（ρ）ｃｅ ＝ Ｑｅ（ρ）ｃｅ（ρ）， （２１）

式中

　 　 Ａ ＝
ｎｒ ０
０ ｎｚ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｔｅ（ρ） ＝

∂Ｎｅ（ρ）
∂ｒ

∂Ｎｅ（ρ）
∂ｚ{ }

Ｔ

． （２２）

方程（６）的完备解可表达成 ｎ 阶准调和多项式

　 　 Ｔ（ρ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ａｉｒｎ

－ｉｚｉ 　 　 （ｎ ＝ １，２，…） ． （２３）

为了确定待定系数 ａｉ， 将式（２３）代入式（６），可导得下列递推公式［１０］：

　 　 ａｉ ＋２ ＝ － （ｎ － ｉ） ２

（ ｉ ＋ １）（ ｉ ＋ ２）
ａｉ， （２４）

式中，当 ｎ 为偶数时，ａ０ ＝ １ 和 ａ２ｉ ＋１ ＝ ０；当 ｎ 奇数时，ａ１ ＝ ０，ａ２ｉ ＝ ０．
与轴对称 Ｌａｐｌａｃｅ 问题等价的杂交泛函为［１０］

　 　 Πｍｅ ＝ π∫∫
Ωｅ

（ｋｒｑ２
ｅｒ ＋ ｋｚｑ２

ｅｚ） ｒｄΩ － ２π∫
Γｅｕ
ｑｅｈｕ

－
ｅｈｒｄΓ ＋

　 　 　 　 ２π∫
Γｅｑ
（ｑ－ ｅｈ － ｑｅｈ）ｕｅｈｒｄΓ － ２π∫

ΓｅＩ
ｑｅｈｕｅｈｒｄΓ， （２５）

式中， ｑｅｒ ＝ ∂ｕｅｈ ／ ∂ｒ，ｑｅｚ ＝ ∂ｕｅｈ ／ ∂ｚ，为简洁起见，泛函中略去了（ρ） ．应用 Ｇａｕｓｓ（高斯）散度定理

以及修正边界条件（７）和（８），并注意到在边界 Γｅ 上有 ｕ－ ＝ ｕ， 可消去式（２５）涉及的区域积分，
得到下列仅含边界积分的紧凑形式

　 　 Πｍｅ ＝ π∫
Γｅ
ｑｅｈｕｅｈｒｄΓ － ２π∫

Γｅ
ｑｅｈｕｅｈｒｄΓ ＋ ２π∫

Γｅｑ
（ｑ－ ｅ － ｑｅｐ）ｕｅｈｒｄΓ ． （２６）

将式（１８）、（１９）和（２１）代入式（２６），可导得

　 　 Πｍｅ ＝
１
２

ｃＴ
ｅＨｅｃｅ － ｃＴ

ｅＧｅｄｅ ＋ ｄＴ
ｅ ｐｅ ＋ ｔｅｒｍｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｅ ｏｒ ｄｅ， （２７）

式中

　 　 Ｈｅ ＝ π∫
Γｅ
ＱＴ

ｅＮｅｒｄΓ， Ｇｅ ＝ ２π∫
Γｅ
ＱＴ

ｅＮｅｒｄΓ， ｐｅ ＝ ２π∫
Γｅｑ
ＮＴ

ｅ ｑ
－
ｅｒｄΓ ． （２８）

对泛函（２７）应用驻值原理，得

３４１刘　 　 博　 　 　 王　 克　 用　 　 　 王　 明　 红



　 　
∂Πｍｅ

∂ｃＴ
ｅ

＝ ０ ⇒ｃｅ ＝ Ｈ －１
ｅ Ｇｅｄｅ， （２９）

　 　
∂Πｍｅ

∂ｄＴ
ｅ

＝ ０ ⇒Ｋｅｄｅ ＝ ｐｅ， （３０）

其中，式（２９）保证了单元间场变量的连续性，而式（３０）为单元刚度方程， Ｋｅ ＝ＧＴ
ｅＨ

－１
ｅ Ｇｅ 为对称

正定的单元刚度矩阵，ｐｅ 为等效节点载荷列阵．
２．３　 刚体运动项的恢复和全解的构造

与常规有限元法一样，将单元刚度矩阵 Ｋｅ 和等效节点载荷列阵 ｐｅ 按照对应的自由度叠

加，形成总体刚度方程Ｋｄ ＝ ｆ，然后引入边界条件（７） 即可获得所有节点的齐次解 ｕｅｈ（ρ） ．由于

构造 Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数矩阵 Ｎｅ（ρ） 时舍弃了刚体运动模式，若要计算单元域内任一点的齐次解

ｕｅｈ（ρ），需采用最小二乘法恢复刚体运动项 ｕ０（ρ） ［３⁃４， １０］ ．为此，式（１８）需修改为

　 　 ｕｅｈ（ρ） ＝ ｕ０（ρ） ＋ Ｎｅ（ρ）ｃｅ（ρ）， （３１）
式中

　 　 ｕ０ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
［ｕｅ（ρ ｉ） － Ｎｅ（ρ）ｃｅ（ρ）］，

这里 Ｎ 为单元的节点数．
一旦获得齐次解 ｕｅｈ（ρ），ｕｅｈ（ρ），即可结合式（４） 和（１４） 最终获得单元域内及边界上任一

点的全解 ｕｅ（ρ），ｕｅ（ρ） ．

３　 数 值 算 例

为了验证本文方法的有效性，本文分析两个轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 问题：实体圆柱和空心圆柱．采
用 ４ 节点轴对称单元对求解域进行网格剖分，Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数截取前 ５ 项［１０］ ．为获得 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程

的特解，选取求解域内所有单元的节点和形心作为基本插值点，而在求解域之外构造一个虚拟

边界，在其上布置一定数目的虚拟点作为额外插值点．在所有算例中，分别选择开口矩形或半

圆形作为虚拟边界形状，此边界上布置 ２２ 个虚拟点，其位置由下式确定：
　 　 ρ ｖ ＝ ρ ｃ ＋ β（ρ ｂｍａｘ － ρ ｃ）， （３２）

式中， ρ ｖ， ρ ｃ， ρ ｂｍａｘ 分别为虚拟点、参考点、实际边界上距参考点最远的点， β 为虚拟边界位置

参数．
３．１　 算例 １　 实体圆柱

考虑半径为 Ｒ ＝ １、高度为 Ｈ ＝ １ 的实体圆柱，如图 ２（ａ）所示．此 Ｐｏｉｓｓｏｎ 问题的右端项为

ｆ（ρ） ＝ （４ － ｒ２）ｓｉｎ ｚ，按照精确解［１１］ｕｅｘ ＝ ｒ２ｓｉｎ ｚ 在求解域边界施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，共划分

１６ 个单元和 ２５ 个节点．本算例中， ρ ｃ ＝ { ０．０，０．５ } Ｔ， ρ ｂｍａｘ ＝ { １．０，１．０ } Ｔ 和 { １．０，０．０ } Ｔ ．需要

注意的是，插值点应避免布置在对称轴上，这主要是为保证 ∂Φｋ（ρ） ／ ∂ｒ 的连续性．由图 ２ 可以

看到，有 ５ 个节点和 ２ 个虚拟点几乎位于对称轴上．实际上，当选取这些点作为插值点进行特

解计算时，其径向坐标已更改为 ｒ ＝ １０ －４（即稍微偏离对称轴） ．表 １ 列出了求解域若干点场函

数 ｕ 的计算结果．为清晰起见，图 ３ 给出了参数 β 对全解 ｕ 计算精度的影响规律（以相对误差 ε
衡量，参考值为精确解） ．由图中可以看出，当 β ＝ ３ 时，无论虚拟边界形状是开口矩形还是半

圆形，本文方法均与精确解十分吻合．同时也可以看出，当不设置求解域外插值点（即 β ＝ ０）
时，所得结果偏离精确解较大．
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（ａ） 规则网格 （ｂ） 畸变网格

（ａ） Ｒｅｇｕｌａｒ ｍｅｓｈ （ｂ） Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄ ｍｅｓｈ
图 ２　 实体圆柱网格剖分及虚拟点

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｅｓｈ ａｎｄ ｖｉｒｔｕａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

表 １　 若干点处全解 ｕ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ ａｔ ｓｅｖｅｒａｌ ｐｏｉｎｔｓ

ｐｏｉｎｔ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
（ ｒ，ｚ）

ＴＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ

β ＝ ０① β ＝ ２ β ＝ ２．５ β ＝ ３ β ＝ ３．５ β ＝ ４

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓ

（０．２５， ０．２５） ０．０１６ ２３
０．０１４ ７７
０．０１４ ８１

０．０１５ ０３
０．０１５ ０３

０．０１５ ４６
０．０１５ ３９

０．０１６ １０
０．０１５ ８３

０．０１６ ９１
０．０１６ ２３

０．０１５ ４６

（０．５０， ０．２５） ０．０６１ ０６
０．０６１ ２５
０．０６１ ４８

０．０６１ ２７
０．０６１ ４７

０．０６１ １９
０．０６１ ３８

０．０６０ ９９
０．０６１ ２２

０．０６０ ６６
０．０６１ ０６

０．０６１ ８５

（０．７５， ０．２５） ０．１３８ ６９
０．１３８ ７５
０．１３８ ８９

０．１３８ ７５
０．１３８ ９０

０．１３８ ７４
０．１３８ ８５

０．１３８ ６３
０．１３８ ７７

０．１３８ ４６
０．１３８ ６９

０．１３９ １６

（０．５０， ０．５０） ０．１１８ ９７
０．１１９ ０１
０．１１９ ２９

０．１１９ ０５
０．１１９ ３２

０．１１８ ９９
０．１１９ ２６

０．１１８ ８１
０．１１９ １２

０．１１８ ４９
０．１１８ ９７

０．１１９ ８６

（０．２５， ０．７５） ０．０４３ ４６
０．０４１ ４０
０．０４１ ４５

０．０４１ ７５
０．０４１ ８２

０．０４２ ３１
０．０４２ ３３

０．０４３ １１
０．０４２ ９２

０．０４４ １１
０．０４３ ４６

０．０４２ ６０

（０．５０， ０．７５） ０．１６９ ６０
０．１６９ ７３
０．１６９ ９７

０．１６９ ７４
０．１７０ ００

０．１６９ ６５
０．１６９ ９２

０．１６９ ４５
０．１６９ ７７

０．１６９ １２
０．１６９ ６０

０．１７０ ４１

（０．７５， ０．７５） ０．３８２ ９０
０．３８２ ８７
０．３８２ ９６

０．３８２ ９０
０．３８３ ００

０．３８２ ８８
０．３８２ ９９

０．３８２ ７９
０．３８２ ９５

０．３８２ ６３
０．３８２ ９０

０．３８３ ４２

　 　 ①　 对应每一 β（β ＝ ０ 除外），第 １、２ 行数据分别基于开口矩形和半圆形虚拟边界计算而来．

　 　 ①　 Ｄａｔａ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｅａｃｈ β ｖａｌｕｅ， ｅｘｃｅｐｔ ｆｏｒ β ＝ ０， ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｌｉｎｅ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ⁃ｏｐｅｎ

ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｔｈｏｓｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｌｉｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒ ｏｎｅ．

下面分析一下本文方法对网格畸变的敏感性．图 ２（ｂ）给出了一个不规则网格划分方案，
设 ψ ＝ Δ ／ Ｌ表示网格畸变参数，这里 Ｌ ＝ １．由图 ２（ｂ）可以看出，当 ψ ≥０．１２５ 时，单元②，⑧，⑨

和 将退化为 ４ 节点三角形或凹四边形单元．根据常规有限元理论，涉及区域积分的等参单元

５４１刘　 　 博　 　 　 王　 克　 用　 　 　 王　 明　 红



是无法处理这种情况的，其原因是当单元内角等于或大于 １８０°时，用于计算单元刚度矩阵的

Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）行列式变为负值．然而，本文方法则不受上述限制，这主要归功于 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元

列式只含边界积分．表 ２ 列出了不同畸变网格下求解域中心处全解 ｕ 的相对误差变化情况．与
前述分析虚拟边界位置参数 β 时有所不同，这里相对误差的计算是以规则网格计算结果为参

考值的．由表中结果可以看出，尽管随着网格畸变参数的增大，求解域中心处 ｕ 的相对误差也

随之增加，但直到 ψ ＝ ０．１５， 其最大相对误差才达 ２．２３５％，仍在工程实际容许范围 ５％之内．可
见，在畸变网格下，本文方法仍具有较高精度，且计算性能稳定．

（ａ） 开口矩形虚拟边界 （ｂ） 半圆形虚拟边界

（ａ） Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ⁃ｏｐｅｎ ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ （ｂ） Ｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒ ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
图 ３　 相对误差随虚拟边界位置参数 β 的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β

图 ４　 空心圆柱网格剖分及虚拟点 图 ５　 全解 ｕ 沿径向的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｍｅｓｈ ａｎｄ ｖｉｒｔｕａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒ Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

表 ２　 不同网格畸变参数下求解域中心处全解 ｕ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｕ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｔｙｐｅ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ψ ０．０５ ０．１ ０．１２５ ０．１５ ０．２
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ⁃ｏｐｅｎ ε ｒ ／ ％ ０．１０１ ０．８０７ １．４１２ ２．２３５ ５．０３４
ｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒ ε ｓ ／ ％ ０．０１７ ０．３９４ ０．７３８ １．１９９ ２．７３４
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３．２　 算例 ２　 空心圆柱

第 ２ 个算例是内、外半径分别为 Ｒ ｉ ＝ １和 Ｒｏ ＝ ２，高度为Ｈ ＝ １ 的空心圆柱，如图 ４ 所示．此
Ｐｏｉｓｓｏｎ 问题的右端项为 ｆ（ρ） ＝ － ｓｉｎ ｒ ／ （ ｒｅｚ），按照精确解［１２］ｕｅｘ ＝ ｅ －ｚｃｏｓ ｒ 在求解域边界施加

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件．在计算中，采用的单元类型、网格剖分、虚拟边界形状、虚拟点分布均与算例

１ 相同．但这里， ρ ｃ ＝ { １．０，０．５ } Ｔ， ρ ｂｍａｘ ＝ { ２．０，１．０ } Ｔ 和 { ２．０，０．０ } Ｔ ．图 ５给出了 β ＝ ３时全解

ｕ 沿径向的变化，与精确解十分一致．

４　 结　 　 论

针对轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程，利用径向基函数近似处理特解并获得其封闭形式，然后将此特

解代入 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元列式得到齐次解，最后利用线性叠加原理获得问题的全解，操作过程简单

直观，且易于程序实现．当求解域为实心回转体时，应避免将插值点布置在对称轴上，这主要是

为保证 ∂Φｋ（ρ） ／ ∂ｒ的连续性．计算结果表明，当虚拟边界位置参数 β ＝ ３ 时，能够获得令人满意

的精度，且表现出对网格畸变不敏感性．同时，需要指出的是，本文方法适用于右端项为常数或

仅是位置坐标的函数的情形，但可通过引入适当的迭代算法将其推广到求解右端项依赖于场

变量的轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程．
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ｓｔａｔｅ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｉｎ ＦＧＭ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１２， ２５（４）： ３７７⁃３９２．

［６］　 Ｆｕ Ｚ Ｊ， Ｑｉｎ Ｑ Ｈ， Ｃｈｅｎ Ｗ． Ｈｙｂｒｉｄ⁃Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ： Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ⁃Ａｉｄｅｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１１， ２８（５）： ５７８⁃５９９．

［７］　 Ｗａｎｇ Ｋ Ｙ， Ｌｉ Ｐ Ｃ， Ｗａｎｇ Ｄ Ｚ． Ｔｒｅｆｆｔｚ⁃ｔｙｐｅ ＦＥＭ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ．
Ｌａｔｉｎ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１４， １１（１４）： ２５３７⁃２５５４．

［８］　 Ｗａｎｇ Ｋ Ｙ， Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｑ， Ｌｉ Ｐ Ｃ． Ａ ｆｏｕｒ⁃ｎｏｄｅ ｈｙｂｒｉｄ⁃Ｔｒｅｆｆｔｚ ａｎｎｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｘｉ⁃
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１２， ６０： ４９⁃５６．

［９］　 王克用， 黄争鸣， 李培超， 刘博． 轴对称正交各向异性位势问题的 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元分析［Ｊ］ ． 应用

数学和力学， ２０１３， ３４（５）： ４６２⁃４６９．（ＷＡＮＧ Ｋｅ⁃ｙｏｎｇ， ＨＵＡＮＧ Ｚｈｅｎｇ⁃ｍｉｎｇ， ＬＩ Ｐｅｉ⁃ｃｈａｏ， ＬＩＵ
Ｂｏ． Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｄｉａ
［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３４（５）： ４６２⁃４６９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 Ｗａｎｇ Ｋ， Ｍａｔｔｈｅｉｊ Ｒ Ｍ Ｍ， ｔｅｒ Ｍｏｒｓｃｈｅ Ｈ Ｇ． Ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ＤＲＭ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２００３， ２７（２）： １７５⁃１８１．

［１１］　 Ｔｓａｉ Ｃ Ｃ， Ｃｈｅｎ Ｃ Ｓ， Ｈｓｕ Ｔ Ｗ． Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

７４１刘　 　 博　 　 　 王　 克　 用　 　 　 王　 明　 红



ｐｏｌｙｈａｒｍｏｎｉｃ ａｎｄ ｐｏｌｙ⁃Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅ⁃
ｍｅｎｔｓ， ２００９， ３３（１２）： １３９６⁃１４０２．

［１２］　 Ｃｈｅｎ Ｃ Ｓ， Ｍｕｌｅｓｈｋｏｖ Ａ Ｓ， Ｇｏｌｂｅｒｇ Ｍ Ａ， Ｍａｔｔｈｅｉｊ Ｒ Ｍ Ｍ． Ａ ｍｅｓｈ⁃ｆｒｅｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｔｈｅ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ， ２００５， ２１（２）： ３４９⁃３６７．

Ａ Ｔｒｅｆｆｔｚ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｏｌｖｉｎｇ
Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＬＩＵ Ｂｏ１，　 ＷＡＮＧ Ｋｅ⁃ｙｏｎｇ１，２，　 ＷＡＮＧ Ｍｉｎｇ⁃ｈｏｎｇ１

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ，
Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０１６２０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，
Ｒｉｖｅｒｓｉｄｅ， ＣＡ ９２５０７， ＵＳＡ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｋｉｎｄ ｏｆ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ （ＲＢＦｓ） ． Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｒｉｇｈｔ⁃ｈａｎｄ
ｓｉｄｅ ｔｅｒｍ ｂｒｏｕｇｈｔ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎｔｏ ｔｈｅ Ｔｒｅｆｆｔｚ ｉｎｔｒａ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｉｅｌｄ， ｗｈｉｃｈ ｇａｖｅ ｒｉｓｅ ｔｏ
ｄｏｍａｉｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｉｎｖｏｌｖｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｎｔｅ⁃
ｇｒａｔｉｏｎ ｗａｓ ｅｌｉｍｉｎａｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＲＢＦｓ． Ｆｕｒｔｈｅｒ⁃
ｍｏｒｅ， ｔｈｅ ‘ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｎｌｙ’ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｗｅｒｅ ｐｒｅｓｅｒｖｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ （ＴＦＥＭ） ． Ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａｌｌ ｅｌｅｍｅｎｔａｌ ｎｏｄｅｓ ａｎｄ ｃｅｎｔｒｏｉｄｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｗｈｏｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ｗｅｒｅ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ． Ｉｎ ｔｈｅ ｍｅａｎｔｉｍｅ， ａ
ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｏｕｔｓｉｄｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ， ａｎｄ ａ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ ｐｏｉｎｔｓ
ｗｅｒｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ａｓ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｖｉｒｔｕａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｖａｌｉｄ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ； Ｔｒｅｆｆｔｚ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎ； ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｌ

８４１ 轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元解法


