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摘要：　 采用同伦分析方法研究了一系列有限振幅的周期深水驻波问题．水密度在垂直方向的分布

可以是变化的，假设为指数连续分布．提出一种新形式的偏微分方程作为辅助方程，获得解的新的

表达形式来满足底部的边界条件和无限大的刚性假设．给出了解的表达式中系数的递推关系和周

期海洋内波形成的永久驻波的显式表达式．得到垂直方向和水平方向的全局收敛解，揭示了密度变

量和内波幅度间的关系．同伦分析方法对求解具有指数密度率周期性的永形波解是一致有效的．
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引　 　 言

海浪大致可分为表面波和内波．表面波产生于流体密度剧烈变化的海洋和空气的交界处．
表面波一经形成，其运动就受重力支配．除非研究对象的空间尺寸比典型的波长大得多或者研

究对象的时间跨度比典型波周期长得多，否则液体的粘性带来的影响可忽略不计．表面扰动随

深度而衰减，在水表面一个波长处变得可以忽略不计．在这个深度范围内，液体的密度变化可

以忽略．鉴于此，表面波的运动由 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）方程和非线性动力学以及自由表面的运

动学边界条件而定．对一般的表面波，决定参数是水深、波长、波高，而频率通常和波数有关．参
数的不同产生了各种各样的海浪．

内波产生因密度随深度的变化，在水下密度不再是常数．内波的研究历史不长，部分原因

是内波不像表面波那样容易观察到．大多数对内波的兴趣开始于与海洋设备有关的事件、应用

数学和遥感测量等领域．特别地，随着海洋工程的逐渐深入，必须考虑内波特性．
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一般来说，内波可以像表面波理论一样，分为孤立波和周期波．迄今为止，在孤立波领域开

展了很多工作．Ｋｅｕｌｅｇａｎ［１］和 Ｌｏｎｇ［２］通过摄动法第一次研究了具有固定边界的双流体系统．Ｐｅ⁃
ｔｅｒｓ 和 Ｓｔｏｋｅｒ［３］，Ｔｅｒ⁃Ｋｒｉｋｏｒｏｖ［４］基于自由上表面和连续变化密度处理了相似的问题．Ｂｏｎａ，Ｂｏｓｅ
和 Ｔｕｒｎｅｒ［５］给出了分层流体中关于孤立重力内波的确切理论．Ｂｅｎｊａｍｉｎ［６］给出了永久内部孤波

的一个完整物理应用分类．Ｂｅｎｊａｍｉｎ［７］给出了诸如 ｆ（ｘ） ＝ ａλ２ ／ （ｘ２ ＋ λ２） 形式的一类新孤立内

波的一般理论处理方法，文中还探讨了 ３ 种不同密度分布下的解法．Ｋｉｎｇ，Ｃａｒｒ 和 Ｄｒｉｔｓｃｈｅｌ［８］对
具有固定边界的分层流体的大振幅孤立内波进行了稳态研究．Ｈｅｌｆｒｉｃｈ 和 Ｍｅｌｖｉｌｌｅ［９］ 对孤立内

波的稳态特性进行了综述．
周期内波相比孤立波受到关注较少．Ｌａｍｂ［１０］，Ｂｅｎｊａｍｉｎ［６⁃７］ 使用和孤立波相同的方法研究

了极深流体里的椭圆余弦波．Ｃａｍａｓｓａ，Ｒｕｓａ° ｓ，Ｓａｘｅｎａ 和 Ｔｉｒｏｎ［１１］ 研究了双流体系统里的完全非

线性周期内波．Ｂｒｏｅｃｋ 和 Ｔｕｒｎｅｒ［１２］发现长周期波在由密度连续变化的区域所隔开的包含常值

密度的隧道内传播．Ｔｕｒｎｅｒ［１３］研究了快速变化的密度下的孤立波和周期波．
在本文中，第 １ 节阐述了所要解决的问题．第 ２ 节里通过同伦分析法（ｈｏｍｏｔｏｐｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｍｅｔｈｏｄ，以下简称 ＨＡＭ）加以解决．第 ３ 节给出了包括分布关系，压力场和流速场的结果．第 ４
节对该问题作了总结．

１　 物理问题的数学描述

假设有限振幅的内波产生在具有刚性水平底部的理想流体，在底部建立直角坐标系 Ｏｘｙ ．
只处理具有永久形式的行波，也就是说当观察者以与波的相速度一致的速度运动时，波形

相对观察者是平稳的．一般流动方向为从左到右．假设流体不可压，这意味着密度 ρ 满足

　 　 ｄρ
ｄｔ

＝ ｕ ∂ρ
∂ｘ

＋ ｖ ∂ρ
∂ｙ

， （１）

其中 ｕ，ｖ 分别是 ｘ，ｙ 方向上的速度分量．注意到由于只考虑运动系统里的静态情形，方程中并

不含 ｄρ ／ ｄｔ， 系统的连续性方程和动量方程为

　 　 Ñ·ｕ ＝ ０， （２）
　 　 ρ（ｕ·Ñ）ｕ ＝ － Ñｐ － ρ Ñｇｙ， （３）

其中 ｕ ＝ ｕｉ ＋ ｖｊ 是速度向量，ｐ 是压力，ｇ 是重力加速度．运动的边界方程为

　 　
ｖ ＝ ０，　 　 ｙ ＝ ０，
ｕ ＝ ０，　 　 ｙ ＝ ∞ ．{ （４）

方便起见，引入符号 ψ， 定义为

　 　 ψ ｙ ＝ ｕ， ψ ｘ ＝ － ｖ ． （５）
式（１）中，当 ψ 为常值时，ρ 也是常值．这意味着 ρ ＝ ρ（ψ） ．根据式（５）的定义知，式（２）自动满

足．对式（３）引入 Ｄｕｂｒｅｉｌ⁃Ｊａｃｏｔｉｎ 变换［１４⁃１６］，给出 Ｄｕｂｒｅｉｌ⁃Ｊａｃｏｔｉｎ⁃Ｌｏｎｇ 方程：

　 　 Ñ
２ψ ＋

ρψ

ρ
ｇｙ ＋ １

２
（Ñψ） ２é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １

ρ
ｄＱ
ｄψ

，

其中

　 　 Ｑ（ψ） ＝ ｐ ＋ ρ
２
（ｕ２ ＋ ｖ２） ＋ ρｇｙ

是 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（伯努利）常数．假设远在 ｘ ＝ ｘ０ 之前，流体未受扰．在运动系统里 ｕ ＝ ｃ，ｖ ＝ ０，ψ ＝ ｃｙ
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在 ｘ ＝ ｘ０，ｃ 是波速，有

　 　 Ｑ ＝ ｐ０ ＋ ρｃ２

２
＋ ρｇ ψ

ｃ
， （６）

其中 ｐ０ ＝ － ∫ｐｇｄｙ ＝ － ｇ
ｃ ∫ｐｄψ 代表静压．给出

　 　 ｄＱ
ｄψ

＝ ｄρ
ｄψ

ｇψ
ｃ

＋ ｃ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

注意方程（７）在 ψ 是常值的线上是有效的，式（６）可写作

　 　 Ñ
２ψ ＋

ρψ

ρ
ｇ ｙ － ψ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
ψ ２

ｘ ＋ ψ ２
ｙ － ｃ２( )

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０． （８）

式（４）的边界条件变成

　 　
ψ ＝ ０， ｙ ＝ ０，
ψ ｙ ＝ ｃ， ｙ ＝ ∞，{ （９）

其中取附加常数为 ０， ｘ ＝ ｘ０ 时，流体未受扰，有 ρ ＝ ρ（ψ） ＝ ρ（ｃｙ），这表明密度只在竖直方向变

化．对稳定运动，这需要 ρ ｙ ≤ ０［１７］ ．这里考虑密度按指数变化：
　 　 ρ ＝ ρ ０ ＋ ρ １ｅ

－βψ，　 　 β ＞ ０． （１０）
如图 １ 所示，式（６）看似简洁，但由于要满足式（１０），其实是很复杂的．当没有逆流，也就

是说对给定的 ｘ，ψ 是垂直坐标系上的单调函数．选择不同流线的高度 ｙ 作为独立变量，让它作

为 ｘ 和 ψ 的函数，或者 ｙ ＝ ｙ（ｘ，ψ），则速度 ｕ 和 ｖ 有下式：

　 　 ｕ ＝ ψ ｙ ＝
１
ｙψ

， ｖ ＝ － ψ ｘ ＝
ｙｘ

ｙψ
． （１１）

这里给出

　 　
ψ ｘｘ ＝

∂
∂ｘ

＋ ψ ｘ
∂
∂ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙｘ

ｙψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

ｙｘｘ

ｙψ

＋
２ｙｘｙｘψ

ｙ２
ψ

－
ｙ２
ｘｙψψ

ｙ３
ψ

，

ψ ｙｙ ＝ ψ ｙ
∂
∂ψ

１
ｙψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

ｙψψ

ｙ３
ψ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

将式（１１）、（１２）代入到式（８），得到关于 ｙ 和 ψ 的新关系式：

　 　 （１ ＋ ｙ２
ｘ）ｙψψ － ２ｙｘｙｘψｙψ ＋ ｙｘｘｙ２

ψ ＝
ρψ

ρ
ｙ３
ψｇ ｙ － ψ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
ｙψ（ｙ２

ｘ － ｙ２
ψｃ２ ＋ １）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１３）

式（１０）里对应的边界条件可写作

　 　
ｙ ＝ ０， ψ ＝ ０，

ｙ →
ψ
ｃ
， ψ → ∞，

ì

î

í

ïï

ïï
（１４）

惯例采用无量纲变量．对波长为 λ 的周期波，ｋ ＝ ２π ／ λ 是波数．定义如下的无量纲变量：

　 　 ｘ∗ ＝ ｋｘ， ｙ∗ ＝ ｋｙ， ψ∗ ＝ ｋ
ｃ
ψ ．

式（１３）和（１４）变为

　 　 ｃ２

ｃ２０
［（１ ＋ ｙ２

ｘ）ｙψψ － ２ｙｘｙｘψｙψ ＋ ｙｘｘｙ２
ψ］ ＝

ρψ

ρ
ｙ３
ψ（ｙ － ψ） ＋ ｃ２

２ｃ２０
ｙψ（ｙ２

ｘ － ｙ２
ψ ＋ １）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

（１５）
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ｙ ＝ ０， ψ ＝ ０，
ｙ → ψ， ψ → ∞，{ （１６）

其中 ｃ２０ ＝ ｇ ／ ｋ， 这里为简便起见去掉了上标∗．对式（１０），进一步定义如下参数：

　 　 ｘ →
１
β′

ｘ， ｙ →
１
β′

ｙ， ψ →
１
β′

ψ， γ → β′γ， （１７）

其中 β′ ＝ βｃ ／ ｋ ．式（１５）和（１６）将返回原格式．式（１０）中的密度可写作

　 　 ρ ＝ １ ＋ εｅ －ψ， （１８）
其中 ε ＝ ρ １ ／ ρ ０，这里指定 ε ＝ ０．５．

如果设扰动流场和沿流线的未扰动区的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 常数相同，用 ρ １ｃ２ 无量纲化后，可得

　 　 ｐ － ｐ０ ＝ ρ １
２
（１ － ψ ２

ｘ － ψ ２
ｙ） ＋ γ（ψ － ｙ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ρ １
２ １ － １

ｙ２
ψ

－
ｙ２
ｘ

ｙ２
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ２０
ｃ２

（ψ － ｙ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１９）

γ 和 ρ 分别在式（１７）和（１８）中定义．

２　 解 的 构 造

如上所述，本文试图求取 ｘ 方向上的周期解，经过无量纲化后，周期为 ２π ．选择沿着 ψ ＝ １
流线的波高：

　 　 Ｈ ＝ ｙ（０，１） － ｙ（π，１） ． （２０）
对给定的 Ｈ求解方程．解的 ｘ项可扩展成余弦级数形式．基于边界条件式（１５），可写成关于

ψ 的多项式：

　 　 ｙ ＝ ψ ＋ （１ － ｅ －ψ）∑
∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｓ ＝ ０
α ｎ，ｍ，ｓψ ｓｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ） ．

接下来就是利用 ＨＡＭ［１８］通过式（１５）求取未知系数 α ｎ，ｍ ．ＨＡＭ 方法求解首先是对解的一

个近似估计，可取为

　 　 ｙ０（ｘ，ψ） ＝ ψ ＋ Ｈ（１ － ｅ － ２ψ）ｅ － ２ψｃｏｓ（ｘ） ． （２１）
上式满足式（１９）的边界条件，但是不满足式（１５）．通过 ＨＡＭ 将构造一个函数将式（１９）转化为

式（１５）的解．
令 ｑ ∈ ［０，１］，ｈ 是非零辅助参数，构建 ＨＡＭ 衍化方程为（其中 Γ（ｑ） 是 ｑ 的函数）
　 　 （１ － ｑ）Ｌ［Ｙ（ｘ，ψ；ｑ） － ｙ０（ｘ，ψ）］ ＝ ｈ—ｑＮ［Ｙ（ｘ，ψ；ｑ），Γ（ｑ）］ ． （２２）

边界条件为

　 　
Ｙ（ｘ，ψ；ｑ） ＝ ０， ψ ＝ ０，
Ｙ（ｘ，ψ；ｑ） → ∞， ψ → ∞ ．{ （２３）

约束条件为

　 　 Ｈ ＝ Ｙ（０，１；ｑ） － Ｙ（π，１；ｑ） ． （２４）
定义如下的非线性算子：
　 　 Ｎ［Ｙ（ｘ，ψ；ｑ），Γ（ｑ）］ ＝ ρΓ［（１ ＋ Ｙ２

ｘ）Ｙψψ － ２ＹｘＹｘψＹψ ＋ ＹｘｘＹ２
ψ］ －

　 　 　 　 ρψ Ｙ３
ψ（Ｙ － ψ） ＋ Γ

２
Ｙψ（Ｙ２

ｘ － Ｙ２
ψ ＋ １）é

ë
êê

ù

û
úú ．

２０１ 邹　 丽　 　 　 宗　 智　 　 　 王　 振　 　 　 赵　 勇　 　 　 梁　 辉



Ｌ 是线性算子，且 Ｌ［０］ ＝ ０，当 ｑ 从 ０ 变到 １，Ｙ（ｘ，ψ；ｑ） 从

　 　 Ｙ（ｘ，ψ；０） ＝ ｙ０（ｘ，ψ）， Γ（０） ＝ Ｆ０

变到

　 　 Ｙ（ｘ，ψ；１） ＝ ｙ（ｘ，ψ）， Γ（１） ＝ ｃ２

ｃ２０
．

此为式（１５）的解．将 Ｙ 和 ｃ２ ／ ｃ２０ 相对 ｑ 在 ｑ ＝ ０ 处作 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开：

　 　 Ｙ（ｘ，ψ；ｑ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｑ２ｙｎ（ｘ，ψ）， Γ（ｑ） ＝ ∑

∞

ｎ ＝ ０
ｑ２Ｆｎ ． （２５）

将式（２３）代入到式（２０），可得

　 　 Ｌ［ｙｎ － χ
ｎｙｎ－１］ ＝ ｈ—Ｒｎ，　 　 ｎ ≥ １， （２６）

以及

　 　
ｙｎ ＝ ０， ψ ＝ ０，
ｙｎ → ∞， ψ → ∞，{ （２７）

其中

　 　 χ
ｎ ＝

０， ｎ ≤ １，
１， ｎ ＞ １，{

　 　 Ｒｎ ＝ ρ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｆ ｉ

∂２ｙｎ－ｉ－１

∂ψ ２
＋ ρ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｋ ＝ ０
Ｆｎ－ｉ－１

∂２ｙｉ －ｊ

∂ψ ２

∂ｙ ｊ －ｋ

∂ｘ
∂ｙｋ

∂ｘ
－

　 　 　 　 ρ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｋ ＝ ０
Ｆｎ－ｉ－１ ２

∂ｙｉ －ｊ

∂ｘ
∂２ｙ ｊ －ｋ

∂ｘ∂ψ
－

∂２ｙｉ －ｊ

∂ｘ２

∂ｙ ｊ －ｋ

∂ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｙｋ

∂ψ
－

　 　 　 　 ρψ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｋ ＝ ０

∂ｙｎ－ｉ－１

∂ψ
∂ｙｉ －ｊ

∂ψ
∂ｙ ｊ －ｋ

∂ψ
ｙｋ － ψ

∂ｙ ｊ

∂ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　
ρψ

２ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｋ ＝ ０
Ｆｎ－ｉ－１

∂ｙｉ －ｊ

∂ψ
∂ｙ ｊ －ｋ

∂ｘ
∂ｙｋ

∂ｘ
＋

　 　 　 　
ρψ

２ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｋ ＝ ０
Ｆｎ－ｉ－１

∂ｙｉ －ｊ

∂ψ
∂ｙ ｊ －ｋ

∂ψ
∂ｙｋ

∂ψ
－ １

２ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｆｎ－ｉ－１

∂ｙｉ

∂ψ
，

ｙｎ 的限制条件为

　 　 ｙｎ（０，１） － ｙｎ（π，１） ＝ ０． （２８）
注意到式（２７）包含调控式（２６）中级数收敛性的参数 ｈ— ．如果 ｈ—选择得当，两个级数都会在

ｑ ＝ １ 处收敛．它们的形式如下：

　 　 ｙ（ｘ，ψ） ＝ Ｙ（ｘ，ψ；１） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｙｎ（ｘ，ψ）， ｃ２

ｃ２０
＝ Γ（１） ＝ ∑

∞

ｎ ＝ ０
Ｆｎ ． （２９）

总的来说，以上求解过程开始于初始解，这使得式（２４）的等号右边存在非齐次项．式（２４）
的解可以拆开分为两项，使得同类型方程也可按此流程进行． 注意到非齐次项包含

ｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ），ｎ，ｍ ＝ ０，１，２，…，因此选择线性化算子 Ｌ：

　 　 Ｌ［ϕ（ｘ，ψ；ｑ）］ ＝ ∂２ϕ（ｘ，ψ；ｑ）
∂ｘ２

＋ ∂２ϕ（ｘ，ψ；ｑ）
∂ψ ２

－ ϕ（ｘ，ψ；ｑ） ． （３０）

注意到线性化算子的一般解允许如下独立变量形式：

３０１无限深水中具有指数密度变率的周期性永形内波渐进解析解



　 　 ϕ（ｘ，ψ；ｑ） ＝ ∑
＋∞

ｍ ＝ ０
Ｃｍｅ

－ ｍ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ）， （３１）

其中 Ｃｍ 是常数．所以式（２６）的一般解可写作

　 　 ｙｎ（ｘ，ψ） ＝ χ
ｎｙｎ－１（ｘ，ψ） ＋ ｙ∗

ｎ （ｘ，ψ） ＋ ∑
Ｍ

ｍ ＝ ０
Ｃｎ，ｍｅ

－ ｍ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ）， （３２）

其中 ｙ∗
ｎ （ｘ，ψ） 代表非齐次项的特解，可以表示成

　 　 ｙ∗
ｎ （ｘ，ψ） ＝ ｈ—Ｌ －１［Ｒｎ］，

这里 Ｌ －１ 是 Ｌ 算子的逆，给出

　 　

Ｌ －１［ｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ）］ ＝ ｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｍｘ）
ｎ２ － ｍ２ ， ｍ ≠ ｎ，

Ｌ －１［ｅ － ｎ２＋１ψｓｉｎ（ｍｘ）］ ＝ ｅ － ｎ２＋１ψｓｉｎ（ｍｘ）
ｎ２ － ｍ２ ， ｍ ≠ ｎ，

Ｌ －１［ｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｎｘ）］ ＝ ψｅ － ｎ２＋１ψｃｏｓ（ｎｘ）

２ ｎ２ ＋ １
， ｍ ＝ ｎ，

Ｌ －１［ｅ － ｎ２＋１ψｓｉｎ（ｎｘ）］ ＝ ψｅ － ｎ２＋１ψｓｉｎ（ｎｘ）

２ ｎ２ ＋ １
， ｍ ＝ ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３３）

为了满足式（２８）和式（２９）中的底部和限制边界条件的偏微分方程，需要限制解的表达式

中的 Ｆｎ 和 Ｃｎ，ｍ：

　 　
∑
Ｍ

ｍ ＝ ０
Ｃｎ，ｍｃｏｓ（ｍｘ） ＝ － ∑

３ｎ＋１

ｍ ＝ ０
δ ｎ，ｍ（Ｆｎ－１）ｃｏｓ（ｍｘ），

ｙｎ（０，１） － ｙｎ（π，１） ＝ ０ ．
{ （３４）

比较两边的系数，可得

　 　 Ｍ ＝ ３ｎ ＋ １， Ｃｎ，ｍ ＝ － δ ｎ，ｍ（Ｆｎ－１），　 　 ０ ≤ ｍ ≤ ３ｎ ＋ １，
以及

　 　 ｙ∗
ｎ （０，１） － ｙ∗

ｎ （π，１） ＋ ∑
３ｎ＋１

ｍ ＝ ０
Ｃｎ，ｍｅ

－ｍ － ∑
３ｎ＋１

ｍ ＝ ０
（ － １）ｍＣｎ，ｍｅ

－ｍ ＝ ０．

对 ｎ 阶方程而言，一般需要确定 ３ｎ ＋ ３ 个常数，同时需要 ３ｎ ＋ ３ 个不相干方程，所以方程是封

闭的．

３　 结 果 分 析

下面的结果是通过在式（２９）里截断可忽略的级数项而来．由于 γ ＝ ｇ ／ β′ｋｃ２， 分布关系可

表示为

　 　 ｃ２ ＝ ｇ
ｋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
Ｆｎ ．

当 Ｈ ＝ ０．２５，０．４，０．６５ 时，在不同 ψ 上流线变形的波动形式如图 １，２，３ 所示．需要说明的是

图中不含 ｙ 展开式中的 ψ 项．
沿着每条流线，波浪的 ｙ 的部分解形式如下：
　 　 ｙ ＝ ａ０ ＋ ａ１ｃｏｓ（ｘ） ＋ ａ２ｃｏｓ（２ｘ） ＋ ａ３ｃｏｓ（３ｘ） ＋ … ． （３５）
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（ａ） 具体结构 ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） 放大图

（ａ） Ｔｈｅ ｄｅｔａｌｉｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） Ｔｈｅ ｚｏｏｍｅｄ ａｒｅａ

图 １　 Ｈ ＝ ０．２５， ϕ ＝ １ 时的流线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｈｅｉｇｈｔ Ｈ ＝ ０．２５ ａｔ ϕ ＝ １

（ａ） 具体结构 ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） 放大图

（ａ） Ｔｈｅ ｄｅｔａｌｉｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） Ｔｈｅ ｚｏｏｍｅｄ ａｒｅａ

图 ２　 Ｈ ＝ ０．４，ϕ ＝ １ 时的流线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｈｅｉｇｈｔ Ｈ ＝ ０．４ ａｔ ϕ ＝ １

（ａ） 具体结构 ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） 放大图

（ａ） Ｔｈｅ ｄｅｔａｌｉｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ψ ＝ ０ ～ １ （ｂ） Ｔｈｅ ｚｏｏｍｅｄ ａｒｅａ

图 ３　 Ｈ ＝ ０．６５，ϕ ＝ １ 时的流线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｈｅｉｇｈｔ Ｈ ＝ ０．６５ ａｔ ϕ ＝ １

３．１　 动压力

由式（２１）得到沿流线的动压力见图 ４、图 ５ 和图 ６．从这 ３ 个图中可知，一个周期内在 ψ ＝
０．１ 处出现了两倍压力．我们可以看到底部的压力分布比上部区域的差异大．但是总体来说，波

５０１无限深水中具有指数密度变率的周期性永形内波渐进解析解



的高度越大，压力就越大．根据图中曲线知，压力比例依赖于波高．两条曲线具有很小的差异，
这意味着即使控制方程是非线性的，线性化在这个问题中也起了关键作用．

图 ４　 Ｈ ＝ ０．２５， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １ 图 ５　 Ｈ ＝ ０．４， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １

时沿流线的动压分布 时沿流线的动压分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ ｆｏｒ

Ｈ ＝ ０．２５， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １ Ｈ ＝ ０．４， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １

图 ６　 Ｈ ＝ ０．６５， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １ 图 ７　 Ｈ ＝ ０．２５ 时水平粒子在

时沿流线的动压分布 波峰和波谷的速度

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｃｒｅｓｔ

Ｈ ＝ ０．６５， ψ ＝ ０．１，０．５，１．０，１．５， ϕ ＝ １ ａｎｄ ｔｒｏｕｇｈ ｆｏｒ Ｈ ＝ ０．２５

３．２　 流场

根据流线的定义，速度的水平分量为

　 　 ｕ ＝ １
ｙψ

．

显然，这是从一个移动的参考坐标系观察的相对速度．绝对速度的水平分量为 ｕａ ＝ ｕ － １．
图 ７，８，９ 分别为当 Ｈ 取 ０．２５，０．４ 和 ０．６５ 时，在 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ π 处的绝对水平速度．显然，水平速

度随波高的增大显著上升，同时，沿着深度很快下降．图 １０ 给出了 ａ０ 相对 ψ 的曲线，表明了在

内波下位置的移动与波高相比是很小的．
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图 ８　 Ｈ ＝ ０．４ 时水平粒子在 图 ９　 Ｈ ＝ ０．６５ 时水平粒子在

波峰和波谷的速度 波峰和波谷的速度

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｃｒｅｓｔ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｃｒｅｓｔ

ａｎｄ ｔｒｏｕｇｈ ｆｏｒ Ｈ ＝ ０．４ ａｎｄ ｔｒｏｕｇｈ ｆｏｒ Ｈ ＝ ０．６５

图 １０　 流线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ

４　 结　 　 论

内波有很长的研究历史，但和孤立波一样，大多数研究集中在固定边界或自由上边界的双

流体系统．本文研究了具有指数密度剖面的无限深流体的周期波．给出了不同波高，包括长波

高的波形．同时考虑了分布关系，流速场以及动压．在表面波理论中，已经有两种波的判断标准．
一个是最高波峰夹角 １２０°，一个是波高与波长之比 （Ａ ／ λ）ｍａｘ ＝ ０．１４１ ７［１９］ ．可能在以后的工作

中会发现周期内波类似的判断标准．这里限定密度为指数分布，以后的工作会探讨其它的密度

分布情况．
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［１０］　 Ｌａｍｂ Ｈ． Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９３２．
［１１］　 Ｃａｍａｓｓａ Ｒ， Ｒｕｓａ° ｓ Ｐ Ｏ， Ｓａｘｅｎａ Ａ， Ｔｉｒｏｎ Ｒ． Ｆｕｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｔｗｏ⁃
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à ｄｅｕｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｄａｎｓ ｌｅｓ ｌｉｑｕｉｄｓ ｈéｔéｒｏｇèｎｅｓ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｄｅ Ｍａｔｈéｍａｔｉｑｕｅｓ Ｐｕｒｅｓ ｅｔ
Ａｐｐｌｉｑｕéｅｓ， １９３７， １９： ４３⁃６７．

［１７］　 Ａｂａｒｂａｎｅｌ Ｈ Ｄ Ｉ， Ｈｏｌｍ Ｄ Ｄ， Ｍａｒｓｄｅｎ Ｊ Ｅ， Ｒａｔｉｕ Ｔ． Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｆｌｏｗ ［ Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓ， １９８４， ５２
（２６）： ２３５２⁃２３５５．

［１８］　 Ｌｉａｏ Ｓ Ｊ． Ｂｅｙｏｎｄ Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ： Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｈｏｍｏｔｏｐｙ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｌｏｎｄｏｎ：
Ｃｈａｐｍａｎ ＆ Ｈａｌｌ ／ ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ， ２００３．

［１９］　 Ｓｃｈｗａｒｔｚ Ｌ Ｗ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｔｏｋｅ’ｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒａｖｉｔｙ
ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈ， １９７４， ６２（３）： ５５３⁃５７８．

８０１ 邹　 丽　 　 　 宗　 智　 　 　 王　 振　 　 　 赵　 勇　 　 　 梁　 辉



Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ Ｉｎｔｅｒｎａｌ
Ｗａｖｅｓ ｉｎ Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ Ｄｅｅｐ Ｗａｔｅｒ Ｗｉｔｈ Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ

Ｖｅｒｔｉｃａｌ Ｄｅｎｓｉｔｙ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ＺＯＵ Ｌｉ１，２，　 ＺＯＮＧ Ｚｈｉ１，２，　 ＷＡＮＧ Ｚｈｅｎ３，４，　 ＺＨＡＯ Ｙｏｎｇ５，　 ＬＩＡＮＧ Ｈｕｉ１，２

（１． Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
（Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ）， Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０２４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｎａｖａｌ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ， Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０２４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
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ａｎｄ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｗａｖｅ ａｍｐｌｉ⁃
ｔｕｄｅ ｗａｓ ｒｅｖｅａｌｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｉｎｔｅｒｎａｌ ｗａｖｅ； ｄｅｅｐ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ； ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）

（２０１３ＣＢ０３６１０１）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ
（５１１０９０３１； ５１３７９０３３； ５１２２１９６１； ５１３０９０４０； ５１２７９０３０； ５１２３９００２）

９０１无限深水中具有指数密度变率的周期性永形内波渐进解析解


