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摘要：　 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程描述绕楔面的流动，该方程具有很强的非线性．首先通过引入变换

式，将原半无限大区域上的流动问题转化为有限区间上的两点边值问题．接着基于泛函分析中的不

动点理论，采用不动点方法求解两点边值问题从而得到 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程的解．最后将不动点

方法给出的结果和文献中的数值结果相比较，发现不动点方法得到的结果具有很高的精度，并且

解的精度很容易通过迭代而不断得到提高．表明不动点方法是一种求解非线性微分方程行之有效

的方法．
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引　 　 言

描述流体运动的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程是一组非线性偏微分方程组， 寻求其一般意义下的解

析封闭解非常困难， 目前只针对一些几何边界简单的流动找到了封闭解．但是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方
程在一些情况下可以通过引入相似变换将其变为非线性常微分方程， 对应的解称为相似

解［１⁃２］ ．这些相似解在很大程度上可以帮助人们深入理解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的数学物理特点，
并且可以作为标准算例来检验数值方法的准确性．

在众多相似流动当中，Ｆａｌｋｎｅｒ 与 Ｓｋａｎ［３］最早讨论了不可压缩粘性层流流过楔面的流动，
并得到了现在以他们名字命名的 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程［４⁃５］，对应流动示意图见图 １．

Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程可以写成下面的形式［４⁃５］：
　 　 Ａｆ［ ｆ；β］ ＝ ｆ ‴＋ ｆｆ ″ ＋ β（１ － ｆ ′２） ＝ ０， （１）

其中 Ａｆ［·］ 为一算子， ｆ ′ 代表函数 ｆ（η） 对 η 求导．方程（１）对应的边界条件为

　 　 ｆ（０） ＝ ０， ｆ ′（０） ＝ ０， ｆ ′（ ＋ ∞） ＝ １． （２）
易看出 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程是一个 ３ 阶非线性微分方程的两点边值问题．

从几何上来说，参数 β 与楔面夹角 θ 相联系，
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　 　 θ ＝ βπ， （３）
因此参数 β 的取值范围为

　 　 ０ ≤ β ≤ ２， （４）
其中， β ＝ ０与 β ＝ １ 分别对应著名的 Ｂｌａｓｉｕｓ 平板边界层［４， ６］与二维驻点流动［４， ７］ ．物理上，参数

β 与压力梯度相关，β 越大顺压梯度越大，从而边界层越薄．而在数学上，考虑方程（１） 在 η ＝ ０
处，结合边界条件（２），得

　 　 β ＝ － ｆ ‴（０） ． （５）

图 １　 绕楔面的流动

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｗｅｄｇｅ ｆｌｏｗ

方程（１）及边界条件（２）具有下述两个特点： 一是

问题定义域为半无限大的区域 η ∈ ［０， ＋ ∞）；二是方

程的一个边界条件 ｆ ′（ ＋ ∞） ＝ １ 定义在无穷远，是一个

渐近边界条件．这两个特点给该方程无论是解析求解还

是数值求解都带来了很大的困难．
虽然到目前为止还未找到该方程的封闭解，但是该

解的渐近特性易从原方程与边界条件得出，
ｆ ～ ｆ ″（０）η ２ ／ ２ － βη ３ ／ ６， ａｓ η → ０，
ｆ ～ η － Ｍ（β）， ａｓ η → ∞，{ （６）

这里 ｆ ″（０） 具有明确的物理意义，代表壁面无量纲剪切

力．数学上Ｍ（β） 代表曲线 ｆ（η） 的渐近线与横轴的交点，后文将指出Ｍ（β） 的物理意义为边界

层位移厚度 δ∗ ． ｆ ″（０） 与 Ｍ（β） 这两个值具有重要的工程实际意义．
现有文献中在数值求解该方程时的做法大多是将原始半无限大区域 η ∈ ［０， ＋ ∞） 人为

截断为 η ∈ ［０，η∞ ］，将渐近边界条件转变为 ｆ ′（η∞ ） ＝ １，并在有限区间 η ∈ ［０，η∞ ］ 上进行

求解．这种处理方法带有一定的人为性，合适 η∞ 值的选择需要通过不断试算来确定．Ｈａｒｔｒｅｅ［８］

首先采用打靶法给出了该方程较为精确的数值解．Ａｓａｉｔｈａｍｂｉ［９］采用有限差分方法再次数值求

解了该方程．Ｆａｚｉｏ［１０］采用 Ｔöｐｆｅｒ 方法将该方程从边值问题转化为初值问题并得到了数值解．关
于该方程当 β ＝ ０ 时的特殊形式，即 Ｂｌａｓｉｕｓ［６］ 平板边界层流动方程的研究更是吸引了众多的

学者，这方面的参考文献很多，可以参见相关综述文献［１１⁃１２］．另外，还有很多学者尝试给出

Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 方程的近似形式的解析解［１３⁃１６］ ．

１　 变 换 式

前文述及非线性 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 方程的求解困难主要来源于半无限大定义域以及无穷远处

的渐近边界条件．为了克服上述困难，这里对自变量 η 及函数 ｆ（η） 同时进行变换，

　 　
ζ ＝ （η － Ｌ） ／ （η ＋ Ｌ），
ｇ（ζ） ＝ （ ｆ － η） ／ （η ＋ Ｌ），{ （７）

其中 Ｌ ＝ Ｌ（β） 为一尺度因子，只与 β 相关．在该变换式下，原方程（１）变为

　 　 Ａｇ［ｇ；β］ ＝ （１ － ζ） ５

Ｌ２ ｇ‴＋ （１ － ζ） ２ ２（１ ＋ ζ ＋ ２ｇ） － ３
Ｌ２（１ － ζ） ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｇ″ －

　 　 　 　 ４β（１ － ζ）［（１ － ζ）ｇ′ ＋ ２（１ ＋ ｇ）］ｇ′ － ４βｇ（ｇ ＋ ２） ＝ ０． （８）
当 β ＝ ０ 时对应 Ｂｌａｓｉｕｓ 平板边界层问题，式（８）可以进一步化简为

　 　 Ａｇ［ｇ；０］ ＝ （１ － ζ） ３

Ｌ２ ｇ‴＋ ２（１ ＋ ζ ＋ ２ｇ） － ３
Ｌ２（１ － ζ） ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｇ″ ＝ ０， （９）

其中 ｇ′ 代表函数 ｇ（ζ） 对新自变量 ζ 求导．相应边界条件为
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　 　 ｇ（ － １） ＝ ０， ｇ′（ － １） ＝ － １ ／ ２， ｇ（１） ＝ ０． （１０）
易看出，变换式（７）的引入将原半无限大定义域 η ∈ ［０， ＋ ∞） 变为有限区间 ζ ∈ ［ － １，

１］，同时原无穷远处渐近边界条件 ｆ ′（ ＋ ∞） ＝ １ 变为

　 　 ｇ（１） ＝ ｌｉｍ
η→∞

ｆ － η
η ＋ Ｌ

＝ ｌｉｍ
η→∞

ｆ ′（η） － １
１

＝ ０， （１１）

这将对 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 方程的求解带来极大的便利．
当函数 ｇ（ζ） 获得后，根据变换式（７）可得

　 　 ｆ（η） ＝ η ＋ （η ＋ Ｌ）ｇ（ζ）， ζ ＝ （η － Ｌ） ／ （η ＋ Ｌ） ． （１２）
另外，壁面无量纲剪切力也可由下式得到：

　 　 ｆ ″（０） ＝ ４ｇ″（ － １） ／ Ｌ ． （１３）
在文献［１７］中用不动点方法讨论了 Ｂｌａｓｉｕｓ 平板边界层问题，发现调节 Ｌ（０） 取值可以改

变迭代收敛速度，指出尺度因子 Ｌ（０） 的物理意义是边界层厚度 δ，并选取 Ｌ（０） ＝ ５．对于 Ｂｌａ⁃
ｓｉｕｓ 方程的推广形式 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 方程，当 β 越大，顺压梯度越强，边界层厚度越小．另外，文献

［１７］中还指出 Ｌ（０） 只要具有与边界层厚度相当的量级，迭代最终收敛结果并不依赖于具体

的 Ｌ（０） 取值．鉴于此，本文这里直接选取

　 　 Ｌ（β） ＝ ５． （１４）

２　 基于不动点方法求解 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程

２．１　 不动点方法（ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＦＰＭ）的基本思想

不动点（ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ）是泛函分析中的一个非常重要的概念［１８］，并被广泛用来探讨方程解

的存在性和唯一性．如求解非线性代数方程的 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）切线法就是基于 Ｂａｎａｃｈ 不动点定

理．近来，不动点的概念被进一步发展并提出了用来获得微分方程近似解的不动点方法（ ｆｉｘｅｄ
ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＦＰＭ） ［１７， １９⁃２２］ ．以下将采用不动点方法来求解非线性 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 方程．

这里简要叙述下 ＦＰＭ 方法求解非线性微分方程的思想和步骤．首先，考虑下面的非线性

微分方程：

　 　
Ａ［ｕ］ ＝ ０，
Ｂ ＋ ［ｕ］ ＝ ０，{ （１５）

其中 Ａ［·］ 是一个非线性算子，ｕ 是待求解的未知函数，Ｂ ＋ ［ｕ］ ＝ ０ 代表边界条件或初始条件．
　 　 接着，引入一个压缩映射 Ｔ［·］：

　 　 Ｔ［ｕ］ ＝ ｕ － ·Ｌ －１
Ｃ ［Ａ［ｕ］］， （１６）

这里 ＬＣ［·］ 是一个线性双射算子，在不动点方法里称为非线性算子Ａ［·］ 的线性特征算子，算
子 Ｌ －１

Ｃ ［·］ 是 ＬＣ［·］ 的逆算子．其中 是非零自由参数，在不动点方法里称为松弛因子， 合适

的取值可以改善 ＦＰＭ 方法在求解时的稳定性和收敛性，不同问题 的值不同［１９］ ．
最后建立迭代式：

　 　
ｕｎ＋１ ＝ Ｔ［ｕｎ］ ＝ ｕｎ － ｎ＋１·Ｌ －１

Ｃ ［Ａ［ｕｎ］］，
Ｂ ＋ ［ｕｎ＋１］ ＝ ０，{ 　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… （１７）

　 　 ⇔
ＬＣ［ｕｎ＋１］ ＝ ＬＣ［ｕｎ］ － ｎ＋１·Ａ［ｕｎ］，
Ｂ ＋ ［ｕｎ＋１］ ＝ ０，{ ｎ ＝ ０，１，２，… ． （１８）

于是，解的序列 { ｕｎ ｜ ｎ ＝ ０，１，２，… } 可以从上述迭代式中获得．当解的序列 { ｕｎ ｜ ｎ ＝ ０，１，２，
… } 收敛时， 容易看出该序列的极限 ｕ∗ 正好是原非线性算子 Ａ［·］ 的零点，即

０８ 基于不动点方法求解非线性 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程



　 　
Ａ［ｕ∗］ ＝ ０，
Ｂ ＋ ［ｕ∗］ ＝ ０；{ （１９）

此时，极限 ｕ∗ 也称为压缩映射 Ｔ［ｕ］ 的不动点．
可以看出不动点方法的基本思想是通过引入压缩映射，将一个复杂的非线性问题转化为

求解一系列简单的线性问题，从而逼近原非线性问题．由于不同问题非线性算子 Ａ［·］ 差别很

大，对应的线性特征算子 ＬＣ［·］ 也不同，因此不动点方法在实施时具有很大的灵活性，恰恰是

这种灵活性给不动点方法在使用时带来很大的自由空间，使我们总能通过选取适当的 ＬＣ［·］
使迭代式（１８） 收敛．另外，在不动点方法框架中，引入松弛因子序列 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 又进一

步增加了方法的鲁棒性，通过选取合适的松弛因子序列 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 可以极大地改善迭

代式（１８） 的收敛性和稳定性．这里采用残差最快下降搜索算法［２２］ 来确定松弛因子序列 { ｎ ｜
ｎ ＝ １，２，… } ．首先引入 ｎ 阶近似解 ｕｎ 所对应的残差 Ｒｎ：

　 　 Ｒｎ ＝ Ｒｎ（ １， ２，… ｎ） ＝ ∫
Ω
（Ａ［ｕｎ］） ２ｄΩ，　 　 ｎ ＝ １，２，…， （２０）

其中， Ω为自变量的定义域．从Ｒｎ 的定义形式易看出Ｒｎ 是一种全局残差，可以用来衡量各阶近

似解 ｕｎ 的精度．最优松弛因子的选取是使该残差 Ｒｎ 获得最小值．
例如， 当 ｎ ＝ １时， Ｒ１（ １） 只是 １ 的函数， 最优松弛因子 １，ｏｐｔ 可以通过求解下述方程来

获得：
　 　 ｄＲ１ ／ ｄ １ ＝ ０． （２１）
接下来考虑 ｎ ＝ ２ 时，对应残差 Ｒ２（ １， ２） 依赖于 １ 和 ２ ．由于 １，ｏｐｔ 已在前一步确定，那

么最优松弛因子 ２，ｏｐｔ 满足下述方程：
　 　 ｄＲ２ ／ ｄ ２ ＝ ０． （２２）
类似地，对第 ｎ 阶近似解，对应残差 Ｒｎ 实际上只依赖于 ｎ，于是 ｎ，ｏｐｔ 的确定是使 Ｒｎ 取得

最小值，即
　 　 ｄＲｎ ／ ｄ ｎ ＝ ０． （２３）
可以看到，所有松弛因子 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 都将较容易地按照这种方式相继确定．

２．２　 线性特征算子 ＬＣ［·］
考虑到方程（８）最高阶导数为 ３ 阶，本文尝试选取下述线性特征算子：
　 　 ＬＣ［ｇ］ ＝ ｄ３ｇ ／ ｄζ ３ ＝ ｇ‴， （２４）

并且建立如下迭代式：

　 　
ＬＣ［ｇｎ＋１］ ＝ ＬＣ［ｇｎ］ － ｎ＋１·Ａｇ［ｇｎ］，
ｇｎ＋１（ － １） ＝ ０， ｇ′ｎ＋１（ － １） ＝ － １ ／ ２， ｇｎ＋１（１） ＝ ０，{ 　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… （２５）

　 　 ⇔

ｇ‴ｎ＋１ ＝ ｇ‴ｎ － ｎ＋１ { （１ － ζ） ５

Ｌ２ ｇ‴ｎ ＋

　 　 （１ － ζ） ２ ２（１ ＋ ζ ＋ ２ｇｎ） － ３
Ｌ２（１ － ζ） ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｇ″ｎ －

　 　 　 　 ４β（１ － ζ）［（１ － ζ）ｇ′ｎ ＋ ２（１ ＋ ｇｎ）］ｇ′ｎ － ４βｇｎ（ｇｎ ＋ ２） } ，

ｇｎ＋１（ － １） ＝ ０， ｇ′ｎ＋１（ － １） ＝ － １ ／ ２， ｇｎ＋１（１） ＝ ０，　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２６）

正如文献［１９］指出，一个问题的线性特征算子不是唯一的，这里只是选用了其中一种．
本问题残差 Ｒｎ 具体形式为
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　 　 Ｒｎ ＝ Ｒｎ（ １， ２，… ｎ） ＝ ∫＋∞

０
（Ａｆ［ ｆｎ］） ２ｄη ＝

　 　 　 　

Ｌ
８ ∫

＋１

－１

（Ａｇ［ｇｎ；β］） ２

（１ － ζ） ２ ｄζ， ０ ＜ β ≤ ２，

Ｌ
８ ∫

＋１

－１
（１ － ζ） ２（Ａｇ［ｇｎ；０］） ２ｄζ， β ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ｎ ＝ １，２，…， （２７）

其中的松弛因子序列 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 可以按照 ２．１ 小节介绍的残差最快下降搜索算法来

确定．
２．３　 初始值

在不动点方法中关于迭代初始值的选取具有较大的自由空间与灵活性．针对本问题，这里

给出一种较为方便的选择，
　 　 ｇ０ ＝ （ζ ２ － １） ／ ４．

其满足下面的线性特征方程：

　 　
ＬＣ［ｇ０］ ＝ ０，
ｇ０（ － １） ＝ ０， ｇ′０（ － １） ＝ － １ ／ ２， ｇ０（１） ＝ ０ ．{ （２９）

３　 计算结果的讨论

正如前文所述，不动点方法的基本思想是通过引入压缩映射，将一个复杂的非线性问题

（８）转变为一系列简单线性问题（２６）的求解．线性问题（２６）的求解过程可以采用符号计算软

件，如 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 编程自动进行求解．下面给出最后计算结果．
表 １　 不同 β 所对应的 ｆｎ″（０）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｗａｌｌ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｆｎ″（０） ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ β

β

ｆｎ″（０）

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｎ ＝ ５０ ｎ ＝ ２５０ ｎ ＝ ５００
Ｗｈｉｔｅ［４］ Ｍｏｔｓａ ｅｔ ａｌ．［１４］ Ｈａｒｔｒｅｅ［８］

０．０ ０．４６８ ９８０ ８ ０．４６９ ５９９ ８ ０．４６９ ６００ ０ ０．４６９ ６ ０．４６９ ６００ ０．４６９ ６

０．２ ０．６８６ ６７３ ９ ０．６８６ ７０８ ２ ０．６８６ ７０８ ２ ０．６８６ ７ ０．６８６ ７０８ ０．６８６ ９

０．４ ０．８５４ ４２３ ４ ０．８５４ ４２１ ２ ０．８５４ ４２１ ２ ０．８５４ ４ ０．８５４ ４２１ ０．８５４ ２

０．６ ０．９９５ ８３４ ３ ０．９９５ ８３６ ４ ０．９９５ ８３６ ４ ０．９２７ ７ ０．９９５ ８３６ ０．９９６ ０

０．８ １．１２０ ２７５ １．１２０ ２６８ １．１２０ ２６８ １．１２０ ３ １．１２０ ２６８ １．１２０ ０

１．０ １．２３２ ５８２ １．２３２ ５８８ １．２３２ ５８８ １．２３２ ６ １．２３２ ５８８ １．２３２ ６

１．２ １．３３５ ７２３ １．３３５ ７２１ １．３３５ ７２１ １．３３５ ７ １．３３５ ７２１ １．３３６ ０

１．４ １．４３１ ５８３ １．４３１ ５８５ １．４３１ ５８５ － － －

１．６ １．５２１ ５１５ １．５２１ ５１４ １．５２１ ５１４ １．５２１ ５ １．５２１ ５１４ １．５２１ ０

１．８ １．６０６ ４８０ １．６０６ ４８０ １．６０６ ４８０ － － －

２．０ １．６８７ ２１８ １．６８７ ２１８ １．６８７ ２１８ １．６８７ ２ １．６８７ ２１８ １．６８７ ０

　 　 图 ２ 给出的是不同 β 值下各阶近似解 ｆｎ（η） 所对应的残差 Ｒｎ 收敛曲线，从图上可以清楚

看出随着迭代步数 ｎ 的增加，残差在稳步降低．壁面无量纲剪切力 ｆｎ″（０） 的收敛曲线见图 ３，可
以看出随着迭代步数 ｎ 的增加不同 β 值所对应的 ｆｎ″（０） 皆趋于一常值．不同 β 值对应的 ｆｎ″（０）
列于表 １，从表中可以看出和文献［４， ８， １４］中给出的结果符合得非常好，当迭代次数 ｎ ＞ ２５０
时， ｆｎ″（０） 精确到 ７ 位有效数字的值已不再随迭代次数变化．

图 ４ 给出的是不同 β值下各阶近似解 ｆｎ（η）， ｆｎ′（η） 和 ｆｎ″（η） 的曲线．从图中的 ｆｎ′（η） 曲线
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可以清楚看出随着 β 的增加（即顺压梯度增加）， ｆｎ′（η） 趋于势流 １ 值更快，说明边界层厚度

减小．
从 ｆ（η） 的渐近关系式（６）可以得到

　 　 Ｍ（β） ＝ ｌｉｍ
η→∞

（η － ｆ） ． （３０）

那么 Ｍ（β） 的近似值可以采用下面的式子来获得：
　 　 Ｍ（β） ≈ η － ｆｎ（η），　 　 当 η 取较大值时． （３１）

图 ２　 Ｒｎ 的收敛曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ Ｒｎ

图 ３　 ｆｎ″（０） 的收敛曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｆｎ″（０）

表 ２ 给出不同 β 值下式（３１） 给出的近似值Ｍ（β） 随着 η 的变化，可以清楚地看出当 η ≥
５ 时近似值 Ｍ（β） 在 ５ 位有效数字内不再随 η 变化而改变，进一步当 η ≥７ 时近似值Ｍ（β） 在

７ 位有效数字内不再随 η 变化而改变．也就是说对于 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动当 η ≥ ５ 时可以认为流

动对应为远场势流了．这也验证了在式（１４） 里选取尺度因子 Ｌ（β） ＝ ５ 的正确性．
边界层位移厚度 δ∗ 和动量损失厚度 θ 有着明确的物理意义［４］：

　 　 δ∗ ＝ ∫＋∞

０
［１ － ｆ ′（η）］ｄη ＝ ｌｉｍ

η→∞
（η － ｆ） ＝ Ｍ， （３２）

　 　 θ ＝ ∫＋∞

０
ｆ ′（η）［１ － ｆ ′（η）］ｄη ＝ ｆ ″（０） － βδ∗

β ＋ １
． （３３）

从式（３２）和（３３）可以看出， δ∗ 和 θ最终只依赖于函数 ｆ（η） 的渐近特性（式（６）） ．表３给出 δ∗

和 θ 的数值，可以看出本文的结果与文献［２３］中的结果吻合得很好．
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图 ４　 ｆｎ（η）， ｆｎ′（η） 和 ｆｎ″（η） 的分布曲线 （ｎ ＝ ５００）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｎ（η）， ｆｎ′（η） ａｎｄ ｆｎ″（η）（ｎ ＝ ５００）

表 ２　 解在远场的渐近特性

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆａｒ ｆｉｅｌｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

β
Ｍ（β） ≈ η － ｆｎ（η） （ｎ ＝ ５００）

η ＝ ５ η ＝ ６ η ＝ ７ η ＝ ８ η ＝ ９ η ＝ １０ η ＝ ２０

０ １．２１６ ７６５ ０ １．２１６ ７８０ ０ １．２１６ ７８１ ０ １．２１６ ７８１ ０ １．２１６ ７８１ ０ １．２１６ ７８１ ０ １．２１６ ７８１ ０

０．２ ０．９８４ １５５ ４ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ １５８ ５

０．４ ０．８５２ ６３３ ２ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６３４ ２

０．６ ０．７６３ ９７１ ４ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６３ ９７１ ８

０．８ ０．６９８ ６８０ １ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ６８０ ２

１．０ ０．６４７ ９００ ３ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９００ ５

１．２ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０６ ８９８ １

１．４ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７ ０．５７２ ８６７ ７

１．６ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０２１ ８

１．８ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２ ０．５１９ １５８ ２

２．０ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９７ ４３３ ７

表 ３　 边界层位移厚度与动量损失厚度

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ δ∗ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ θ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ

β
δ∗

ｐｒｅｓｅｎｔ （ｎ ＝ ５００） Ｚｈａｏ ｅｔ ａｌ．［２３］
θ

ｐｒｅｓｅｎｔ （ｎ ＝ ５００） Ｚｈａｏ ｅｔ ａｌ．［２３］

０ １．２１６ ７８１ ０ １．２１６ ８ ０．４６９ ６００ ０ ０．４６９ ６

０．２ ０．９８４ １５８ ５ ０．９８４ ２ ０．４０８ ２３０ ４ ０．４０８ ２

０．４ ０．８５２ ６３４ ２ ０．８５２ ６ ０．３６６ ６９１ １ ０．３６６ ７

０．６ ０．７６３ ９７１ ８ ０．７６４ ０ ０．３３５ ９０８ ３ ０．３３６ ０

０．８ ０．６９８ ６８０ ２ ０．６９８ ７ ０．３１１ ８４６ ６ ０．３１１ ８

１．０ ０．６４７ ９００ ５ ０．６４７ ９ ０．２９２ ３４３ ８ ０．２９２ ３

１．２ ０．６０６ ８９８ １ ０．６０７ ０ ０．２７６ １１０ ６ ０．２７６ ０

１．４ ０．５７２ ８６７ ７ － ０．２６２ ３２０ ９ －

１．６ ０．５４４ ０２１ ８ ０．５４４ ０ ０．２５０ ４１５ ０ ０．２５０ ０

１．８ ０．５１９ １５８ ２ － ０．２３９ ９９８ ３ －

２．０ ０．４９７ ４３３ ７ ０．４９８ ０ ０．２３０ ７８３ ５ ０．２３１ ０
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４　 结　 　 论

本文研究了 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程．为了消除该问题半无限大定义域及渐近边界条件带

来的求解困难，文中对自变量和函数同时引入变换式，从而将原无界区域问题转化为一个有限

区间上的非线性两点边值问题．接下来采用 ＦＰＭ 对该边值问题进行求解，得到原 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ
流动方程高精度的近似解，并且该近似解的精度在 ＦＰＭ 框架下可以很容易地逐步提高．计算

结果同时表明 ＦＰＭ 是一种获得复杂非线性微分方程近似解的有效方法．
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ ｆｌｏｗ； ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１０２１５０）

６８ 基于不动点方法求解非线性 Ｆａｌｋｎｅｒ⁃Ｓｋａｎ 流动方程


